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ABSTRACT

In this paper, we present the equations of motion by which the natural vibration of a rotating annular 
disk can be analyzed accurately. These equations are derived from the theory of finite deformation and the 
principle of virtual work. The radial displacements of annular disk at the steady state where the disk is 
rotating at a constant angular velocity are determined by non-linear static equations formulated with 
1-dimensional finite elements in radial direction. The linearlized equations of the in-plane vibrations at the 
disturbed state are also formulated with 1-dimensional finite elements in radial direction along the number 
of nodal diameters. They are expressed as in functions of the radial displacements at the steady state and 
the disturbed displacements about the steady state. In-plane static deformation modes of an annular disk 
are used as the displacement functions for the interpolation functions of the 1-dimensional finite elements. 
The natural vibrations of an annular disk with different boundary conditions are analyzed by using the 
presented model and the 3-dimensional finite element model to verify accuracy of the presented equations 
of motion. Its results are compared and discussed. 

1) 
1. 서  론

공학 구조물에서 중요한 요소 중에 하나인 디스크

의 진동에 관하여 오래 전부터 많은 연구가 수행되어 

왔다. 특히 회전하는 디스크의 고유진동 특성, 즉 고

유진동수와 고유모드 형상의 파악은 회전 기계장치를 

설계하는 데에 있어서 필수적인 사항이다. 또한 회전 

기계장치의 정밀한 진동 튜닝을 위해서는 그 주요 구

성품인 디스크의 진동특성을 정밀하게 파악해야 한다. 
전형적인 회전 기계장치로는 터빈의 익차, 에너지 저

장장치의 프라이 휠 및 차량의 제동 디스크 등을 들 

수 있고, 특히 30년 전부터 개발되어온 컴퓨터의 프로
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피 디스크, 하드 디스크 및 콤팩트 디스크 등이 있다. 
디스크의 고유진동에 관한 연구는 주로 굽힘 진

동인 면외 진동에 관하여 오래 전부터 많은 연구자

에 의해서 수행되어 왔다(1~7). 그러나 면내진동에 관

한 연구는 면외 진동에 비해서 많은 편은 아니지만 

최근에 많이 수행되었으며 대표적인 연구 논문은 참

고문헌 (8~12)와 같다.
이 논문에서는 일정한 각속도로 회전하고 있는 

환상 디스크의 운동방정식은 유한 변형 이론과 가상

일의 원리로부터 유도되고, 일정한 각속도로 회전하

고 있는 정상상태(steady state)에서의 환상 디스크

의 반경방향 변위는 반경방향 1차원 유한 요소를 

사용하여 구축되는 정적 비선형 방정식으로부터 구

해진다. 또한 교란상태(disturbed state)에서의 선형

화된 면내 진동방정식은 절 직경 수에 따르는 반경

방향 1차원 유한 요소를 사용하여 구축되고 정상상
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태에서의 반경방향 변위 및 정상상태로부터 교란된 

변위의 함수로 표현된다. 반경방향 1차원 유한 요소

의 보간 함수를 도출하기 위하여 환상 디스크의 면

내 정적 변형모드를 변위함수로 사용한다. 제시된 

운동방정식의 정밀성을 검증하기 위해서 경계조건이 

서로 다른 디스크의 고유진동을 제시된 모델 및 3
차원 유한 요소 모델을 사용하여 해석하고, 그 결과

를 비교하고 검토한다.

2. 회전하는 디스크의 운동과 변형

디스크 좌표계 는 내경 , 외경 , 축 방향 

두께 를 갖는 균일한 디스크의 중심에 고착되어 

-축 방향으로 일정한 각속도 를 가지고 회전하고 

있다. 반경 방향으로 , -축에서 원주 방향으로 

에 위치하면서 중간면에 수직한 단선(cross line)의 

기준 좌표계 는 직선의 중심점인 점을 원점

으로 하고 반경 방향 , 접선 방향 , 축 방향 의 

축을 갖는다. 
디스크가 변형할 때에 단선은 변형하지 않고 직

선을 유지한다고 가정한다. 단선에 고착되어 움직이

는 단선 좌표계 ′′′′는 단선 기준 좌표계 

와 일치한 상태에서  방향으로  ,  방향으로  
만큼 변위되며  , 는 ,   및 시간 의 함수이

다. 따라서 (,)에 위치한 단선 상에서 에 위치한 

질점 의 변위는 다음과 같다.

  


 (1)

변형 후의 질점 의 절대위치, 절대가속도 및 가

상변위는 다음과 같이 표현된다.

  


 
 (2)

   

          
(3)

  


 (4)

따라서 밀도가 인 회전하는 디스크의 가속도량

에 의한 가상일은 다음과 같다.

 

⋅ (5)

좌표계 에 대한 변위 구배행렬 의 성분은 

다음과 같이 표현된다. 

   ,   

  ,   

   ,   

  ,    (6)

   ,    ,    

좌표계 에 대한 라그랑즈 변형도 행렬은 다

음과 같다. 

  


 


  (7)

 ,   ,   는 0이 되므

로 평면응력을 고려하여 키르히호프 응력과 라그랑

즈 변형도의 관계를 영 탄성계수 , 푸아송 비 로 

표현하면 다음과 같다.

 
  ,

 
  , (8)

  

여기서   ,  .
따라서 디스크의 가상변형에너지는 다음과 같다.

 
















                            
(9)

외력을 받지 않으면서 일정한 각속도로 회전하고 

있는 디스크에 대한 가상일의 원리는 다음과 같다.

   ∀   (10)

3. 회전하는 디스크의 지배방정식

3.1 정상상태에서의 평형방정식
일정한 각속도 로 회전하고 있는 디스크의 정상

상태에서의 변위는 디스크 형상의 축에 대한 대칭

성 및   면에 대한 대칭성을 고려하면 다음과 

같다.

 
 ,    (11)
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상기 식에서 변수의 왼쪽 위첨자 는 정상상태에

서의 변수 값을 나타낸다.
외력을 받지 않으면서 회전하는 디스크의 정상상

태에서의 가상일의 원리는 다음과 같이 표현된다.

    ∀  (12)

여기서

 




 

 




 



               











의 함수인 변위 를 절점변위벡터 와 보간 

함수 을 사용하여 다음과 같이 표현하면,

  
 (13)

식(12)로부터 얻어지는 정상상태에서의 비선형 평

형방정식은 다음과 같다.


 (14)

여기서

 






 

  


  


 



 




 






 

                             




 




  






          
 





 

 




 
 








             






 

 







 

 

 




 

    ⋅ ⋅ 


  = Number of free nodes

3.2 교란상태에서의 진동방정식
정상상태로부터 교란된 변위는 다음과 같이 정의

되며 미소하다고 가정한다.

  
 ,     

 (15)

상기 식에서 변수의 왼쪽 윗 첨자 는 정상상태

로부터 교란된 변수 값을 나타내며, 정상상태에서의 

미분연산자(differential operator)처럼 사용된다.

교란상태에서의 가상일의 원리는 다음과 같이 표

현된다.

    ∀   (16)

여기서
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디스크의 면내변위를 다음과 같이 푸리에 급수로 

표현하고,

  


∞

cossin , 

  


∞

cossin
(17)

의 함수인 변위  ,  ,  및 을 

다음과 같이 절점변위벡터 와 보간 함수  , 

 ,   및 을 사용하여 표현하면,

 
  ,  

  ,

 
 ,  

 
(18)

식 (16)으로부터 교란상태에서의 운동방정식이 각

각의 절 직경 수(number of nodal diameters) 에 

대하여 다음과 같이 얻어진다.

     

             
(19)

여기서
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진동수 , 절 직경 수 의 순환대칭모드로 진동

하는 디스크의 절점 변위를 다음과 같이 표현하면,

 
  (20)

식 (19)로부터 다음과 같은 고유진동방정식이 얻

어진다.

     

            
(21)
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여기서  이며,  및 는 대칭행렬이고 

는 사대칭(skew symmetric)행렬이다.
식 (21)을 만족하는 고유진동수 는 실수이며, 

부호가 다른 고유진동수가 존재한다. 또한, 고유진동

수 ≧ 에 대응하는 고유벡터가 이면 고유진

동수 에 대응하는 고유벡터는 의 복소 공액 

이다.

디스크의 절점 변위를 다음과 같이 표현하면,

 
 

  
 

     
 

 
 


 

 
(22)

≧ 의 경우에 고유진동 변위는    

이면 전향진행파(forward traveling wave)이고   
  이면 후향진행파(backward traveling wave)
임을 알 수 있다.

3.3 1차원 유한 요소 보간 함수
회전이 없는 정상상태에서의 정적 평형방정식의 

일반해는 다음과 같다.

 
 (23)

또한 회전이 없는 교란상태에서의 정적 평형방정

식의 일반해는 다음과 같다.

For   
  

 , (24)
 



For   
 

 
   ln ,

 
 

 

      ln   ,
  

 
   ln  ,

 
 

  

        ln  
(25)

For ≧ 
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,
  

                  


     
   

,
  

 


     
  



(26)

두께가 일정한 환상 디스크의 1차원 유한 요소 보

간 함수는 상기의 정적 해를 변위함수로 사용하여 얻

어진다. 참고문헌 (13)에서는 식 (24)의 두 번째 식, 
식 (25) 및 식 (26)의 세 번째 식과 네 번째 식을 고

려하지 않았다.

4. 회전하는 환상 디스크의 고유진동

수치해석에서 사용된 환상 디스크의 물성치 및 

크기는 다음과 같다.

7850 kg/m3, 207 GPa,  0.3,
 0.020 m, 0.500 m,  1.000 m.

내부 및 외부 경계가 자유인 환상 디스크를 반경

방향으로 등분하여 1차원 유한 요소 수를 4부터 2
배씩 증가시키면서   0, 1, 2에 대하여 회전각속

도 가 0 및 2000 rad/s일 때의 면내 고유진동수를 

계산하였다. 회전각속도가 0일 때 ≧ 1에 대한 고

유진동수는 항상 이중이며 그에 대응하는 하나의 고

유모드 형상은 동일한 고유진동수에 대응하는 다른 

고유모드에 대하여 원주방향으로  만큼 회전되

어 있다. Fig. 1에는 1차원 유한 요소 수에 대한 고

유진동수의 상대오차를 나타내었다. 유한 요소 수가 

일 때의 고유진동수의 상대오차 는 다음과 같이 

정의된다.

 


 (27)

Fig. 1에서 보이는 바와 같이 고유진동수의 상대
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Fig. 1 Convergency of the in-plane natural frequencies of the annular disk with free inner and free 
outer boundaries for 1-dimensional finite elements

오차는 제시된 모든 경우에 대하여 공통적으로 유한 

요소 수가 2배 증가함에 따라서 약 4배로 감소하고 

있다. 따라서 1차원 유한 요소 수에 대한 고유진동

수의 수렴성은 2차적(quadratic)이라고 할 수 있다.
Table 1에는 1차원 유한요소 수 128개를 사용하

여   0, 1, 2에 대하여 회전각속도가 0 및 2000 
rad/s일 때 계산된 고유진동수를 제시하였고, 3차원 

유한 요소를 사용하여 계산된 고유진동수를 비교하

여 제시하였다. Table 1에서 보이는 바와 같이 1차
원 유한 요소 모델을 사용하여 계산된 고유진동수는 

3차원 유한 요소 모델을 사용하여 얻어진 고유진동

수와 거의 일치하고 있다. 3차원 유한 요소 모델에

서는 디스크를 원주방향으로 36등분하고 등분된 부

채꼴 디스크 단편을 반경방향으로 16등분, 원주방향

으로 4등분, 축방향으로 2등분하여 분할된 16×4×2
개의 육면체 20절점 고체요소를 사용하고 부채꼴 

디스크 단편의 순환대칭성을 이용하는 유한 요소법
(14)을 사용하였다. B는 회전좌표계에 대한 고유모드

가 후향 진행파, F는 전향 진행파임을 의미한다. 
  0에 대한 최저차 면내 고유진동수는 0이며 고

유모드는 디스크의 z-축 방향 강체 회전운동이다. 
  1에 대한 2개의 최저차 면내 고유진동수는 모
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두 회전각속도와 같고 고유모드는 후향 진행파인 디

스크의 면내 강체 병진운동이다.
Figs. 2, 3 및 4에는 내부 및 외부 경계가 자유

(F-F), 내부 경계 고정-외부 경계 자유(C-F) 및 내부 

경계 자유-외부 경계 고정(F-C)인 환상 디스크에 대

하여 각각 1차원 유한 요소 수 64개를 사용하여 

  0, 1, 2에 대하여 회전각속도를 0 부터 2000 
rad/s까지 증가시키면서 계산된 면내 고유진동수의 

변화를 나타내었다. 경계조건이 F-F와 C-F의 경우

에는 회전에 의한 정적변위는 반경반향으로의 인장

이므로   0에 대한 고유진동수는 회전각 속도가 

증가함에 따라서 증가하고 있고, 경계조건이 F-C의 

경우에는 회전에 의한 정적변위는 반경반향으로의 

압축이므로   0에 대한 고유진동수는 회전각속도

가 증가함에 따라서 감소하고 있다. 회전각속도가 0
일 때 ≧ 1에 대한 동일한 2개의 고유진동수는 2
개의 최저차 고유진동수를 제외하고 회전각속도가 

증가함에 따라서 서로 차이가 남을 알 수 있다.

Table 1 In-plane natural frequencies of the annular  
disk with free inner-free outer boundaries


Mode
Order

 = 0 (rad/s)  = 2000 (rad/s)
1-D FE
Model

3-D FE
Model

1-D FE
Model

3-D FE
Model

 (rad/s)  (rad/s)  (rad/s)  (rad/s)

0

1 0 0 0 0
2 7123 7123 8720 8720
3 21700 21700 23318 23317
4 34850 34845 35247 35242

1

1 0 0 2000 B 2000
2 0 0 2000 B 2000
3 8951 8951 8689 B 8689
4 8951 8951 12046 F 12046
5 23573 23572 25332 F 25331
6 23573 23572 25544 B 25544
7 34030 34026 34547 B 34544
8 34030 34026 34992 F 34989

2

1 3019 3019 2335 F 2335
2 3019 3019 5438 B 5438
3 13351 13351 14395 B 14395
4 13351 13351 16014 F 16014
5 28045 28043 30098 F 30094
6 28045 28043 30555 B 30553
7 32851 32847 33784 B 33779
8 32851 32847 34820 F 34817

Fig. 2 In-plane natural frequencies of the annular 
disk with free inner and free outer boundaries 
along the angular velocity
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Fig. 3 In-plane natural frequencies of the annular 
disk with clamped inner and free outer 
boundaries along the angular velocity

Fig. 4 In-plane natural frequencies of the annular 
disk with free inner and clamped outer 
boundaries along the angular velocity

5. 결  론

이 논문에서는 일정한 각속도로 회전하고 있는 

환상 디스크의 면내 고유진동을 정밀하게 해석하기 

위하여 운동방정식을 유한 변형 이론과 가상일의 원

리로부터 유도하였다. 일정한 각속도로 회전하고 있

는 정상상태에서의 환상 디스크의 반경방향 변위는 

1차원 환상 디스크 요소를 사용하여 구축된 정적비

선형 방정식을 사용하여 구해지고, 교란상태에서의 

면내 고유진동은 정상상태에서의 반경방향 변위 및 

정상상태로부터 교란된 변위의 함수로 표현되는 운

동방정식으로부터 절 직경 수에 따르는 1차원 환상 

디스크 유한 요소를 사용하여 구축된 면내 진동방정 

식을 사용하여 해석하였다. 1차원 환상 디스크 유한

요소의 보간 함수로는 환상 디스크의 정적 변형모드

를 사용하였다. 3차원 육면체 20절점 고체요소를 사

용하여 얻어진 고유진동수와 비교하여 제시된 1차원 

유한요소 모델의 수렴성 및 정밀성을 확인할 수 있

었고, 양단 경계가 자유-자유, 고정-자유, 또는 자유-
고정인 환상 디스크의 회전각속도에 따르는 고유진

동수의 변화를 제시된 1차원 유한요소 모델을 사용

하여 해석하고 그 결과를 제시하였다.

후  기

이 논문은 인하대학교의 지원에 의하여 연구되

었음.
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