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Elliptic Numerical Wave Model Solving Modified Mild Slope Equation with

Nonlinear Shoaling and Wave Breaking
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요 지 : 쇄파대 파랑모의의 정확도를 높이기위해 타원형 완경사방정식에 Shuto의 경험식에 근거한 비선형 천수

효과를 도입하였고 쇄파구조를 추가하였다. 천수 실험을 통해 상대수심과 심해 파형경사에 따른 천수계수의 변화

를 확인한 결과 Shuto의 비선형 천수식과 잘 일치하였다. 쇄파실험에서 비선형 천수효과로 인해 선형모형에 비해

상승된 파고 분포를 확인할 수 있었고 실험치와 잘 일치하였다. 쇄파구조는 1/10 경사지형에서는 실험치와 잘 일

치하였지만 1/20 경사지형에서는 과도한 에너지 감쇄를 보여주었다.

핵심용어 : 비선형 천수효과, 쇄파대, 타원형 완경사방정식, 선형모형

Abstract : To improve the accuracy of numerical simulation of wave trans- formation across the surf zone,

nonlinear shoaling effect based on Shuto’s empirical formula and breaking mechanism are induced in the elliptic

modified mild slope equation. The variations of shoaling coefficient with relative depth and deep water wave

steepness are successfully reproduced and show good agreements with Shuto’s formula. Breaking experiments

show larger wave height distributions than linear model due to nonlinear shoaling but breaking mechanism

shows a little bit larger damping in 1/20 beach slope experiment.

Keywords : nonlinear shoaling effect, surf zone, elliptic mild slope equation, linear model

1. 서 론

해안구조물의 올바른 설계, 시공 그리고 유지관리를 위

해서는 불규칙한 지형으로 인한 해안에서의 파랑변형을 정

확히 예측할 수 있어야 한다. Berkhoff(1972)의 완경사방정

식은 선형분산계에서 이러한 파랑변형을 수심에 대한 제약

이 없이 잘 모의할 수 있어 연안역에서의 파랑변형 해석에

광범위하게 적용되어 왔다. Berkhoff는 식의 유도 과정에서

완경사 가정, 즉 ( ≪1( =수평미분연산자, k=파수,

h=수심)을 도입하였고 따라서 ( h)
2
과 

2
h에 비례하는 이

차 저면효과는 무시되었다. Booij(1983)는 단일경사 지형에

서의 파향 전파에 따른 반사계수를 계산하여 완경사방정식

의 한계를 검토하였는데, 약 1:3의 저면경사에서도 충분히

정확한 것으로 판단하였다.

이후 유도과정에서 무시되었던 이차 저면효과를 고려함

으로써 급한 경사나 물결 형상의 지형과 같은 급변 지형에

서도 정확도를 유지할 수 있는 수정완경사방정식에 대한 연

구가 시작되었고 Massel(1993)과 Chamberlain and Porter

(1995)는 Galerkineigenfunction 기법을 사용하여 타원형의

수정완경사방정식을 발표하였다. 그리고 Suh et al.(1997)은

Green의 둘째 등식과 Lagrange 공식을 사용하여 불규칙파

에 대한 두 개의 쌍곡형 식을 제안하였다. 이상의 식들은

서로 다른 과정을 거쳐 유도되었지만 결국은 동일한 형태

의 식, 즉 수정완경사방정식으로 표현된다.

타원형 편미분방정식으로 표현되는 완경사방정식을 해석

하기 위해, 유한요소법 또는 유한차분법을 사용하는 여러

가지 수치모형이 개발되었다. 유한요소법을 사용할 경우 요

소의 크기 및 배열이 비교적 자유로워 국부적으로 보다 정

h∇ kh⁄ ∇

∇ ∇
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교한 해를 얻을 수 있는데 비해 유한차분기법의 경우 그 적

용이 단순하여 운용의 편리함이 장점이다(Houston, 1981).

하지만 이들 모형을 사용하여 어느 정도 합리적인 결과를

얻기 위해서는 한 파장당 최소 10개 정도의 격자 분할이 필

요하므로, 해석 대상 해역이 광역이면 기억용량과 연산시

간이 과도하게 커지는 단점이 있다.

Radder(1979)는 포물형 근사를 도입함으로써 이러한 문

제를 해결하였고, 포물형 모형은 현재도 광역 파랑모형으

로 널리 쓰이고 있다. 하지만 파랑 진행 방향으로의 반사

와 회절을 고려할 수 없고 파랑의 주 진행 방향이 고정되

어야 하는 단점이 있어 항내에서의 파랑 등을 제대로 모의

할 수 없는 제한이 있다.

또 다른 시도는 완경사방정식을 시간의존 형태의 쌍곡형

방정식으로 변환하여 해석하는 것으로서(Copeland, 1985)

지배방정식은 한 쌍의 일계 편미분방정식으로 표현된다.

Dong and Al-Mashouk(1989)은 타원형 모형과 쌍곡형 모

형의 비교연구를 행하였는데 두 모형의 효율성은 거의 비

슷한 것으로 나타났다. 두 모형의 파장당 최소 격자 분할

은 비슷하게 요구되었고, 쌍곡형 모형의 경우 정상상태에

도달하기 위한 시간이 과도하게 커지는 경우가 가끔 발생

하였다.

Panchang et al.(1991)과 Zhao and Anastasiou(1996)는

원래의 타원형방정식을 사용함으로써 식에 내재된 물리적

성질을 그대로 보존하면서 광역에도 적용 가능한 수치모형

들을 발표하였다. 이들 모형의 특성은 완경사방정식을 차

분화하여 생성되는 연립방정식을 푸는 과정에서 수학자들

에 의해 최근 개발된 강력한 반복기법들을 적용함으로써 기

억용량의 제약을 피하고 아울러 연산의 효율성을 제고한 것

이다. Oliveira and Anastasiou(1998)는 BiCGSTAB와 GMRES

기법을 활용하여 완경사방정식을 해석하였고 윤종태(2004)

는 GCGM을 이용하여 타원형 수정완경사방정식의 해를 구

하였다.

완경사방정식은 최근까지도 다양한 연구에 수단 및 목적

으로 이용되고 실제 설계 업무에도 널리 사용되고 있다. 하

지만 비선형성이 강해지는 쇄파대 근처에서는 선형모형의

한계로 인해 정확도가 떨어지는 경우가 생기는데 보다 정

확한 결과를 원할 경우엔 Boussinesq 모형과 같은 비선형

모형을 따로 사용하기도 한다. 본 연구에서는 쇄파대 근처

에서 파랑 모의의 정확도를 높이기 위해 Shuto(1974)의 비

선형 천수방정식을 이용하여 기존의 선형 천수구조를 대신

하였다. 또한 쇄파구조를 추가하였는데 Dally et al.(1985)

의 식을 사용하였고 수치실험결과 선형 모형에 비해 계측

치와 보다 일치하는 양호한 결과를 확인하였다.

2. 지배방정식

Massel(1993)의 수정완경사방정식에 에너지 감쇄항을 추

가한 식은 다음과 같다.

(1)

여기서 Φ는 정상상태의 평균해수면상의 속도포텐셜, σ

는 각주파수, C는 파속, Cg는 군속도 그리고 W는 감쇄함

수이다. 2차 저면효과를 결정하는 계수 R
1
과 R

2
는 다음과

같다.

(2)

(3)

Wi, Ui 그리고 Ii에 대한 정확한 표현은 Massel의 논문에

서 나타난 W
1
과 W

2
에 대한 오류를 수정한 Suh et al.(1997)

의 논문에 정리되어 있다. 파수 k는 분산관계식에서 결정

된다.

(4)

감쇄항을 제외한 식 (1)은 Chamberlain and Porter(1995)

의 식과 동일하고 2차 저면효과를 무시하면 Berkhoff(1972)

의 완경사방정식이 된다.

식 (1)을 Helmholtz 형태로 변환하면 다음과 같다.

(5)

여기서

(6)

(7)

3. 비선형 천수 및 쇄파구조

쇄파대에서의 파랑변형을 위한 정상상태의 에너지방정식

은 다음과 같다.

(8)

∇ CCg∇Φ( )⋅ σ
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C
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여기서 E는 단위 면적당의 파랑에너지이고 W는 에너지

감쇄 함수로서 변화를 유발하는 현상의 물리적 구조에 따

라 결정된다.

쇄파구조는 Dally et al.(1985)의 식을 사용하였고 이 경

우 감쇄함수 W=Wb는 다음과 같다.

(9)

(10)

여기서 H는 파고이고 χ, Γ는 실험에서 결정되는 파라메

타로서 본 연구에서는 Γ=0.14, χ=0.11을 사용하였다.

파랑은 수심이 감소함에 따라 천수현상에 의해 파고가 증

가하게 되고 최종적으로 쇄파가 일어나게 된다. 하지만 선

형 천수에 따른 파고변화는 쇄파점에서의 파고를 통상 과

소평가 하게 되어 쇄파대 파랑모의의 정확도를 떨어뜨리게

된다. 유한진폭파 이론들의 경우 이러한 비선형 천수계수

를 계산할 수 있지만 그 모의구조를 완경사방정식에 직접

적으로 연계하는 것은 아직 용이하지 않다. 그 대안으로

Tsai et al.(2001)은 Shuto(1974)의 경험적 비선형 천수방정

식을 쌍곡형 모형에 적용하여 이러한 문제를 해결하였다.

본 연구에서도 Shuto의 식에 근거한 비선형 천수계수를 유

도하여 타원형 모형에 적용하고자 한다.

Shuto(1974)의 비선형 천수방정식은 다음과 같다.

           , Ur≤ 30  

              , 30≤ Ur≤ 50

  , 50≤ Ur (11)

 

여기서, Ur=gHT
2
/h

2
이며 T는 주기, H는 수심 h에서의 파

고, H
0
는 심해 파고이며 은 다음과 같다.

(12)

비선형 천수효과는 감쇄함수를 통해 에너지식과 연계되

고 이 경우 감쇄함수 W=Ws와 에너지 식은 다음과 같다.

(13)

(14)

식 (14)에 d/dx = (dh/dx)d/dh = −tanβd/dh와 Cg=nC를 적

용하면 fs는 다음과 같다.

(15)

분산관계식과 E=ρgH
2
/8을 이용하면 식 (15)의 우변 두

항은 다음 식과 같이 표현된다.

(16)

(17)

여기서 k
0
는 심해에서의 파수이다. 식 (15) 우변의 세 번

째 항은 dE/dh에 Shuto의 식을 적용함으로써 다음과 같

이 유도된다.

     , Ur≤ 30  

               , 30≤ Ur≤ 50

  , 50≤ Ur (18)

식 (16), (17), (18) 로부터 fs는 다음과 같이 표현된다.

(19)

                     , Ur≤ 30

             , 30≤ Ur≤ 50

 , 50≤ Ur (20)

여기서

, (21)

4. 수치기법

식 (5)를 유한차분하면 다음과 같은 연립방정식이 얻어

진다.

(22)

여기서 [A]는 계수행렬, {φ}는 미지벡터 그리고 {f}는 경

Wb Cg fb=

 fb
χ

h
--- 1

Γ
2
h
2

H
2

-----------–⎝ ⎠
⎛ ⎞=

H

H
0

------ 1

2n
------

1

tanhkh
----------------=

Hh
2 7⁄

const.=

Hh
5 2⁄

Ur 2 3–( ) const.=

n
1

2
--- 1

2kh

sinh2kh
-------------------+⎝ ⎠

⎛ ⎞=

Ws nfs=

d

dx
----- ECg( ) nfsE–=

 fs
dC

dh
------- C

n
----

dn

dh
------

C

E
----

dE

dh
------+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ tanβ=

dC

dh
------- 2n 1–

2n
--------------

C

h
----=

C

n
----

dn

dh
------

4 k
0

h k
2

k
0

2
+( )–[ ]

4n
2
sinh

2
kh

---------------------------------------=

C

E
----

dE

dh
------

dC

dh
-------–

C

n
----

dn

dh
------–=

C

E
----

dE

dh
------

4

7
---

C

h
----–=

C

E
----

dE

dh
------

2C

h
-------

1.5 Ur 5 3–

1.5 Ur 2 3–
--------------------------------–=

 fs αstanβ
c

h
---=

αs 0=

αs

4

7
--- m

1
m

2
+ +=

αs

3 Ur 10 3–

1.5 Ur 2 3–
-------------------------------- m

1
m

2
+ +=

m
1

2n 1–

2n
--------------= m

2

k
0
h h

2
– k

2
k
0

2
+( )

4n
2
sinh

2
kh

------------------------------------=

A[ ] φ{ } f{ }=



42 윤 종 태

계조건의 차분화로부터 생기는 계수벡터이다. 연립방정식

의 해법으로는 연산의 효율성과 안정성이 가장 뛰어난(윤

·박, 2006) GCGM을 사용하였고 연산 알고리즘은 다음과

같다.

1. Compute r
0
= f − Aφ

0
, p

0
= r

0

2. For j = 0,1,2, ... until convergence do 

3. αj = (rj, Arj)/(Apj, Apj)

4. φj+1
= φj + αj pj

5. rj+1
= rj− αj Apj

6. βj = (rj+1
, Arj+1

)/(rj, Arj)

7. pj+1
= rj+1

+ βj pj

8. Compute Apj+1
= Arj+1

+ βj Apj

9. End do 

하단경계(downwave boundary)에서는 파의 부절절한 반

사를 억제하기 위해 스폰지 경계층(윤박, 2006)을 적용하였

다. 천수와 쇄파로 인한 감쇄계수는 쇄파의 시작점에서 계

수값의 급격한 변화가 일어나고 이로 인해 부적절한 수치

진동이 발생하므로 쇄파의 시작점을 주위로 선형적 변화를

부여하여 수치적 안정성을 도모하였다(Fig. 1).

감쇄계수가 상수가 아닌 파고의 함수이므로 반복계산을

수행하였다. 즉 감쇄계수가 없는 선형해를 먼저 구한 다음

계산된 파고를 이용해 감쇄계수를 결정하고 새로운 감쇄계

수에 따른 해를 다시 구하는 과정을 수렴할 때까지 반복한

다. 연산시간 및 반복횟수는 지형 및 격자수에 따라 달라

지겠지만 본 연구에서는 비선형 반복 횟수가 비선형 반복

당 연립방정식의 해를 구하기 위한 반복 횟수보다 한 오더

(order)정도 작게 나타났다.

5. 수치실험 및 결과

5.1 천수실험

파랑이 외해에서 육지로 전파해오며 수심이 얕아지면 파

고가 커지면서 파랑의 비선형성이 중요하게 된다. 파고의

증가로 나타나는 이러한 천수효과는 상대수심과 파형경사

의 함수로서 비선형 파랑변형의 하나이다. 

모형의 검증을 위해 Fig. 2와 같은 일정 경사 지형에서

경사 1/30에 대해 심해 파형경사에 따른 파랑변형을 모의

하였다. 결과는 Shuto의 실험식과 선형모형의 결과와 함께

Fig. 3에 도시하였다. 본 모형의 결과는 Shuto 식을 잘 재

현하고 있음을 확인할 수 있고 천수계수 H/H
0
가 상대수심

h/L
0 
만이 아니라 심해파형경사 H

0
/L

0
의 함수임을 잘 보여

주고 있다. 이에 비해 선형모형은 상대수심에 따른 변화만

보여주고 있고 그 변화도 수심이 작아질수록 비선형 모형

의 결과와 큰 차이를 보인다.

5.2 쇄파실험

경사 1/10, 1/20의 일정경사 지형에 대해 쇄파대의 파랑

변형을 모의하였다. 1/10 경사의 경우 Tsai et al.(1995)의

실험치와 비교하였고, 1/20 경사의 경우 Nagayama (1983)

의 실험치와 비교하였다. 실험조건은 Table 1과 같다.

또한 모든 경우에 대해 완경사방정식을 사용한 Watanabe

and Dibajnia(1988)의 선형모형의 결과도 함께 도시하였다

(Fig. 4, 5). 결과를 보면 본 모형의 경우 쇄파 직전까지의

파고 값은 선형모형에 비해 실험치와 보다 잘 일치하고 있

음을 볼 수 있다. 이는 새롭게 도입한 비선형 천수효과로

인해 에너지의 변화율이 쇄파직전까지 계속 증가하여 선형

모형에 비해 추가적 파고의 증가를 일으키기 때문이다. 쇄

파점 이후의 파고변화는 경사 1/10의 경우 실험치와 잘 일

치하고 있지만 경사 1/20의 경우 계측치에 비해 작은 값을

보여 과도한 에너지 감쇄를 보여주고 있다. 비선형 천수효

과는 쇄파가 시작되면 그 기능을 정지하므로 이는 오로지

쇄파구조에 기인한 현상이다. Dally et al.(1985)의 쇄파구

조는 수심과 파고에만 의존하는 비교적 단순한 모형으로서

후속연구를 통해 여러 가지 쇄파모형의 적용 가능성을 검

토하고자 한다.

Fig. 1. Schematic distribution of energy dissipation by nonlin-

ear shoaling and wave breaking. 

Fig. 2. The computational domain.
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6. 결 론

비선형성이 강해지는 쇄파대에서 파랑모의의 정확도를 높

이기위해 타원형 수정 완경사방정식에 Shuto의 경험식에 근

거한 비선형 천수효과를 도입하였고 쇄파구조를 추가하였

Fig. 3. Shoaling coefficient for (a) H
0
/L

0
= 0.001, (b) H

0
/L

0
=0.002, (c) H

0
/L

0
=0.005, (d) H

0
/L

0
=0.01, (e) H

0
/L

0
=0.02.

Table 1. Specification of experiment

Slope H
0
 (cm) T (sec)

1/10 11.04 1.205

1/20 6.00 1.190

Fig. 4. Wave deformation across the surf zone(slope 1/10).

Fig. 5. Wave deformation across the surf zone(1/20).
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다. 천수실험에서 본 모형의 경우 상대수심과 심해 파형경

사에 따른 천수계수의 변화가 잘 모의되었음에 비해, 선형

모형의 경우 파형경사에 따른 변화를 모의할 수 없었고 상

대수심에 따른 변화도 수심이 작아질수록 비선형 모형의 결

과와 큰 차이를 보였다.

일정경사 지형에서의 쇄파 실험에서 본 모형의 경우 비

선형 천수효과로 인해 에너지의 변화율이 쇄파직전까지 계

속 증가하여 쇄파점에서 보다 큰 파고를 생성하였고 선형

모형에 비해 실험치와 보다 양호한 일치를 보여주었다. 쇄

파점 이후의 파고변화는 경사 1/10의 경우 실험치와 잘 일

치하였지만 경사 1/20의 경우 계측치에 비해 과도한 파고

감소를 보여주었다. 이는 사용한 쇄파구조의 한계에 기인

한 것으로서 추가 연구를 통해 보완하고자 한다.
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