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기울기 벡터의 직교 정사형을 사용한 CMA 등화기에 
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블라인드 채널 등화기의 일종인 g방식의 수렴 속도는 일반적을 훈련열을 바탕으로 한 방법에 비해서 느린 경향이 있다. 

또 그 수렴 속도는 정해진 스텝사이즈에 따라 정해진다. 본 논문은 기존 고정 스텝사이즈 CMA 알고리즘의 수렴 속도를 

개선하기 위한 직교 정사형 망각인자를 도입하여 수렴성능이 개선된 새로운 알고리즘을 제안한다.

핵심용어: 채널 등화기, 고속수렴, 블라인드 등화기

투고분야: 음향 통신 기술 분야 (6.3)

CMA (Constant Modulus Algorithm) is one of the famous algorithms in blind channel equalization. Generally, CMA 

converges slowly and the speed of convergence is dependent on a step-size in the CMA procedure. Many researches 

have tried to speed up the convergence speed by applying a variable step-size to CMA. In this paper, we propose 

a new CMA algorithm with improved convergence performance. The improvement comes from an orthogonal projection 

of an average error gradient. We show the improvement in simulation results.

Keywords： Channel Equalization, High Speed Convergence, Blind Equalization

ASK subject classification： Acoustic Communication (6.3)

L 서론

순간 기울기를 이용한 알고리즘을 이용한 블라인드 채 

널 등화기법 중에서 CMA (Constant Modulus Algorithm) 

은 여러 응용에서 성공적으로 응용되고 있는 기법이다. 

Ct曲는 LMS (Least Mean Square)와 같이 계산량이 적 

고 적용 범위가 넓은 채널 등화 알고리즘으로도 유명하 

다. CMA는 LMS와 마찬가지로 순간 기울기에 스텝 사이 

즈를 곱한 만큼 갱신되는 형태를 취한다. 이 때 갱신에 

사용되는 스텝사이즈는 알고리즘의 수렴 속도를 좌우하 

게 된다. 그러나 일반적으로 CM仏류의 알고리즘들은 

LMS류와 같이 고정된 스텝 사이즈 값을 쓰고 또 알고리 

즘의 수렴 속도도 느린 알고리즘으로 분류된다 [1],

책임저자: 임 준 석 (jslim@sejong.ac.kr) 

서울시 광진구 군자동 98 세종대학교 전자공학과 

(전호卜: 02-3408-3299； 팩스: 3408-3329)

LMS 연구자들은 이런 느린 수렴 속도 개선하기 위한 

여러 가지 연구를 수행하였다. 그 중에 하나가 선형 여파 

기울기 적응 (FGA, linearly filtered gradient adaptive) 

알고리즘이다. 이 알고리즘은 Proakis에 의해서 처음 소 

개되었다 [2][3], 이 알고리즘은 지수함수적으로 가중된 

최소 자승 오차로부터 새롭게 유도되었는데, 이 방법에 

서는 적응 필터의 갱신 벡터가 이전 갱신 벡터와 현재 

기울기 벡터로부터 얻을 수 있었다. 이 방법은 수렴 속도 

를 많이 개선하였으나 계산량이 늘어나는 부담이 있었 

다. 이 외에도 목적함수의 스텝사이즈에 대한 기울기를 

이용하여 매 시간 스텝 사이즈를 조절하는 알고리즘도 

제안되었다. 이런 알고리즘도 앞서의 알고리즘들과 마찬 

가지로 계산이 본래 CMA에 비해서 상당히 증가하여, 간 

단한 알고리즘으로써의 CM仏의 이점이 적어지는 단점을 

가지고 있다 [4][5]. 이에 대해서 Lim은 스텝사이즈를 고 

정 하고, 오차의 평균을 취하는데 쓰이는 망각인자를 매 

시각마다 최적화하는 방법을 사용하는 FGA를 직교 기울 
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기 적응 (OGA, orthogonal gradient adaptive)필터라고 

이름 붙여 제안하였고, 이 방법을 LM冬에 적용하였을 때 

종전보다 수렴성이 향상됨을 보였다 [6],

본 논문에서는 Um이 제안한 *A를 적용한 수렴성이 

향상된 CMA 알고리즘을 제안한다. 이를 위해서 통상적 

인 CMA 알고리즘의 목적함수를 변형하였고, 이 변형된 

목적함수로부터 LPg와 유사한 형태의 CMA 알고리즘을 

얻었다. 이 변형된 알고리즘에 OGA를 적용하여 수렴 성 

능 향상을 꾀하였다. 그리고 시뮬레이션을 통해서 그 성 

능을 기존의 통상적인 CMA와 비교한다.

II. Constant Modulus Algorithm

블라인드 등화기 중 하나인 CMA는 다음과 같은 목적 

함수를 최소화하는 계수 벡터를 구해서 이를 등화기의 

계수 벡터로 삼는 방법이다.

J, = (w"(〃)x(〃)x” (")«"(〃)-&)2. ⑴

식 ⑴의 기울기를 구하면 아래와 같다.

-의： = 2(w" (〃)x(〃)x" (n)w(n) - R2 )x(〃)x" (n)w(w)

湖 / 、 (2)
= 2x(，圳贝汇『-R2)y\n)

여 기서 xr (») = \x(n),x(n -1),• • •,x(w - Af +1)] 또 y(n) = 

”^-1)x(〃) 이다. 위 식 ⑵를 사용하여 등화기 벡터의 

갱신식을 구하면 아래 식 ⑶을 얻을 수 있다.

w(〃 + 1) = w(n) - p. ~ = w(n) -，"x(〃)侦醐2 _ & p (”)

⑶

서론에서 언급한 것과 같이 갱신식의 갱신 정도는 스텝 

사이즈로 조절된다.

III. 기울기 벡터의 직교 정사형을 사용한 

CMA

일반적으로 식 ⑶과 같은 형태의 갱신 식을 취하는 알 

고리즘의 수렴 성능을 향상 시키기 위해서는 식 ⑶의 고 

정 스텝 사이즈를 상황에 따라 변동하는 가변 스텝사이즈 

로 바꾸는 시도를 많이 한다. 본 장에서는 스텝 사이즈를 

직접 조절하는 대신 오차의 평균을 내는 유효 창함수의 

길이를 의미하는 망각 인자의 값을 조절하는 방법을 사용 

한다 조절 방법은 평균 오차의 기울기가 이전 평균 오차 

의 기울기와 항상 직교를 유지 하도록 조정한다. 이런 가 

변 망각인자를 도입하여 단일 스텝사이즈의 수렴 성능을 

개선하도록 한다.

3.1. 변형된 목적 함수

식 ⑴과 같은 목적함수를 다시 쓰면 식 ⑷와 같이 된다

위와 같은 목적함수를 아래와 같이 변형하면 축차형으 

로 표현할 수 있다.

•©) = ；支所(网)1 一&)2 =4侦£시*'3에
L f=o Z z=o 、

, 1 ⑸
+ -(I川)『_ " = -1) + -e(»)2

2 2

3.2. 기울기 벡터의 직교 정사헝을 사용한 

가변 망각인자

위 식 ⑸처럼 근사화된 목적함수를 등화기 계수 벡터 

로 미분하면 다음과 같은 축차 방정식을 얻을 수 있다. 

이 방정식으로부터 일종의 이동 평균값을 구하는 효과를 

얻을 수 있다 그 의미는 각 순간의 평균 오차 평면의 기울 

기를 구하는 것과 같다.

p(〃)= -^^ = /l"p(〃T) + g("). (6)
OW

위 식 ⑹에서 g(〃) = x(〃)y*(n)(|y(〃)|2-R)oKk 식 ⑹ 

의 p(n)이 이전의 p(nT)과 직교인 관계를 늘 유지하여 

Lim。] 제안한 OGA가 되도록 하면 아래와 깉은 식이 만족 

된다 [6].

时(")p(”-1) = 2„pw(n -l)p(ti T) + g"(，z)p(“-1) = 0.⑺

위 식 ⑺을 망각인자에 대해서 풀면 다음과 같은 가변 

망각인자를 얻을 수 있다.
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샤 = 一 g%)P(" T)/P% T)P(聲 —1) 

" g V끼p(，s l)/||p3 T)『 .
⑻

위에 사용한 계산법이 벡터간 직교 정사형을 구하는 

것과 유사하여 본 절의 망각인자를 직교 정사형 망각인자 

라고 하기로 한다.

3.3. 기울기 벡터의 직교 정사형을 사용한 CMA
위 식 ⑹과 식 ⑻을 이용하여 식 ⑶을 다시 쓰면 아래 

와 같이 된다.

W("+1) = W(”)+ 〃*^ = W(71) + £P(") (9)
3w '

여기서 P(n) = ^p(n-l) + g(n)t 이고 g(n) = x(n)y'(n) 

(D (씨2_&)*, 이고 人 =-gm)p(〃T)/||p (〃-에2 이다.

3.4. 기울기 벡터의 직교 정사형을 사용한 CMA의 

수렴성 해석

식 ⑼를 이용하여 제안된 알고리즘의 수렴성을 알아본 

다. 이를 위해서 아래와 같이 식 ⑼에 Z변환을 취하면, 

이고 이는 다음과 같이 간단히 정리된다.

W(2) = ((Z - l)(z -伽 + 函'~^-b . (14)
(Z-1)

위 식에 최종값 정리를 적용하면 제안된 알고리즘이 

최종으로 수렴되는 값을 알아볼 수 있다.

limwW = lim(z-l)W(Z) = R-b (15)
z->i

로 수렴한扌.

식 (15)로부터 제안된 알고리즘이 최적해에 수렴할 수 

있음을 알 수 있다. 또 식 (14)의 안정성을 위한 조건을 

도출을 하면서 최적 스텝사이즈의 범위를 얻을 수 있다. 

안정성 보장을 위해서 다음과 같은 조건이 만족되어야 

한다. 즉 圆 < 1 이고 det((z -l)(z ")1 + 缶R) = 0 의 근이 

단위원의 내부에 존재해야 한다. 이 조건에 맞는 근을 구 

한다면 다음 식 (16)을 풀어야 한다.

det((z - l)(z - /?)! + /jzR) = H(z2 +& -(" + l))z + fi) 

w (16)

zW(z) = W(z) + 〃P(z), (10)

이 된다. 또 P(幻 = ”P(SD + g(幻 에도 z변환 하면,

여기서 人는 R 의 i번째 고유값을 의미한다. 식 (16)에 

포함된 각 개별 식의 근은 다음과 같다.

P(k) = Pz-'P(k) + G(k)
=+ Z{硏 x(d - x「w(幻)}

= fiz'P(k) + -으f — RW(z).

1 — Z

이 된다. 여기서 "는 식⑻이나 식 ⑼에 사용되는 망각 

인자의 평균값 차 이라고 가정한다. 식 (11)을 정리하면 

다음과 같이 식 (12)를 얻을 수 있다.

典二王二坚也즤 (12)
(z-")(z-l) - '시

식 (12)을 식 (10)에 대입하면 다음과 같다.

zW(z) = W(z) +
/zz2b /eRW(z) 

石二而 J) 一 "有—. (13)

-(“& - (" +1)) 土 J(/久一("+1" - 4" ⑰

2

이다.

위 근들 중 큰 근 G 인 관계에서,

- (卢- (少 + D) +、/(，"& -(" +1))' - 이3 < ] (]8)

이다.

~T W十必-p-\ (19)

또 작은 근 2-1 에서

(20)
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모든 고유치에 대해서 위 식 (⑼과 식 (20)를 동시에 

만족하는 조건을 구하면 다음과 같다.

0 "爲 M 2 + 2/? 이다. 이 조건을 만족하는 스텝 사이 

즈를 구하면,

0<a<1±M (21)

이다.

여기서 爲은 가장 값이 큰 고유치이다.

위 관계식은 다음과 같은 관계를 갖는 g알고리즘의 

스텝사이즈와 비교할 수 있다.

2
0 -如MS - 丁 . (21)

식 (20)와 식 ⑵)을 비교하면 제안한 알고리즘이

보다 더 큰 값을 스텝 사이즈로 사용할 수 있음을 알 수 

있다.

일반적으로 LW류의 알고리즘의 수렴 곡선의 근사 시 

상수 t 와 step size 卢 와는 다음과 같은 관계를 갖는다는 

것이 알려져 있다 W.

次丄 (22)
A .

위 관계로부터 아래와 같은 시상수 간의 크기 관계를 

구할 수 있다.

^propose = 2 +膈 < 'iMS =寸. (23)

본 논문에서 제안한 알고리즘의 수렴 성능이 보통 

인 LMS보다는 빠른 수렴이 가능하다는 것을 알 수 

있다.

IV. 시뮬레이션

본 절에서는 위에서 제안한 직교 정사형 망각인자를 

적용한 CMA에 대한 성능을 시뮬레이션을 통하여 검증하 

려고 그림 1과 같은 통신 환경을 가정한다.

그림 1. 시뮬레이션 환경

Fig. 1. Simulation Configuration.

4.1. 설정된 시뮬레이션 환경

시뮬레이션을 위해서 아래와 두 채널들을 시용하였다 

첫 번째 채널은 식 (24)과 같은 채널이고 [7],

C(z) = 1 + 0.5z-1 + 0.25/ + 0.125『. (24)

또 다른 하나는 식 (25)과 같은 채널로써 소위 '디지털 

전화 채널'이라고 불리는 채널이다 [8],

C(z) = 0.005 + 0.009z-1 - 0.024『+ 0.854/ - 0.218z",

+ 0.04U-0.016疽-O.Olb -
(25)

그 외에 CMA 알고리즘을 전체적으로 살펴본 논문인 

[9]에 소개된 여러 채널 중 아래 두 채널을 선택하여 위 

두 채널과 길이가 다른 채널의 예로 삼았다.

C(z) = -0.0901 + 0.71705z^. (26)

C(z) = l + 0.2z-' -0.2z^_ (27)

여러 채널 성능의 비교를 위해서 통산적인 C雄와 제 

안된 CMA를 같은 채널을 통과한 수신 신호를 가지고 수 

렴성과 수렴 후 성상도로 비교하였다. 등화기 각각의 길 

이는 35로 동일하고, 신호대 잡음비는 30 dB로 그리고 

고정 스텝 사이즈는 두 알고리즘 공히 0.0。。5로 하였다.

4.2. 시뮬레이션 결과

4.1 과 같이 설정된 식 (24)의 채널 환경하에서 실험한 

결고!들은 그림 2와 그림 3에 각각 도시 하였디■. 그림 2의 

(a)는 본 신호의 성상도이고, (b)는 채널을 통과하고 수신 

된 신호의 성상도이다. (c)는 고정 스텝 사이즈를 사용한 

CSA로 등화한 결과 신호의 성상도이며,(①는 가변 스텝 

사이즈 CMA의 등화 결과이다. 이 결과를 보면 제안된 

알고리즘의 결과가 상대적으로 성상도 분포가 우수함을 

알 수 있다 이 런 성상도 상의 X함은 성상도를 그리는
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(c) 등화 후 성상도 (d) 등화 후 성상도
(통상적인 CMA) (제안된 알고리즘

그림 2. 성상도를 통한 등화기 성능 비교 (식 (24)에서)

Fig. 2. Comparison of Received Signal Constellation with 
the channel in (24).

그림 4. 성상도를 통한 등화기 성능 비교 식 (29에서)

Fig. 4. Comparison of Received Signal Constellation with 
the channel in (25).
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그림 3. 수렴 곡선을 이용한 성능 비교 (식 (24)에서)

Fig. 3. Comparison of Convergence Performance with the 
chai기i이 in (24).

시작 시간이 모두 다 2000 스텝부터 똑같이 시작하여 마 

지막 스텝까지 겹쳐 그리도록 한 결과로써 제안된 알고리 

즘이 시작 시점에 이미 상대적으로 수렴이 빨리 잘 되었 

고, 일반적인 알고리즘은 아직 충분히 수렴하지 못한 시 

점부터 성상도를 그린 결과라고 할 수 있다. 이는 시간에 

따라 수렴되는 성능을 서로 비교한 결과를 도시한 그림 

3으로 확인 할 수 있다. 그림 3의 두 곡선을 보면 스텝 

사이즈가 둘 다 동일함에도 불구하고 제안된 알고리즘이 

더 빠른 수렴을 하면서도 더 작은 오차로 수렴함을 알 

수 있다. 이 결과는 그림 2의 결과를 뒷받침하는 결과라 

고 할 수 있다. 또 식 (25)의 채널 환경하에서 실험한 결과 

들도 그림 4와 그림 5에 각각 도시하였다. 이 채널의 결과 

도 위의 식 (24) 채널의 결과와 대동소이 하게 제안된 알 

고리즘이 상대적으로 빠른 수렴을 함을 보이고 있다. 마 

찬가지로 식 (26)과 식 (27)의 채널 환경하에서 실험한 

결과들도 그림 6과 그림 7 및 그림 8과 그림 9에 각각 

실었다. 이 결과도 위에 언급한 다른 채널의 결과와 비슷 

한 경향을 보였다.

0 5000 10000 15000
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그림 5. 수렴 곡선을 이용한 성능 비교식 (25)에서)

Fig. 5. Comparison of Convergence Performance with the 
chann이 in (25).

(c) 등화 후 성상도 (d) 등화 후 성상도
(통상적인 CMA) 쩌I안된 알고리즘)

그림 6. 성상도를 통한 등화기 성능 비교 (식 (26)에서)

Fig. 6. C이npa「is아1 of Received Signal Constellation with 
the channel in (26).
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정 스텝사이즈 CMA 알고리즘의 수렴 속도를 개선하기 

위한 직교 정사형 망각인자를 도입하여 수렴성능이 개선 

된 새로운 알고리즘을 제안하였고, 이 성능이 기존의 고 

정 스템 사이즈를 사용하는 것에 비해서 향상되는 것을 

시뮬레이션을 통해서 보였다.

0 5000 10000 15000
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그림 7. 수렴 곡선을 이용한 성능 비교 (식 (26)에서)

Fig. 7. Comparison of Convergence Performance with the 
chann이 in (26).

(c) 등화 후 성상도 
(통상적인 CMA)

(d) 등화 후 성상도 
제안된 알고리즘)

그림 8. 성상도를 통한 등화기 성능 비교 (식 (27)에서)

Fig. 8. Comparison of Received Signal Constellation with 
the channel in (27).
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Fig. 9. Comparison of Convergence Performance with the 

channel in (27).

V. 결 론

본 논문은 기존 고정 스텝사이즈 CMA 알고리즘의 수 

렴 속도를 개선하기 위한 직교 정사형 망각인자를 도입하 

여 수렴성능이 개선된 새로운 알고리즘을 제안하였다. 

블라인드 채널 등화기에 많이 쓰이는 CMA방식의 수렴 

속도는 일반적으로 느린 경향이 있다. 또 그 수렴 속도는 

정해진 스텝사이즈에 따라 정해진다. 본 논문은 기존 고

저자 약력
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