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ABSTRACT

In this paper the vibrational behavior of a multi-packet blade system having a cracked blade is 
investigated. Each blade is assumed as a slender cantilever beam. The coupling stiffness effect that 
originates from either disc flexibility or shroud is considered in the modeling. Hybrid deformation 
variables are employed to derive the equations of motion. The flexibility due to crack, which is 
assumed to be open during the vibration, is calculated basing on a fracture mechanics theory. In the 
paper, the results of the change in modal parameters due to crack appearance are presented. The 
influence of the crack parameters, especially of the changing location of the crack is examined.

* 
1. 서  론

회전하는 주기적 순환 구조물의 형태를 가진 공

학적 예제는 터빈 블레이드, 항공기 회전익, 터보엔

진의 홴 등이 있다. 이러한 순환 구조물들은 디스크

에 고정단을 갖는 외팔보 형태의 블레이드들로 구

성되며 디스크와 측 판의 쉬라우드의 강성으로 인

하여 블레이드간 연성효과를 야기한다. 이 중 터빈 

블레이드나 항공기 회전익과 같이 회전하는 외팔보 

형태의 구조물의 경우 결함에 따라 진동특성이 변

화하게 된다. 이것은 보가 크랙과 같은 결함을 가질 

경우 크랙이 존재하는 위치에서 추가적으로 발생하

는 변형에너지에 의한 영향 때문이다. 이는 크랙이 

없는 단일 블레이드의 동적 특성과 달라지며 블레

이드간의 연성효과와 크랙으로 인해 고유진동특성
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의 변화로 연계된다. 따라서 이러한 순환 구조 시스

템의 적절한 설계를 위해선 그 동적 특성을 정확히 

예측할 수 있는 해석방법이 요구된다. 
회전하는 구조물의 굽힘 진동 해석 방법은 Sou- 

thwell과 Gough(1)가 Rayleigh Energy 평형이론에 근

거하여 보의 회전에 따른 고유진동수의 변화를 예측

하는 방법을 발표한 이래로 많은 연구가 수행 되어

왔다. 한편 크랙을 가진 구조물의 동적 응답에 관한 

연구는 Bock(3)에 의한 콘크리트 구조 요소의 굽힘 

변형에 대해 시작되어 수많은 연구자들에 의해서 수

행 되어 오고 있다. 그 중에서도 크랙을 가지는 보 

형태의 구조물의 해석은 Euler-Bernoulli 및 Timo-
shenko 보 이론을 중심으로 적용되어 크랙이 전체 

구조물의 동특성에 미치는 영향에 대한 연구가 주

로 이루어져 왔다. 특히 Shen(4) 등은 하나의 크랙에 

의한 고유진동수의 변화를 예측하였고, Chati(5) 등은 

진동 시 크랙의 개폐현상에 의한 비선형 효과의 영

향을 제시하였다. 또한 Chondros(6) 등은 크랙을 가

지는 보의 연속체 이론을 제시하고 그에 따른 여러 

형태의 보에 관한 진동해석을 수행하였다. Yoon(7) 
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Fig. 1 Configuration of an idealized packet

등은 크랙이 존재하는 경우 회전 외팔보의 동적특

성에 관한 영향을 연구하였다.
이 논문에서는 블레이드를 외팔보로, 디스크 혹은 

측판의 연성효과를 스프링으로 가정하였으며 외팔

보에 존재하는 크랙의 깊이와 위치를 고려한 패킷 

블레이드 시스템의 운동방정식을 유도하였다. 이 연

구는 참고문헌 (8)에 제시된 굽힘진동 해석에 관한 

모델링을 토대로 크랙의 깊이와 위치변화에 의한 

패킷 블레이드 시스템의 진동특성 변화를 조사하였

다는 점에 그 고유성을 갖는다. 수치해석을 위한 예

로는 Fig. 1에 나타난 바와 같이 8개 패킷으로(1 패

킷 당 6개 블레이드) 구성된 모델이 사용되었다.

2. 크랙에 의한 탄성에너지

Fig. 2는 크랙이 존재하는 빔과 그 단면의 형상이

다. 여기서 w와 h는 사각단면의 너비와 높이를, d
는 개구형 크랙의 깊이를 나타낸다. 1차 파괴모드를 

고려할 경우, 개구형 크랙에 가해지는 축 방향과 굽

힘 방향 하중으로 인한 탄성에너지는 다음과 같다. 
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=
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E
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21 σσ (1)

여기서 E와 ν 는 보의 영률과 푸아송 비를 나타낸

다. 식 (1)의 Pσ 와 Mσ 은 각각 축방향 힘 P와 굽

힘 모멘트 M에 의한 응력집중계수를 의미하며, 각

각 다음과 같이 나타낼 수 있다(14).

Fig. 2 Geometry of a cracked beam and its cross 
section
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Castiglian의 정리에 의하면 크랙에 의한 유연행

렬은 식 (5)와 같다.
이상의 식을 종합하면 유연행렬의 요소 ijc 는 다

음과 같이 구할 수 있다. 
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크랙에 의한 강성행렬은 계산된 유연행렬로부터 

얻을 수 있다. 
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따라서 크랙에 의한 탄성에너지는 다음과 같다.
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크랙의 위치를 기준으로 하여 uΔ 는 양쪽 부위에

서 발생하는 축방향 변위차를 나타내고 θΔ 는 양쪽 

부위의 경사차를 나타낸다.
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3. 운동방정식 유도

3.1 크랙 빔의 운동방정식
Fig. 3은 각속도 Ω로 평면 회전 운동하는 강체 

허브에 지지되어 있는 외팔보이다. 여기서 L은 보

의 길이, x는 보의 고정점 O로부터 변형 전 임의의 

점 P0까지의 거리, xc는 크랙의 위치를 나타낸다. 
외팔보 위의 임의 질점의 변형 후 위치인 P점의 탄

성변위는 복합 변형변수 s와 굽힘방향 변형변수 u2

로 나타낼 수 있다.

( ) ( )tqxs
i

ii∑
=

=
1

1
11

μ

φ (12)

( ) ( )tqxu
i

ii∑
=

=
2

1
222

μ

φ (13)

여기서 ( )xi1φ 와 ( )xi2φ 는 각각 인장방향과 굽힘방향

의 모드함수를 나타낸다. ( )tq i1 과 ( )tq i2 는 일반좌표

이며 1μ 과 2μ 는 일반좌표의 개수를 나타낸다. 크랙

이 있는 보의 경우 크랙 위치를 기준으로 두 개의 

영역으로 나뉠 수 있으며 ( cxx ≤≤0 , Lxxc ≤< )각 

영역에서의 모드함수 ( )xi
><1

1φ , ( )xi
><1

2φ , ( )xi
><2

1φ , ( )xi
><2

2φ

는 다음과 같이 표현된다
(10).
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여기서 
EAii
ρωσ = , 4

EIii
ρωβ = 이며 iω 는 회

전이 없는 상태에서의 보의 고유진동수를 나타낸다. 
크랙이 있는 보의 경계조건은 다음과 같다

(10). 
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위 식에서 하첨자에 포함된 x는 각 하첨자에 대

한 모드함수의 미분을 뜻한다. 즉 xx는 모드함수의 

2차 미분을, xxx는 3차 미분을 나타낸다. 위 12개

의 식으로부터 구성된 12×12행렬이 무의미해를 갖

지 않기 위한 조건으로부터 각 모드함수의 계수인 

Ai와 Bi가 결정될 수 있다. 이로부터 얻어진 모드함

수는 모든 경계조건을 만족하는 comparison 함수이

며 그 수렴속도가 매우 빠르다.
반경이 r인 허브가 각속도 Ω로 회전할 경우 디

Fig. 3 Configuration of a rotating cracked beam
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스크 A~ 의 각속도와 P의 속도는 다음과 같다. 

3
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Kane의 방법에 의한 운동방정식은 다음과 같다(12).
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U는 보의 총 탄성에너지이며 qi는 일반좌표를 나

타낸다. 식 (23)의 편속도는 다음과 같은 관계식에 

의해 s와 2u 로 나타내어질 수 있다. 
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보의 총 탄성에너지는 다음과 같이 표현된다.
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여기서 E는 영의 계수, A는 보의 단면적, I는 보의 

2차 면적 모멘트를 나타낸다. 이상의 식들을 종합하

여 다음과 같은 운동방정식을 얻을 수 있다.
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여기서
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인장, 굽힘 간 연성효과를 무시하고 일정한 각속

도의 회전운동을 가정하면 다음과 같은 굽힘 방향 

운동방정식을 얻을 수 있다. 
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보다 일반적인 결과를 얻기 위해 운동방정식을 무

차원화할 수 있다. 다음과 같은 무차원 변수 및 매개

변수를 이용하여 시스템의 고유진동 해석에 사용되는 

Fig. 4 Configuration of blades system having a crack
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최종적인 무차원 운동방정식을 유도할 수 있다. 
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위 식에서 aiϑ 는 τ 에 대한 aiϑ 의 2차 미분을 나

타내며 각 행렬과 무차원 매개변수는 다음과 같다. 
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3.2 패킷 블레이드 시스템의 운동방정식
Fig. 4는 하나의 크랙을 갖는 패킷 블레이드 시스

템의 형상이다. 이 논문에서는 블레이드를 외팔보

로, 디스크 및 쉬라우드의 연성 효과를 스프링으로 

가정하였다. Dk 와 Sk 는 보 구조물 사이 디스크와 

쉬라우드의 연성스프링 강성을, a와 b는 연성스프

링의 연결된 위치를, cx 는 크랙의 위치를 나타낸다. 
U는 보의 인장 및 굽힘에 의한 탄성에너지, 연성스

프링에 의한 탄성에너지, 크랙에 의한 탄성에너지로 

다음과 같이 표현된다.
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다음과 같은 무차원 변수 및 매개변수를 이용하

여 시스템의 고유진동 해석에 사용되는 최종적인 

무차원 운동방정식을 유도할 수 있다. 
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Fig. 1에서 알 수 있듯이 패킷 양끝에 위치한 블

레이드들의 경우 한쪽 끝은 쉬라우드 강성이 없으
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므로 식 (39)에서 ( )>+<>< +−− 1n
j

CS
ij

n
j

CS
ijS KK θθβ 만큼 

제외하여야 한다. jϕ 는 jφ 와 동일한 함수값을 가지

나 ξ 의 함수이며, jθ 은 jθ 의 τ 에 관한 2차 미분

을 나타낸다.
식 (39)로부터 Fig. 4와 같은 패킷 블레이드로 구

성된 개방계 시스템의 진동 방정식은 다음과 같이 

정리할 수 있다.

[ ]{ } [ ]{ } { }0=+ θθ KM (41)

모드 해석을 위하여 열벡터 { }θ 를 다음과 같이 

나타낸다.

{ } { }ηθ λτje= (42)

여기서 λ 는 고유진동수이고 { }η 는 모드형상을 나

타내는 모드벡터이다. 식 (42)를 식 (41)에 대입하여 

정리하면 다음과 같다.

[ ]{ } [ ]{ }ηηλ KM =2 (43)

이 식 (43)을 이용하여 모드 해석을 수행할 수 있다.

4. 수치해석

Table 1은 외팔보에 크랙이 존재할 경우 고정단

으로부터 0.25, 0.5, 0.75위치에( cβ ) 크랙이 존재할 

경우 크랙의 깊이를(κ ) 0.05, 0.25, 0.5로 증가시켜 

가면서 외팔보의 첫 번째 고유진동수 값들을 참고

문헌의 결과와 비교한 것이다. 크랙의 위치가 고정

단에 가깝고 크랙의 크기가 클수록 고유진동수는 

더 작아지는 것을 확인할 수 있었다.
패킷 블레이드 시스템의 수치해석을 위해 굽힘 

방향 변위의 가상모드로 고정된 외팔보의 굽힘 진

동모드를 적용하였으며 굽힘 방향에 대해 5개의 모

드함수가 사용 되었다. 총 8개의 패킷, 48개의 블레

이드로 구성된 시스템으로서 각 패킷에는 6개의 블

레이드가 존재한다. 시스템의 고유진동수는 5개 그

룹, 총 240개이며 한 그룹은 48개의 고유진동수로 

이루어져 있다. Fig. 4와 Fig. 5는 이 중 낮은 1개 

그룹의 결과로서 고유진동수가 회전 각속도에 따라 

증가하는 것을 보여준다. 이러한 현상은 직관적으로 

예측 될 수 있는 것이다.
Fig. 4는 크랙을 가진 블레이드를 포함하지 않는 

패킷 블레이드 시스템의 고유진동수 변화를 관찰

Table 1 Comparison of the natural frequencies
25.0=cβ 5.0=cβ 75.0=cβ

No crack
Present 3.516
Ref.[13] 3.502

κ=0.05
Present 3.516 3.516 3.516

Ref.[13] 3.502 3.502 3.502

κ =0.25
Present 3.514 3.515 3.516

Ref.[13] 3.494 3.502 3.502

κ =0.5
Present 3.394 3.482 3.513

Ref.[13] 3.376 3.469 3.502

Fig. 5 The lowest 48 natural frequencies for the 
system without a crack

Fig. 6 The lowest 48 natural frequencies for the 
system with a crack
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Fig. 7 Mode shapes having a cracked beam( 5.0=κ ,
25.0=Cβ )

Fig. 8 Mode shapes having a cracked beam( 5.0=κ ,
25.0=Cβ )

한 것이다. 그림에서 알 수 있듯이 48개의 고유진

동수들은 몇 개의 그룹별로 짝지어서 변화하는 것

을 볼 수 있다. 
Fig. 5는 크랙을 가진 블레이드를 포함한 패킷 블

레이드 시스템의 고유진동수 변화를 관찰한 것이다. 
Fig. 4에서는 고유진동수가 몇 개의 그룹별로 짝지

어서 변화하였지만, Fig. 5에서는 dimensionless 

Fig. 9 Mode shapes having a cracked beam

Fig. 10 Mode shapes having a cracked beam

angular velocity가 증가할수록 그룹별로 짝지어 있

던 고유진동수가 갈라지면서 변화하는 것을 볼 수 

있었다. 
다중 블레이드 시스템에서 고유진동수에 해당하는 

모드형상은 nodal diameter(ND)로 나타낼 수 있다. 
이는 다중 블레이드가 하나의 시스템으로써 단일 블

레이드에선 볼 수 없었던 nodal diameter로 표현한 

것이며 이러한 nodal diameter의 최대 개수는 다중 

블레이드 시스템에서 블레이드 수가 짝수인 경우 절

반이며 블레이드가 홀수인 경우 (N-1)/2이다. 한 개

의 그룹의 고유진동수에 해당하는 모드형상은 48개

의 모드형상이 존재하며 최대 ND는 블레이드 개수

의 절반인 24ND이다. 즉 0과 24ND는 한 개의 모드

형상으로 이루어져 있으며 이를 제외한 1에서 23ND
까지는 각각 2개의 모드형상으로 이루어져 있다.

Fig. 7과 Fig. 8에서는 크랙의 깊이가 0.5일 경우

에 크랙의 위치를 변화시켜가면서 모드형상의 변화

를 관찰한 것이다. Fig. 7에서 볼 수 있듯이 저차모
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드에서는 크랙이 있는 블레이드에(빨간색) 진동현상

이 집중되는 것을 볼 수 있었다. Fig. 8에서 볼 수 

있듯이 고차모드에서는 크랙이 있는 블레이드를 포

함한 패킷을(파란색) 제외한 패킷들에 진동이 집중

되는 현상을 볼 수 있다. Fig. 9와 Fig. 10에서는 크

랙의 위치를( Cβ ) 자유단쪽으로 옮겨가면서 모드 형

상을 관찰해 보았다. 저차모드에서는 Fig. 7과 마찬

가지로 크랙이 있는 블레이드에 진동현상이 집중되

는 것을 볼 수 있었다. 하지만 고차모드에서는(4n 
ND) 크랙의 위치가 0.44에 도달하면서부터 진동현

상이 크랙을 가진 블레이드를 포함한 패킷에 집중

되는 것을 볼 수 있었다.

5. 결  론

이 논문에서는 블레이드 임의의 순서와 위치에 

크랙이 있는 회전하는 패킷 블레이드 시스템의 굽

힘진동 해석모델링이 제시되었다. 이 모델링에서 크

랙에 의한 효과를 고려하기 위해 1차 파괴모드만 

고려하였다. 또한 패킷 블레이드 시스템의 굽힘방향 

지배방정식으로부터 유도된 일반해에 시스템의 경

계조건과 연속조건을 적용하여 얻은 식의 특성방정

식의 해를 구함으로써 고유진동수를 얻을 수 있었

다. 제안된 크랙을 가진 외팔보 모델의 정확성은 참

고문헌 (13)의 결과값들로 검증 되었다. 크랙을 가진 

회전하는 멀티 패킷 블레이드 계에서는 각각의 고

유진동수들이 서로 갈라져서 변화하는 것을 알 수 

있었으며 진동 국부화 현상이 나타나는 것을 알 수 

있었다. 크랙의 위치에 상관없이 저차 모드에서는 

크랙이 있는 블레이드에 진동이 집중되어 나타나는 

것을 알 수 있었다. 고차모드에서는 크랙의 위치가 

0.43까지 증가할 때가지는 크랙을 포함한 패킷에는 

진동이 발생하지 않았다. 크랙의 위치가 0.44 이후

에는 몇몇 고차모드에서 크랙을 포함한 패킷에 진

동이 집중되는 것을 알 수 있었다.
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