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ABSTRACT

This paper demonstrates the validity of spectral element analysis for modeling the high-frequency 
dynamic behaviors of a beam with a surface-bonded piezoelectric wafer through a laboratory test. In the 
spectral element analysis, the high-frequency electro-mechanical interaction can be considered properly 
with relatively low computational cost compared to the finite element analysis. In the verification test, a 
cantilever beam with a surface-bonded piezoelectric wafer is forced to be in steady-state motion by 
exerting the harmonic driving voltage signal on the piezoelectric wafer. A laser scanning vibrometer is 
used to obtain the overall dynamic responses of the structure such as resonance frequencies, the 
associated mode shapes, and frequency response functions up to 20 kHz. Then, these dynamic responses 
from the test are compared to those computed by the spectral element analysis. A two-dimensional finite 
analysis is conducted to obtain the asymptotic solutions for the comparison purpose as well.

* 
1. 서  론

구조물의 동적 응답을 실시간으로 계측하여 사용

중의 구조물의 결함을 탐지하는 구조물 건전성 감시

(structural health monitoring)에 대한 연구들이 활발
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히 진행되어 왔다(1). 특히 고주파수 대역에서 가진과 

탐지를 동시에 수행할 수 있는 lead zirconate titanate
(PZT)와 같은 압전소자를 사용하여 금속판 또는 합

성판에 발생한 미세손상을 탐지할 수 있는 구조물 

손상탐지 기술이 주목 받고 있다(2~4). 
구조물에 부착 가능한 압전소자를 이용한 판형 

구조물의 손상 탐지기술은 동역학적 관점에서 두가

지로 나눌 수 있다. 첫 번째 판형 구조물에 발생하

는 유도파의 일종인 램파(lamb wave)가 미세손상을 

만났을 때 유발되는 파산란(wave scattering)을 압전

소자를 통해 탐지하는 방법이다(2,3). 두 번째는 미세

손상이 구조물의 정상상태 응답에 주는 변화를 압
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전소자를 이용해 탐지하는 방법이다. 이 때, 구조물

의 정상상태 응답은 주파수 영역에서 압전소자의 

전기역학적(electro-mechanical; 이하 EM으로 칭함) 
신호인 어드미턴스 또는 그의 역수인 임피던스를 

통해 계측할 수 있다(4).  
구조물에 부착된 압전소자의 EM 신호를 손상탐지

에 활용하는 경우 기존 연구들은 주로 압전소자를 

중심으로 대상 구조물은 단순화시킨 Liang 모델(5)에 
기반을 두고 있다. Liang 모델을 이용하는 경우 손

상이 없는 구조물의 EM 신호를 기저신호로 미리 

설정하고 같은 구조물에서 추후 측정된 EM 신호가 

기저신호와 얼마만큼 달라졌는가를 정량화하여 손

상유무를 판단하게 된다(4). 이 때, 구조물의 동특성 

또는 손상의 위치 및 정도가 압전소자의 EM 신호

에 주는 영향을 파악하기 어렵다. 따라서, 구조물의 

동특성이 압전소자의 EM 신호에 주는 영향을 정량

적으로 분석하기 위해 구조물과 압전소자의 EM 상

호작용을 적절히 고려할 수 있는 해석 모델이 반드

시 필요하다(6~8). 
구조물과 압전소자의 EM 상호작용 문제의 해를 

직접 구하는 것은 매우 어렵다. 따라서 유한요소법

을 이용한 근사해석기법으로 해를 구하게 된다(6). 
EM 상호작용은 수십 kHz에서 수백 kHz의 고주파

수 대역에서 발생하는데 주파수 대역이 높아질수록 

정상파의 파장 길이는 수 cm단위로 짧아진다. 이 

때, 유한요소법에서 정확한 해석결과를 얻기 위해 

파장길이 대비 요소망을 10배에서 20배까지 조밀하

게 구성해야 한다. 왜냐하면, 저차 다항식의 형상함

수를 통해 가정된 변위장을 사용하는 유한요소법에

서 구한 구조물의 관성효과가 고주파 대역으로 갈

수록 점점 부정확해지기 때문이다(9).  
고주파 대역에서 구조물과 압전소자의 EM 상호

작용 해석시 많은 계산비용이 소요되는 유한요소법

의 한계를 극복하기 위한 기법 중 하나로 스펙트럼 

요소법(spectral element method)이 있다(7~10). 스펙

트럼 요소법에서는 주파수 영역으로 변환된 지배방

정식에서 구한 균일해를 변위장을 위한 형상함수로 

사용한다. 따라서, 적은 수의 요소를 사용하더라도 

고주파 영역에서 구조물의 정확한 질량 관성효과를 

계산할 수 있기 때문에 정확한 해석 결과를 얻을 

수 있다(9). 
이 연구에서는 압전소자가 부착된 캔틸레버 보에

서 압전소자를 가진 시킬 때 보에 발생되는 동적 

응답을 압전소자와 보로 이루어진 복층보 스펙트럼 

요소(8)를 이용하여 해석하고 이를 실험적으로 검증

한다. 실험에서는 레이저 스캐닝 바이브로미터를 이

용하여 압전소자에 의해 발생하는 보의 변위 주파

수 응답함수와 전체 구조물의 모드형상을 취득한다. 
실험 데이터를 스펙트럼 요소, 2차원과 3차원 유한

요소 해석결과와 비교하고 분석한다. 
이 논문의 구성은 다음과 같다. 먼저 2장에서는 

구조물과 압전소자층의 EM 상호작용을 고려할 수 

있는 스펙트럼 요소 해석에 대해 간략히 기술한다. 
3장에서는 스펙트럼 요소와 유한요소를 사용한 수

치해석결과와 실험결과를 비교하고 분석한다. 4장에

서는 결론 및 향후 연구방향에 대해 기술한다.

2. 운동방정식과 스펙트럼 요소 해석 절차

고주파 대역에서 압전소자와 보의 EM 상호작용을 

적절하게 모델링하기 위해 사용된 스펙트럼 요소는 

Fig. 1(a)의 기저보 요소와 Fig. 1(b)의 기저보와 압전

소자층으로 이루어진 복층보 요소로 이루어진다(8).

(a) Single beam part

(b) Two-layer beam part [A piezoelectric (PZT) 
layer rigidly bonded on a base beam]

Fig. 1 Schematic illustration of a beam with a 
piezoelectric wafer(8)
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Fig. 1(a)와 (b)의 기저보의 경우 고주파 대역의 

동적거동을 적절히 모사하기 위해 각각 민들린-허만 

(Mindlin-Herrmann)이론과 티모센코(Timoshenko) 보 
이론에 의해 정의되는 변위장을 사용한다(11). 
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여기서 bbbb vu φψ ,,, 는 보의 중립축에서의 −x 축 

방향 변위, −y 축 방향 수축변형도, −y 축 방향 변 

위 및 회전각이다. 
Fig. 1(b)에서 압전소자층은 두께가 상대적으로 

얇은 것을 고려하여 2차원 평면응력상태에서 오일

러-베르누이(Euler-Bernoulli) 보 이론이 적용된다. 
압전소자층 중립축에서 정의되는 응답변수를 적합

조건을 사용하여 기저보의 중립축에서 정의되는 응

답변수로 변환하면 식 (2)와 같다(8).
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Equations of motion (EoM)

Eigenvalue analysis

Spectral shape functions

Dynamic stiffness equation

Convert the response variables of 
governing equations in the time domain 
into spectral ones in the frequency domain.

Calculate eigenvalues and eigenvectors 
from the characteristic equations of the 
spectral governing equations. 

Constitute a spectral shape function matrix 
using the eigenvalues and the eigenvectors 
from the characteristic equations.

Derive a dynamic stiffness matrix and a 
nodal force vector using the spectral shape 
functions and the spectral force boundary 
conditions. 

Frequency response functions

The frequency response functions of 
specific point are calculated by using the 
nodal displacement vector and spectral 
shape functions.

Spectral Representation of EoM

Derive equations of motion for the 
proposed two-layer beam model.
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functions and the spectral force boundary 
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Frequency response functions

The frequency response functions of 
specific point are calculated by using the 
nodal displacement vector and spectral 
shape functions.

Spectral Representation of EoM

Derive equations of motion for the 
proposed two-layer beam model.

Fig. 2 Procedures for spectral element formulation(8,9)

여기서 ppp vu φ,, 는 각각 압전소자층의 중립축에서

의 −y 축 방향 변위, −x 축 방향 변위, 그리고 회

전변위이다. 또한, hb와 hp는 기저보와 압전소자층

의 높이이며, 변수 위에 (′)는 x에 대한 미분을 의

미한다. 
복층보 요소의 운동방정식에 반영된 압전소자의 

전기역학적 특성은 식 (3)과 같은 1차원 전기-역학

적 구성방정식을 사용한다(12).
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여기서 ,,,,,, 313311 hBEC SDεσ 그리고 D는 각각 압전소

자의 x-방향 응력, 변형도, 탄성계수, 전기장, 유전 

상수, 압전상수, 그리고 전기적 변위를 나타낸다. 
복층보 요소에서 유도된 등방성 탄성체의 변위-

변형도 관계식과 구성방정식을 통해 압전소자와 기

저보에 대한 변형에너지(U), 운동에너지(T) 및 포텐

셜 에너지(W )를 구할 수 있다. 이들 에너지를 다음

의 해밀턴 정리에 대입하면 복층보 모델에 대한 운

동방정식을 구할 수 있다(11). 

0)][2

1

=−−∫
t

t
dtUT Ωδ (4)

복층보 모델에 대한 운동방정식은 기저보의 중립

축에서 정의되는 응답변수들과 압전소자층의 전기적 

응답변수들로 구성된 지배 방정식과 힘 경계조건식

으로 표현된다. 운동방정식에 사용되는 응답변수들을 

주파수 영역에서 스펙트럼 형태로 변환하면 스펙트

럼 요소법을 위한 정식화를 수행할 수 있다(8,9). 
Fig. 2는 복층보의 스펙트럼 요소 정식화 과정을 

지면관계상 간략히 요약하여 정리한 것이다. Fig. 2
의 과정을 거쳐 최종적으로 복층보 스펙트럼 요소

는 기저보의 중립축 양끝단에서 정의되는 수평변위, 
수축(contraction), 수직변위, 회전에 대한 강성도 요

소행렬과 이에 대응되는 절점력 벡터를 구성할 수 

있다(8). 

3. 실험 검증

Fig. 3은 스펙트럼 요소 해석 결과의 타당성을 실

내 실험을 통해 검증하기 위해 사용된 모델과 실험
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장비를 보여준다. 실험 모델은 압전소자가 부착된 

캔틸레버 보다. Fig. 3(a)에서 사용된 기저보 [198
mm(L) × 10 mm(W) × 3 mm(H)]는 알루미늄(E=70
GPa, n= 0.33)으로 이루어져 있고, 기저보에 부착된 

압전소자 [10 mm(L) × 10 mm(W) × 0.507 mm(H)]는 

Piezo사의 PSI-5A4E(13)재질을 사용하였다. 
보에 부착된 압전소자의 전극(electrode)에 단위 

크기(1V)의 조화전압신호를 가하여 전체 구조 시스

템이 정상상태가 되도록 가진하였다. 조화전압신호

의 가진 입력주파수를 점진적으로 증가시키면서 특

정위치에서 정상상태 응답의 최대값을 순차적으로 

취득함으로써 단위 입력 전압에 대한 구조물의 주

파수 응답함수와 공진주파수에서의 모드 형상을 각

각 구할 수 있다. 그 결과를 스펙트럼 요소 해석결

과와 2차원 및 3차원 유한요소 해석 결과와 비교하

였다.
고주파 영역에서의 동적 응답을 계측하기 위한 

장비로는 독일의 폴리텍(Polytec GMBH Co.) 사의 

레이저 스캐닝 바이브로미터인 PSV-400-B(14)를 사

용하였다. PSV-400-B (이하 편의상 PSV라고 표기
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(a) Experimental setup

(b) Numerical model 

Fig. 3 An experimental setup and a numerical model 
for the frequency response function of a 
cantilever beam with a surface bonded piezo-
electric wafer 

한다) 는 비접촉식으로 진동하는 특정 지점의 속도 

및 위치를 나노미터 해상도 범위로 측정이 가능하

다. 이 실험에서는 PSV-400-B가 지원하는 주파수 

범위인 0~20 kHz에서 3.125 Hz의 주파수 분해능으

로 측정하였다. 측정한 구조물의 동적응답은 11차 

모드까지 공진주파수, 전체모드 형상 및 목표점에서

의 주파수응답함수이다. 
Fig. 3(b)에서는 Fig. 3(a)의 시험체를 모사하기 위

한 수치 해석 모델을 나타냈다. 스펙트럼요소(SE) 해

석과 2차원(2-D) 유한요소(FE) 해석에서는 평면응력 

조건을 가정하였다. 또한 전체적인 3차원(3-D) 모드 

형상을 PSV에서 측정한 결과와 비교하기 위해 3-D 
FE 해석도 병행하여 수행하였다. SE 해석과 FE 해

석에서 모두 구조감쇠비 0.5 %를 가정하였다.
수치해석에서 기저보와 압전소자는 완전 부착되

었다고 가정하였다. SE 해석에서 2절점 기저보 요

소 2개와 2절점 복층보 요소 1개를 사용하였다(8). 
FE 해석에서 3-D 해석의 경우 2차 입방형 고체요

소 5940개와 2차 입방형 압전요소 100개를 사용하

였고, 2-D 해석의 경우 2차 평면응력요소 594개와 

2차 평면응력 압전요소 10개로 이산화하였다. FE 
해석은 KISTI 슈퍼컴퓨팅 센터의 HP590에 설치된 

ABAQUS 6.7-4 standard의 steady-state dynamic을 

사용하였다(15).
Fig. 4는 수치해석과 실험에서 구한 공진주파수에 

대응하는 모드 형상들을 비교한 것이다. Fig. 4의 좌

측은 3-D FE 해석을 통해 구한 휨변형이 지배적인 

모드 형상을 나타냈으며, 우측은 이들 모드에 대응

되는 진동모드 형상을 PSV의 스캐닝 기능을 이용

하여 취득하였다.
지면관계상 Fig. 4에서는 20 kHz까지 발생하는 총 

11개의 휨변형 지배 모드 중 1, 3, 6, 11번째 휨 변

형 지배 모드에 대해 비교하였다. PSV로 계측시 고

정단으로부터 1.3 cm 떨어진 지점부터 스캐닝을 실

시하였기 때문에 왼쪽 고정단 부근의 고차 모드 형

상이 3-D FE 해석결과와 다소 차이가 나는 것처럼 

보인다. 실제로 스캐닝된 부분에 대해서만 비교하면 

전체적으로 잘 일치함을 확인할 수 있다(모드 형상

에 대한 분석은 Fig. 6에서 상세히 다룬다).
Fig. 5는 SE 해석과 2-D FE 해석을 이용하여 구한 

공진주파수와 PSV를 이용하여 실험에서 구한 공진

주파수의 상대오차를 나타낸 것이다. Fig. 5의 왼쪽 
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Fig. 4 Perspective view of mode shapes from 3-D FE(left side) and PSV(right side)
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bending-dominant mode

축은 실험에서 구한 공진주파수와 SE 해석과 2-D 
FE 해석에서 계산된 공진주파수의 상대차를 백분율

로 나타냈다. Fig. 5의 오른쪽 축은 각 모드별 실험

에서 구한 공진주파수를 나타냈다. 각 모드별로 SE  

해석과 2-D FE 해석이 일치하는 결과를 보여주고 

있고 실험에서 구한 공진주파수와의 상대오차가 2.5
% 이내로 매우 정확한 것을 확인할 수 있다.

Fig. 6은 Fig. 4에 도시된 휨모드 형상을 보다 정

량적으로 정확하게 비교하기 위해 캔틸레버 보의 

윗면 중심선을 따라 추출된 공진모드형상을 비교한 

것이다. SE 해석에서는 캔틸레버 보의 윗면 중심선

을 고정단에서 자유단까지 1 mm간격으로 198개에 

대해 모드 형상을 추출하였다. 공진주파수에서 발생

한 최대 정상상태 변위값을 기준으로 다른 지점들

의 정상상태 변위값을 기준화 하여 모드 형상을 계

산하였다. PSV의 경우는 모드 형상을 계측하기 위

해 사용된 153개의 측정점들 가운데 캔틸레버 보 

윗면의 중심선을 따라 배치된 51개의 분할점에서 

추출된 변위들을 실험을 통해 취득하였다. 이들 변
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(b) 2nd mode(0.390 kHz)
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(c) 3rd mode(1.089 kHz)
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Fig. 6 Quantitative comparison of resonant mode shapes from SE and PSV
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(a) 0-5 kHz (point I) (b) 5-20 kHz (point I)

 

-180

-140

-100

-60

-20

0 1 2 3 4 5

SE
PSV

Am
pl

itu
de

 in
 d

B 
(m

m
/V

)

Frequency (kHz)

 

-180

-140

-100

-60

-20

5 10 15 20

SE
PSV

Am
pl

itu
de

 in
 d

B 
(m

m
/V

)

Frequency (kHz)

(c) 0-5 kHz (point II) (d) 5-20 kHz (point II)
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Fig. 7 Comparison of frequency response functions corresponding to vertical displacement from SE and PSV 
at three points depicted as I, II and III in Fig. 3

위를 SE 해석과 동일한 기준화를 거쳐 모드형상을 

추출하였다. 1차 모드에서 6차 모드까지는 수치해석

결과와 실험결과가 매우 잘 일치하고 있고 7차 모

드부터 고정단 부근부터 다소간의 차이를 보이고 

있지만 전체적으로 고차 모드의 형상을 매우 잘 나

타내고 있음을 알 수 있다.
Fig. 7은 Fig. 3에서 I, II, III으로 표시된 지점에

서 PSV로 측정된 주파수 응답함수와 SE 해석으로 

계산된 주파수 응답함수를 각각 비교하였다. 여기서 

주파수 응답함수는 전술한 바와 같이 단위입력전압

에 대한 각 지점에서 발생하는 수직방향 변위응답

을 의미한다. Fig. 3의 I, II, III은 각각 자유단 끝지

점과 자유단에서 보의 길이의 1/3 떨어진 지점, 그

리고 보의 중앙지점을 나타낸다. 그림의 가독성을 

높이기 위해 각각의 지점에서 주파수 응답함수를 

0~5 kHz 대역과 5~20 kHz 대역으로 나눠서 도시하

였다. 각 지점에서 4차 공진모드까지 PSV에서 측정

된 주파수 응답함수와 SE 해석에서 계산된 주파수 

응답함수가 비교적 잘 일치하는 것을 확인할 수 있

(a) Correlation between mode shape 
and frequency response function
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Fig. 8 Comparison of mode ratio and frequency 
response functions ratio from SE and PSV 
at points I, II and III in Fig. 3
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다. 5차 모드 이후부터 실험에 의한 주파수 응답함수

와 수치해석에서 계산된 주파수 응답함수가 응답 크

기가 큰 공진주파수 부근에서는 유사하지만 반공진

점과 같이 응답의 크기가 작은 부분에서는 차이를 

보여주고 있다.
Fig. 8(a)는 실험예제와 같이 감쇠비가 매우 작은 

구조시스템에서 주파수 응답함수와 모드와의 상관

관계를 나타낸 것이다(16). Fig. 3의 I, II, III 지점에

서 SE 해석과 PSV에 의해 구한 주파수 응답함수의 

최대값을 추출하고, I 지점의 값을 이용하여 각각 기

준화 시키면 Fig. 8(b)와 같다. Fig. 7에서 5차 모드 

이상의 공진주파수에서 응답함수값의 차이가 발생하

지만 동일모드상에서 모드 형상비로 나타냈을 때는 

SE 해석과 PSV에서 측정된 결과가 일치하는 결과를 

보여준다. 따라서 모드해석 관점에서 Fig. 7의 SE  
해석에 의한 주파수 응답함수는 관심 주파수 대역에

서 실험과 일관된 결과를 보여줌을 확인할 수 있다.

4. 결론 및 향후 연구 방향

이 연구에서는 고주파 대역에서 부착형 압전소자

와 판형 구조물간의 전기역학적 상호작용을 적은 

연산비용으로 적절히 해석할 수 있는 스펙트럼 요소 

해석기법의 타당성을 실험을 통해 검증하였다. 실험

에서는 압전소자가 부착된 캔틸레버 보를 대상구조

물로 사용하였다. 검증을 위한 실험데이터는 레이저 

스캐닝 바이브로미터(PSV-400-B)를 통해 0~20 kHz 
주파수 대역에서 모드 형상과 주어진 특정지점에서 

주파수 응답함수를 취득하였다. SE 해석결과와 비

교에 필요한 이론적 점근해는 2차원 유한요소 해석

에서 충분히 조밀한 요소망을 설정하여 계산하였다. 
먼저 3차원 유한요소 모드해석을 통해 계산된 모

드형상과 레이저 스캐닝을 통해 취득된 모드형상을 

비교한 결과 레이저 스캐닝을 통해 취득된 모드들

은 2차원 평면응력조건하의 수치해석모델로 모사할 

수 있는 면외(out-of-plane) 휨모드들로 확인되었다. 
평면응력상태의 2차원 유한요소 모드해석과 SE 해

석에서 계산된 대상구조물의 공진주파수와 실험에

서 취득된 공진주파수를 11차 휨변형 모드까지 각

각 정량적으로 비교하였다. 스펙트럼 요소 해석에서 

구한 공진주파수는 2차원 유한요소 해석결과와 최

대 0.1 % 상대오차 내에서 일치하였고 실험결과와

는 최대 2.5 % 상대오차 이내에서 일치하였다. 또

한, 이들 공진주파수에 대응되는 모드형상의 경우 

SE 해석에서 구한 모드형상과 실험에서 취득된 모

드형상이 매우 잘 일치함을 확인할 수 있었다. 
캔틸레버 보의 세개의 특정지점에서 압전소자에 

가해지는 조화입력전압에 대한 수직방향 변위 주파

수 응답함수의 경우 SE 해석과 실험결과가 4차 모

드까지 일치하는 결과를 보였고 그 이상의 모드에

서도 공진주파수 부근에서는 근사한 결과를 보였다. 
또한, 세 지점의 각 공진주파수에서 주파수 응답함

수의 상관관계에서 SE 해석과 실험결과가 일관된 

경향을 보여줌을 확인할 수 있었다. 
향후, 실험에서 취득한 주파수 응답함수와 SE 해

석결과의 구체적인 차이에 대해 각 공진주파수 대

역에서 유효 감쇠비와 압전소자와 보사이에 존재하

는 접착층에 의한 shear lag 효과(17) 등을 고려하여

추가적인 분석이 필요하다. 
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