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요  약

본 논문에서는 무리 짓기에 한 공간분할 방법의 성능을 개선하는 알고리즘을 제안한다. 핵

심 개념은 무리 속에서 움직이는 개체인 보이드가 지속 으로 자신의 방향과 치를 변경시키

나 자신의 다음 방향의 결정에 향을 주는 개의 가장 가까운 이웃인 kNN은 자주 바 지 않

는다는 사실을 이용하여 성능을 개선하는 것이다. 본 논문에서 이 의 kNN을 이용하여 새로운 

kNN이 변경되었는지를 별하는 방법이 제안되었고, 제안된 방법의 정당성은 정리를 통하여 

증명되었다. 제안된 방법은 구 되었으며, 기존의 공간분할 방법과 성능이 비교되었다. 비교 결

과로부터 제안된 알고리즘이 당 임 수 에서 기존의 알고리즘보다 약 30% 개선 효과

를 주는 것을 알 수 있었다.

ABSTRACT

This paper proposes an algorithm to improve the performance of the spatial 

partitioning method for flocking behaviors. The core concept is to improve the 

performance by using the fact that even if a moving entity, boid in flock continuously 

changes its direction and position, its k-nearest neighbors, kNN to effect on decision of 

the next direction is not changed frequently. From the previous kNN, the method to 

check whether new kNN is changed or not is proposed in this paper and then the 

correctness of the proposed method is proved by two theorems. The proposed algorithm 

was implemented and its performance was compared with the conventional spatial 

partitioning method. The results of the comparison show that the proposed algorithm 

outperforms the conventional one by about 30% with respect to the number of frames 

per a second.
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1. 서  론

무리 짓기란 많은 자연에서 찰되는 상으로 

떼를 지어 다니는 새들, 어군속의 물고기들, 목장

에서 양들, 음식물을 찾아다니는 개미들 등의 움직

임이 모두 무리 짓기에 속한다. 이러한 동물들의 

그룹은 무리속의 각각이 지속 으로 그들의 방향과 

형태를 바꿀지라도 체 으로 하나의 응집된 형태

를 가지는 특성을 보인다. 무리속의 하나의 움직이

는 개체를 보이드라고 한다[1].

무리 짓기 알고리즘은 컴퓨터 애니메이션에서 

새들의 무리를 모방하는 방법으로 [1]에 의하여 처

음으로 제안되었다. 무리 짓기는 무리를 이끄는 

표도 없을 뿐만 아니라 체를 제어하는 그 어떤 

힘도 없이 자발 으로 나타나는 집단 행동의 표

인 이다. 각 보이드는 체 환경의 지리  특

성을 감지하고, 주변의 몇몇 동료들과 상호 작용을 

하면서 무리를 형성한다. 무리 짓기의 가장 기본

인 모델은 세 가지 단순한 조종행동(Steering 

Behavior)인 분리, 응집, 정렬로 구성된다. 분리는 

다른 동료와 일정 거리를 유지하는 능력을 말하는

데 이것은 다른 동료와 무 가까이 가지 않음으

로써 충돌을 피할 수 있도록 하는 행동이다. 응집

은 주  동료들과 그룹을 형성하고자 하는 행동이

다. 응집은 주 의 동료들에 한 치 평균을 구

함으로써 계산한다. 정렬은 주 의 동료들과 같은 

방향을 유지하려는 행동이다. 이것은 주  동료들

의 평균 방향을 구함으로써 계산한다. 무리 짓기의 

핵심은 이러한 조종행동의 계산에서 향을 주는 

동료 보이드들을 계산하는 것이다. 

무리 짓기의 가장 쉬운 방법은 각 보이드에 

하여 나머지 모든 보이드들을 조종행동에 향을 

끼치는 동료로 고려하여 조종행동을 계산하는 것이

다[1, 2, 3, 5, 8, 9]. 이것은 보이드의 수가 일 때 

  의 시간 복잡도를 가진다. 이 시간 복잡도

는 의 크기에 따라 비용이 크게 늘어난다. 따라

서 보이드 수가 작은 응용 로그램에서는 큰 문

제가 되지 않으나, 보이드 수가 커짐에 따라 성능

은 격히 하된다. 이 문제를 해결하는 하나의 

방법은 실제 상황에서처럼 하나의 보이드에 하여 

조종행동을 계산할 때 다른 모든 보이드들을 동료

로 고려하는 신에  가까이 있어 향을 많이 주

는 동료들만 고려하는 것이다. 이 경우 이 문제는 

임의의 포인트에서 가장 가까운 개의 이웃 포인

트들을 찾는 -nearest neighbors(kNN)[4, 6, 7] 

문제와 같아진다. 무리 짓기에서 kNN을 찾는 것

은 데이터의 모든 포인트가 보이드의 치에 해당

하고, 보이드는 지속 으로 움직이므로 항상 변하

는 동  데이터에 하여 kNN을 찾아야 하는 문

제이다. 이 문제 역시 인덱스와 같은 특별한 처

리가 없는 한, 하나의 보이드에 한 kNN을 찾는 

것이  이기 때문에 체 으로는 여 히 

  의 시간 복잡도를 갖는다. [2, 3]에서는 이

를 해결하기 하여 공간분할 방법을 사용하 다. 

이것은 무리에 속한 모든 보이드들을 그들의 치

에 따라 3차원 배열에 군집화(해싱)하여 장하는 

것이다. 임의의 보이드에 하여 kNN을 찾고자하

는 경우 모든 보이드를 상으로 하여 kNN을 찾

는 것이 아니라 그 보이드가 속한 셀에서부터 가

장 가까운 셀부터 순차 으로 액세스하여 셀에 

장된 보이드를 찾음으로써 kNN을 찾는 비용을 

이는 것이다. 이것은 시간 복잡도를 평균 으로 

 으로 여 다[2, 3, 9, 10]. 여기서 는 가

장 가까운 이웃 보이드들의 수이다.  

본 논문은 무리 짓기에서 공간분할 방법의 성

능을 개선하는 것이다. 무리 짓기에서 보이드는 지

속 으로 움직이므로 방향과 치가 달라져 매 순

간마다 kNN을 다시 계산하여야 한다. 그러나 조

종행동의 특징 찰하면 실제로는 kNN이 많이 변

경되지 않는 것을 알 수 있다. 보이드 수 512에 

하여 kNN의 수를 16~128까지 변화시키면서 실험 

결과 82%~92%의 보이드가 시간 에서의 그들의 

kNN과 시간  에서의 kNN이 동일함을 찰

할 수 있었다. 본 논문에서는 이러한 사실에 기반

하여 임의의 보이드에 하여 kNN의 변경여부를 

탐지하여 변경되지 않은 경우 kNN을 다시 찾지 
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않음으로써 성능을 개선한다. 

2장은 기존의 무리 짓기의 공간분할 방법과 무

리 짓기의 특성을 소개하며, 3장에서는 임의의 보

이드에 하여 kNN 변경 여부를 탐지하는 방법을 

소개하여 기존의 공간분할  알고리즘을 개선한다. 

4장에서는 실험에 의한 성능을 비교하며 5장에서 

결론을 논한다.

2. 무리 짓기의 공간분할 방법

2.1 알고리즘

공간분할 알고리즘은 조종행동의 계산에 필요

한 개의 가장 가까운 이웃, kNN을 효율 으로 

찾기 하여 [2]에서 제안되었다. 별도의 보조 데

이터가 없는 상태에서 개의 데이터에 하여 모

든 kNN을 찾는 것은   의 비용이 필요하다. 

공간분할 방법은 매 순간 하나의 보이드에 해서

만 kNN을 찾는 것이 아니라 모든 보이드에 하

여 kNN을 찾아야 한다는 에 착안하여 kNN을 

찾기 에 모든 보이드들에 하여 보이드들의 

치를 근사 으로 군집화 시키는 것이다. 를 들어 

[그림 1]과 같이 2D에서 게임의 세계를 그리드로 

나  후, 처리 작업으로 각 보이드를 보이드의 

치를 포함하는 셀에 장한다. [그림 1]에서 셀

(2,2)에는 두 개의 보이드가 장되어 있다. 그런 

후 임의의 지역에 존재하는 모든 보이드를 찾는 

것은 단순히 그 지역에 매핑되는 그리드의 셀만 

조사하면 된다. 이러한 공간분할된 그리드를 이용

하여 보이드 에 한 kNN을 찾는 것은 가장 먼

 의 치에 매핑되는 그리드의 셀, 즉 [그림 1]

에서 
에 포함되는 셀에 장된 보이드를 찾고 

순차 으로  ,  , ..., 에 포함된 셀들에 

장된 보이드를 찾으면서 처음으로 개를 만족하는 


에서 멈춘다. 이 게 하면 모든 보이드를 탐색

하는 신에 ′(≥)개의 보이드만 탐색하면 된

다. 이 방법은 평균 으로  의 시간 복잡도

를 갖는다. 3D에서는 그리드 신 3차원 배열을 

사용한다. 
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[그림 1] 공간분할의 예

Algorithm FlockingPS: Inputs: Flock, k,  
gsize Outputs: None

01: Grid(gsize, gsize, gsize)= {}

02: foreach q in Flock {

03:    (x, y, z)= MappingGrid(q.pos)

04:    Grid(x, y, z).AddBoid(q)

05: }

06: foreach q in Flock {

07:    S= getNearKnn(q, k, Grid) 

08:    kNN= getKnn(q, k, S)

09:    q.newdir= ComputeSteer(q, kNN)

10: }

11: // 이동행동: 각 보이드에 한 새로운 치 계산 

 

[그림 2] 무리 짓기의 공간분할 알고리즘

[그림 2]는 다음은 공간분할 무리 짓기에 한 

의사 코드이다. 알고리즘의 입력은 보이드의 집합

인 Flock, kNN의 수인  , 그리드의 크기를 나타

내는 이다. 라인 1~5까지가 모든 보이드를 

그리드에 장하는 처리 작업이다. 여기서 

는 보이드 의 치벡터이며, 함수 MappingGrid는 

입력된 치벡터에 응하는 그리드의 셀 좌표를 

리턴하는 함수이다. 라인 6~10 사이가 보이드 에 
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하여 조종행동을 계산하여 새로운 방향을 계산하

는 과정이다. 라인 7에서 함수 getNearKnn은 [그

림 1]에서 보이듯이 그리드를 이용하여 와 가까

운 ′(≥ )개의 이웃 보이드를 찾는 것이고, 라인 

8에서 getKnn은 로부터 정확한 kNN을 찾는 함

수이다. getKnn은 단순히 kNN을 와의 거리를 

기 으로 의 요소들을 정렬하여 얻을 수도 있고, 

우선순  큐를 이용하여 얻을 수도 있다. 실험 결

과 부분 가 작아 어떤 방법을 사용하여도 실행 

시간에 큰 향을 주지 않았다. 한 로그램의 

코딩에 따라서 getNearKnn과 getKnn은 하나의 

함수로 만들 수도 있다. 라인 9에서 함수 

ComputeSteer은 에 한 조종행동을 계산한 후 

최종 으로 새로운 방향을 출력하는 것이다. 이에 

한 자세한 구 은 [3]에서 참고하 다. 라인 11

은 [1]에서 제시한 이동행동을 계산하는 것이다. 

2.2 무리 짓기의 특성 분석

무리 짓기는 모든 보이드들에 하여 매 순간

마다 조종행동의 계산으로 새로운 방향을 결정하

고, 이를 이용하여 이동행동에서 새로운 치를 계

산한다. 이동행동에서 새로운 치를 계산하는 것

은 매우 단순하다. 각 보이드들에 하여 새로운 

방향( ), 보이드의 속도( ), 소요된 시간() 

 재의 치( )를 이용하여 새로운 치 

 = +××로 계산한다. 이것은 모

든 보이드들은 매 순간마다 그들의 치를 지속

으로 변화시키고 따라서 그들의 kNN도 매 순간마

다 변경될 가능성이 있다는 것이다. 이러한 변경 

가능성 때문에 FlockingPS는 매 순간마다 모든 

보이드에 하여 kNN을 다시 찾아야 한다.

무리 짓기에서 보이드들은 지속 으로 움직이

나 그들의 조종행동에 향을 주는 이웃 보이드들, 

kNN은 크게 변하지 않는다는 것을 직 으로 알 

수 있다. 이 에서는 앞에서 제시한 FlockingPS

를 이용하여 각 보이드들에 하여 시간 에서 구

해진 kNN과 시간  에서 구해진 kNN을 비교

하여 얼마나 많은 보이드들에 하여 그들의 kNN

이 변경되었는가를 분석한다. [표 1]은 보이드 가 

직 의 kNN과 재의 kNN이 동일할 비율을 실

험을 통하여 분석한 내용이다. 실험은 kNN에서 

의 값을 16, 32, 64, 128로 변화시키면서 보이드 

수() 256, 512, 1024에 하여 시뮬 이션하여 아

래 식을 계산하여 [표 1]의 결과를 얻었다.

비율=
을구한수전체보이드수

와이동일한보이드수
×(%) 

[표 1] 동일 kNN에 대한 비율




256 512 1024

16 94.3% 92.3% 87.8%

32 91.6% 89.9% 83.1%

64 88.4% 88.5% 83.1%

128 89.0% 82.4% 76.9%

상기 식에서  는 임의의 보이드에 한 

시간 에서 kNN을 의미한다.   을 구

한 수는 알고리즘 FlockingPS의 라인 8을 실행한 

수와 같다.  와   이 동일한 보

이드 수는 라인 8과 라인 9 사이에서 의 이  

kNN과 라인 8에서 구해진 kNN을 비교하여 두 

kNN이 동일한 보이드 수이다. [표 1]로부터 이 

256일때에는 89% 이상의 보이드가 동일한 kNN을 

가지며, 이 1024인경우에는 76%이상의 보이드가 

동일한 kNN을 가지는 것을 알 수 있다. 이러한 

결과는 부분 보이드들에 한 kNN이 자주 변경

되지 않음을 보인다. 이것은 무리 짓기의 운행 

상을 찰할 때 느끼는 직 과 일치한다.

3. 개선된 공간분할 알고리즘

3.1 기본 개념

앞장에서 분석된 [표 1]은 공간분할 알고리즘

의 개선에 한 아이디어를 제공하고 있다. 즉, 만
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Algorithm EnhancedPS: Inputs: Flock, k,  
gsize Outputs: None

01: Grid(gsize, gsize, gsize)= {}

02: foreach q in Flock {

03:    (x, y, z)= MappingGrid(q.pos)

04:    Grid(x, y, z).AddBoid(q)

06: }

07: foreach q in Flock {

08:    S= getNearKNN(q, k, Grid) 

11:    r= |q.prevKnn - q|    // 
 



13:    S'= {}

14:    foreach s in S{

15:       if(|q - s| <= r) S'= S' U {s}

약 시간    시 에서 시간 에서 구해진 kNN

을 알고 있고, 그리고 간단한 부과 인 처리를 통

하여 kNN이 변경되지 않았다는 사실을 알 수 있

다면 시간  에서 구태여 kNN을 구하지 않고 

시간 에서 구해진 kNN을 그 로 사용함으로써 

FlockingPS의 성능을 개선할 수 있을 것이다. 이 

경우 앞의 실험 결과에 따르면 약 76%이상 kNN

을 구하는 비용을 일 수 있다. 이것이 본 논문의 

기본 개념이다. 다음 정리 1과 2는 이러한 기본 개

념을 이용할 수 있는 근거를 제시한다.

정의1. ={ ,  , ..., }를 시간   에서  

보이드 의 이라 정의한다.

정의2. ′ 는 시간 에서 보이드 ′와 사이

의 거리로 정의한다.

정의3. 임의의 보이드 집합 ={ ,  , ..., }에 

하여  는 시간 에서 의 치를  

심으로 의 모든 요소를 포함하는 최소

의 반경으로 정의한다.

정의4. 보이드 집합 ={ ,  , ..., }에 하여 

∥∥는 집합 의 요소수로 정의한다.  

정의 2, 3에 따라  는 max(   , 

   , ...,    )이다. 여기서 max는 입력 

 가장 큰 값을 리턴하는 함수이다. 상기 정의를 

바탕으로 다음과 같은 정리를 할 수 있다.

정리1.  는 시간 에서 를 심으로 반경  

  


의 구내에 존재하는 보이

드의 집합이라고 하면,  ⊆

 는 항상 성립한다. 여기서   

이다.(증명: 부록 참조)

FlockingPS에서 시간 에서  을 알

고 있다면 정리 1을 이용하여 함수 getNearKnn에

서 구해진 에 하여   


를 구하여 

이보다 멀리 떨어져 있는 보이드는  을 

구하는 것에서 제외 할 수 있음으로 의 크기를 

일 수 있다.

정리2.  는 시간 에서 를 심으로 반경 

  


의 구내에 존재하는 보이드

의 집합이고 ∥ ∥=이면  

≡ 이다.(증명: 부록 참조)

정리 2는 에 하여  , 에서 이 동일

할 조건을 제시하는 것이다. 따라서 정리 2의 결과

를 이용하면 FlockingPS의 라인 8에서 getKnn의 

실행을 일 수 있다.

3.2 개선된 알고리즘

본 에서는 정리 1, 2를 사용하여 개선된 

FlockingPS를 제안한다. 앞에서도 언 하 듯이 

정리 1, 2는 기본 으로 모든 보이드들은 이 의 

kNN을 가지고 있어야 한다. 본 논문에서는 각 보

이드마다 개의 포인터를 장하는 배열을 두어 

이를 리하는데 사용한다. 이를 prevKnn으로 표

시한다. [그림 3]은 개선된 알고리즘 EnhancedPS

의 의사 코드이다. 
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Algorithm EnhancedPS: Inputs: Flock, k,  
gsize Outputs: None

16:    }

17:    if(||S'|| > k){

18:       kNN= getKnn(q, k, S')

19:       q.prevKnn= kNN

20:
   }else{                // 






≡







21:       kNN= q.prevKnn

22:    }

23:    q.newdir= ComputeSteer(q, kNN)

25: }

26: // 이동행동: 각 보이드에 한 새로운 치 계산 

[그림 3] 개선된 공간분할 알고리즘

상기 알고리즘의 입력과 라인 1~6은 FlockingPS

와 정확히 동일하다. 라인 11~16사이의 내용이 정

리 1을 용하는 코드이다. 재의 시 이 라고 

하면 라인 11에서 은 정리 1에서   


를 의미한다. 라인 13~16은 정리 1의 성질을 이용

하여 의 크기를 이는 과정이다. 라인 17~22 사

이의 코드가 정리 2를 용하는 것이다.  ′⊆ 

이지만 정리 1에 따라 ∥ ′∥≥는 항상 만족

된다. 따라서 ∥ ′∥ 인  라인 17~20의 경우

에는  ′내에  에 속하지 않는 보이드가 

있다는 것이므로 함수 getKnn을 이용하여 

 를 구하여야 하며 한 시간    

에서 EnhancedPS의 실행을 하여 prevKnn에 

장하여야 한다. ∥ ′∥ 인 라인 21의 경우

에는 정리 2의 성질에 따라  를 구할 필

요 없이 prevKnn을 kNN으로 사용한다. 이 경우

가 부분 76%이상 될 것이다.

4. 실험에 의한 성능 비교

성능 비교를 하기 하여 기존의 FlockingPS

와 제안하는 EnhancedPS를 구 하 다. 두 알고

리즘은 도우즈상에서 Visual Studio 2005를 사

용하여 구 하 다. 구  언어로는 C++와 STL 

(standard template library)을 사용하 으며 보이

드에 한 더링을 하여 OpenGL을 사용하

다. 실험은 펜티움4 2.5GHZ CPU와 2GB 메모리

를 가진 개인용 컴퓨터에서 실행하 다.

s= getCurrentTime();

for{count=0;count<1,000;count++){

   // (1) Process input

   (2) Update Boids // Call FlockingPS 

                     // or EnhancedPS

   // (3) Render Boids and Terrain

}

duration= getCurrentTime()-s;

frames= count/duration;

[그림 4] 성능측정 방법

체 으로 로그램의 실행은 [그림 4]와 같

은 형식으로 구성하 다. [그림 4]에서 알 수 있듯

이 성능은 당 몇 번 FlockingPS( 는 EnhancedPS)

를 실행할 수 있는가를 측정하는 것이다. 모든 실

험은 1,000번씩 알고리즘을 실행하여 소요된 시간

으로 나 어서 당 실행 수를 측정하 다. [그림 

4]에서 “(1) Process Inputs"는 일반 으로 사용자

가 가하는 입력에 한 처리이다. 실험동안 사용자 

입력이 있는 경우 성능 측정에 향을  수 있다. 

한 “(3) Render Boids and Terrain" 부분은 보

이드의 형태(물고기, 새)나 게임 공간의 복잡도에 

따라 실행 시간이 달라진다. 따라서 정확한 성능 

비교를 하기 해서 [그림 4]에서 (1)과 (3)을 실제 

성능 측정에서 제외하 다.

성능 측정의 변수로 보이드 수 과 kNN의 

를 사용하 다. 이것은 보이드 수는 게임 내용이나 

게임 규모에 따라 정해지며, kNN의 는 보이드의 

행동을 제어하는데 사용될수 있기 때문이다. 는 

FlockingPS의 당 실행 임수를 표시하며, 

는 EnhancedPS의 당 실행 임수를 표

시한다. 한 FlockingPS에 한 EnhancedPS의 

성능 개선 비율을 다음과 같이 계산한다.
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성능개선 비율()=



 

×  (%)

[표 2] =50에 대한 성능 개선 비율

   (%)

128 117.9 160.4 26.5

256 38.9 55.2 29.6

512 14.8 22.4 33.8

1024 7.1 10.2 30.8

[표 2]는 를 50으로 고정한 후 다양한 에 

하여 두 알고리즘의 당 실행 임 수  성

능 개선 비율을 보이고 있다. 두 알고리즘 모두 

이 증가함에 따라 당 실행 임 수가 어드

는 것을 볼 수 있다. 이것은 두 알고리즘 모두 

 의 시간 복잡도를 갖기 때문이다. 제안된 

알고리즘이 약 30%정도의 성능 개선이 있다는 것

을 [표 2]로부터 알수 있다. [표 1]에 의하면 약 

76%의 성능 개선이 기 되나 약 30%밖에 안되는 

것은 EnhancedPS의 라인 8에서 getNearKnn의 

비용이 지 않기 때문이다.

[그림 5]은 의 변화에 따른 다양한 성능 개선 

비율을 보이고 있다. 그래 에서 가로축은 의 값

을 표시하며, 세로축은 성능 개선 비율()을 표시

한다. 이 128이고 가 10인 경우 성능 개선 비

율이 약 15%로 가장 낮게 나타나는데 이 경우에

는 와 값이 작아서 두 알고리즘의 실행시간이 

모두 작아 성능이 거의 비슷하게 나오기 때문이다. 

이 256이고 가 90인 경우에는 약 37%이 성능 

개선 효과를 보이고 있다. 이 128인 경우 성능 

개선 효과가 15%～30%로 비교  변화가 큰 편이

나, 그 외의 경우 부분 약 25%～35%사이의 성

능 개선 효과를 보이고 있다. 이것은 제안된 

EnhancedPS가 기존의 FlockingPS보다 약 30%

정도의 성능 개선을 다고 할 수 있다.
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[그림 5] 의 변화에 따른 성능 개선 비율

5. 결  론

본 논문에서는 무리 짓기에서 가장 잘 알려진 

공간분할 방법에 한 개선된 알고리즘을 제안하

다. 제안한 알고리즘의 핵심 개념은 일반 으로 무

리 짓기에서 무리 속의 개체인 보이드들이 지속

으로 움직여 방향과 치가 달라지나 그들의 다음 

방향을 결정하는 개의 가장 가까운 이웃인 kNN

은 자주 바 지 않는다는 사실을 이용하여 성능을 

개선하 다. 이를 하여 모든 보이드들은 이 에 

구했던 kNN을 다음 kNN을 구할 때까지 장하

도록 하 으며, 이것을 이용하여 새로운 kNN을 

구하는 비용을 다. 제안된 방법의 정당성은 정

리를 통하여 증명하 다. 실험을 통한 성능 비교 

결과 제안된 방법이 기존의 방법보다 약 30%의 

성능 개선 효과를 주는 것을 알 수 있었다.
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부  록

정리1의 증명:  ={ ,  , ..., }이라 

하면   


=  (  


, 

  


, ...,   


)이다. 임의의 에 하여 

  


=   


라 하자. 이것의 의미

는 시간 에서  ,  , ...,  에서 가 와 가

장 멀리 떨어져 있다는 의미이므로 를 심으로 

반경   


의 구내에  ,  , ..., 가 존재한다

는 것을 의미한다. 즉,  = ∪라

고 할 수 있다(그림 6 참조). 여기서 는 

 ∩={}인 임의의 보이드 집합이다. 

따라서 ∥ ∥=∥ ∥+∥∥= 

+∥∥≥이다. 이것은 시간 에서 를 심

으로 반경   


내에는 개 이상의 보

이드가 존재한다는 것을 의미한다. 따라서 

 의 정의에 따라 이에 속하는 개의 보

이드도 이 반경내에 속하게 된다. 그러므로 

 ⊆   성립한다.
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[그림 6] 시간 에서  과 의 예

정리2의 증명: [그림 3]과 같이  =

 ∪라고 할 수 있다. 여기서 는 

 ∩={}인 임의의 보이드 집합이다. 

따라서 ∥ ∥= ∥ ∥+∥∥=

+∥∥≥가 성립한다. 여기서 ∥ ∥= 

라고 하 으므로 ∥∥=0이 되고 = {}가 된

다. 따라서  = ∪=    

되므로 ∥ ∥  = ∥ ∥=   이다. 

한 정리 1에 따라  ⊆  가 성립

하므로  ⊆ 가 성립한다. 두 

집합  와  에서 

∥ ∥= ∥ ∥이고  

⊆ 인 경우는  ≡   

경우 밖에 없다.
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