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통신과 신호처리 분야에서 다양한 LMS 적응 알고리즘이 단순성과 강인성 때문에 사용되고 있다. 하지만 LMS 알고리즘의 

느리고 균일하지 못한 수렴 특성은 잘 알려져 있다. 수렴 속도를 높이기 위하여 여러 가지 가변 스텝 사이즈 LMS 적응 

알고리즘이 제안되고 연구되어왔다. 스텝 사이즈를 조절하기 위하여 오류 차이를 활용한 가변 스텝 사이즈 LMS 알고리즘을 

제안한다. 제안된 LMS 알고리즘은 다른 알고리즘과 비교하였을 때 실험 결과로 볼 때 수렴속도가 빨랐다. 또한 제안된 

알고리즘에 대한 이론적 성능을 평형상태에 대하여 분석하였다.

핵심용어: 적응필터, 최소제곱오차 알고리즘, 적응 등화기, MSE 수렴

투고분야: 음향 신호처리 분야 (1.4)

In communications and signal processing area, a number of least mean square adaptive algorithms have been used 
because of simplicity and robustness. However the LMS algorithm is known to have slow and non-uniform 
convergence, Various variable step size LMS adaptive algorithms have been introduced and researched to speed up 
the convergence rate. A variable step size LMS algorithm using the error difference for updating the step size is 
proposed. Compared with other algorithms, simulation results show that the proposed LMS algorithm has a fast 
convergence. The theoretical performance of the proposed algorithm is also analyzed for the steady state.
Keywords： Adaptive Filter, LMS Algorithm, Adaptive Equalizer, MSE Convergence
ASK subject classification* Acoustics Signal Processing (1.4)

I.서론

적응 등화기, 잡음제거 등 변화하는 통신시스템 환경 

에서는 신호의 통계적 특성이 바뀌거나 알지 못한다. 이 

러한 경우에 적응 알고리즘이 널리 사용되고 있다. 적응 

알고리즘 중에서 가장 많이 사용되는 방식이 IA4S (least 

mean square) 적응 알고리즘이다. LMS 적응 알고리즘 

은 그 단순성 때문에 필요한 계산이 간단하여지며, 환경 

변화에 강인한 특성을 보인다 [1], 그러나 일반 LNS 적응 

알고리즘은 최적계수로의 접근이 상대적으로 느리고 수 

렴 특성 또한 균일하지 못한 단점을 가지고 있다.

IWS 적응 알고리즘에서 평형 상태의 최종 평균제곱오 

차 (mean square error, MSE)는 사용되는 스텝 사이즈 

에 따라 달라진다. 일반적으로 스텝 사이즈를 크게 하면
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수렴 속도는 빨라지지만 최종 MSE 값도 크게 된다. 따라 

서 수렴속도와 최종 MSE 값을 절충하여 스텝 사이즈를 

결정하게 된다. I监 적응 알고리즘의 고정 스텝 사이즈 

는 경험적으로 결정하곤 한다. 이러한 고정 스텝 LMS 

적응 알고리즘의 근원적인 문제점을 해결하기 위하여 스 

텝 사이즈를 바꾸는 가변 스텝 사이즈 (variable step size, 

VSS) LMS 적응 알고리즘이 많이 연구되어 왔다. VSS 

WS 적응 알고리즘에서 스텝의 사이즈는 일반적으로 오 

류값의 크기, 기울기, 상관관계, 부호값 등의 다양한 접 

근 방식을 활용하여 스텝 사이즈를 가변한다 [2-5]. 가변 

스텝은 LMS 적응 알고리즘의 수렴 속도를 높이기 위하 

여 초기 단계에서는 큰 값을 사용하고, 최적 계수에 가까 

이 다가 갈수록 스텝의 사이즈를 줄인다. 스텝의 사이즈 

를 가변함으로 VSS LMS 적응 알고리즘은 빠른 수렴속도 

와 작은 최종 MSE 값을 얻을 수 있게 된다.

여러 가지 다양한 방식의 VSS LMS 적응 알고리즘 방 

식들이 최근까지 제안되 었다. 본 논문에서는 Atoulnasr과 
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Mayyas의 VSS LMS 적응 알고리즘을 기본으로 하여 오 

류값의 차이를 활용한 가변스텝 방식을 제안함으로 성능 

향상을 얻고자한다 [4], 또한 제안한 g 1队妥 적응 알고 

리즘의 특성을 수식적으로 분석하고자 한다. 

식 ⑹의 NLMS (normalized LMS) 적응 알고리즘은 스텝 

〃가 입력 백터 X(n) 의 크기에 직접적으로 영향을 받는 

일반적인 특성을 보완하기 위하여 고정 스텝 〃을 입력 

백터 X(n) 의 크기로 정규화하여 사용한다 [1],

II 가변 스텝 사이즈 니旭 알고리즘

일반적인 LMS 적응 알고리즘은 다음과 같이 수식적으 

로 나타낼 수 있다.

W(n + 1) = W(n) + iJ,e(n)X(n) (1)

여기서 彳3) 은 적응 알고리즘에서 시간에 따라 달라지 

는 계수 벡터이며, 〃는 고정 스텝 값이다. e(n)은 출력 

오류 값이며, X(n)은 입력 신호 벡터다. e(n) 식은 아래 

와 같다.

e(n) =d{n)—XT{n) W{n) (2)

여기에서 d(、n)은 원하는 신호 값이며 식 ⑶의 W方는 

최적 계수이며 ES) 는 측정 오류이다.

dM=XT(n)Wopt+CM (3)

최적 계수와 현재 계수 사이의 차 而3) 는 다음과 같다.

n\n)=Wopt- Mn) (4)

가변 스텝 사이즈 (棉s) LMS 적응 알고리즘은 고정 스 

텝을 대신하여 시간의 함수인 /i(n) 으로 스텝을 나타낸다.

J>T(n + l) = W{n) +^(n)e(n)X(n) (5)

지금까지 많은 VSS LMS 적응 알고리즘들이 연구되어 

왔다. 오류값을 활용하여 가변스텝을 계산하는 대표적인 

방식 몇 가지를 살펴본다. 오류값 e M 은 적응 알고리즘 

이 동작할 때 초기에는 큰 값을 가지며, 최적계수에 가까 

이 가면 점점 작아진다. 오류값은 가변스텝을 예측할 수 

있는 좋은 변수이지만 잡음에 매우 민감하다. 이러한 성 

질을 갖는 오류값을 예측하여 가변 스텝 계산에 활용하기 

위한 다양한 방식들이 제안되어 왔다. 이들 방식 중에서

e+D5S)+爲产 S)X(n) ⑹

오류값을 가변스텝에 활용하는 방식 중에서 Kwong 방 

식에서는 식 ⑺처럼 오류값의 제곱값 e"沥을 가변 스텝 

사이즈 계산에 사용한다 ⑵.

〃(儿 + 1) = a“(n)+*2(") (7)

여기서 0<a<l, 7> 0, 그리고〃n <〃(n) </瞄林 

이다.

Mathews 방식에서는 식 ⑻에서처럼 제곱 오류값에 

대한 기울기 벡터를 활용하여 가변 스텝을 계산한다 [3].

”y d
小+1)=戚)-万瓦布 e2M ⑻

식 ⑼과 (10)의 Aboulnasr 방식에서는 인접한 오류값 

의 상관계수를 사용한다 M.

= ap,(n) +yp2M (9)

p(n) = — 1) +(1 —/3)e(n)e(n — 1) (10)

Haweel 방식에서는 식 (11)과 같이 오류값의 부호값 즉 

sZgn(e(n))을 사용하여 가변 스텝을 계산한다 [5],

/i(n + l) =a/x(n) +rysign(e(n')) (11)

가변 스텝 계산에 필요한 계산량을 줄이기 위하여 

Haweel 방식처럼 매우 단순한 방식을 사용하기도 하지 

만, 보다 복잡한 가변 스텝 사이즈 방식이 성능향상을 위 

해서 제안되고 있다. 하지만 계산량이 많아지는 문제점 

을 가지고 있다 [6], 계산량 증가와 양호한 수렴특성 간의 

적절한 절충을 얻을 수 있도록 Aboulnasr의 VSS LMS 

적응 알고리즘을 개선하여 성능이 향상된 가변 스텝 사이 

즈 알고리즘을 제안하고자 한다. 제안하는 VSS LMS 적 

응 알고리즘은 Aboulnasr의 알고리즘에서 식 (10)이 식 
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(12)로 대체된다. 식 (12)에서는 가변 스텝 사이즈를 구하 

기 위하여 오류값의 차이를 활용한다. 오류값의 차이는 

오류값의 기울기를 거칠게 근사하는 값으로 생각할 수 

있다. Mathews 방식에서는 决(厲 을 기울기 认n) 으로 

미분하고 있는데 面) 은 제곱 오류값 e"厲 에 비하여 

상당히 천천히 변한다. 따라서 제안한 방식의 오류값 차 

이가 Mathews 방식의 미분 방식 기울기 계산 방식을 근 

사하고 있다고 생각할 수 있다.

pM =/3p(n-l) + (l-/3)(e(n)-e(n-l))2 (12)

본 연구에서는 Aboulnasr 방식과 비교하기 위하여 

Kwong 방식을 변형한 식 (13)의 방식을 사용한다. 식 ⑺ 

의 Kwong 방식에서는 가변 스텝 사이즈 계산식에 e2(n) 

항이 바로 사용되고 있다. 변형 Kwong 알고리즘에서는 

식 ⑼와 식 (13)을 사용하며, e2(n) 항이 p(n) 에서 사용 

된다. 이는 pM 을 사용하는 Aboulnasr 방식과 같은 틀 

에서 적응 알고리즘의 성능을 비교하고자 함이다. 또한 

Aboulnasr 방식의 p(n) 계산에서 e(?i)e(n—l)을 决(也 

으로 대체하였을 때 성능도 살펴보기 위함이다.

p(n) =/3p(n-l) + (l-/3)e2(n) (13)

ni 제안한 알고리즘의 성능분석

제안한 VSS LMS 적응 알고리즘 계수의 평균 수렴 

은 가변 스텝의 평균 研〃(n)}이 잘 알려진 조건인 

0 < E{^n)}< — 구간에 있으면 보장된다 [1][4]_ 여기 

서 入max는 입력신호의 상관매트릭스 R = 4x(n)Xr(n)} 

의 최대 고유치이다. 적응 알고리즘 계수의 평균 수렴은 

평균제곱오차 (觇©의 수렴을 보장하지는 못한다. 이제 

평균제곱오차의 수렴 조건을 수식적으로 분석하고자 한다. 

적응 알고리즘의 MSE는 식 (14)와 같이 나타낼 수 있다.

E{e2(.n)}=emiB+eexM (14)

여기서 5 =虱貞也}이며, 京(“)은 초과 MSE이다. 

MSE 수렴의 조건은 식 (15)로 나타낼 수 있다 [2][4].

0 < 夙#(8)} < 2
剧〃(8)} - 3切(3) (⑸

식 (15)의 虱两 8)} 과 研以8)} 는 归挤(沥}과 

E{〃(n)}을구한후 평형상태 값으로 얻게 된다 4m2U)} 

과剧을 얻기 위하여 오류 eM 신호는 상호 상관 

되지 않았다고 가정한다. 즉 E{e{n-i)e(.n-j}}=0, 

Vi = 顶이 된다. 가변 스텝 사이즈 계산식 ⑼에서 人]용하 

는 7는 매우 작은 양수 값이므로 을 갖는 곱항은 

e{^M} 얻는 과정에서 버릴 수 있다 [4], 이제 식 ⑼와 

(12)로부터 몇 번의 계산과정을 거치면 虱〃2(厲}과 

E员S)} 에 대하여 다음 식들을 얻을 수 있다.

+ 山")}+T(1—0)2 •

刃/笋/-])}[ (16)
? = o

(冗 +1) }力 qX 夙片(厲}+ 2ci7(l — f3)2E{fiM } •

n —1
X/?2，k{e4(n-i)}+4e4(n-z-l)}] (17)
i = 0

식 (16)과 (17)에서 —z)}과归"&一6-1)}은

9
0 < E{^n) }< -—— 조건을 만족할 때 식 (18)을 사용하 

^max

여 그 값을 얻을 수 있다 [2],

Xe-1(n)}=3(emin +eeT(n))2 +6Cr(n) C(n) (18)

여기서 G(n)은 E{AV{n) 俨膈)}의 대각선 요소를 갖 

는 벡터이며, V(n) = QTW{n) 이며 입력 벡터의 상관 

매트릭스 R= 01Q7로 나타낼 수 있다. 적응 알고리즘 

의 계수가 변하지 않는 (stationary) 조건 하에서 평형상 

태 즉 71—8 일 때 식 ⑷로부터 而(oo) = 0으로 생각할 

수 있다. 따라서 식 (18)에서 旬济(8)}는 아래와 같이 

나타낼 수 있다.

꺼『(8)}= 3(响+喝«。))2 (19)

식 (16), (17), (19)를 사용하여 약간의 수식적 과정을 거 

치면 硏认8)}과 瓦〃2(8)} 에 대한다음식을 얻을수 

있다.

E｛卩(8 ) ｝匚
6^(1 —/3)(%命+亳J。。))？ 

(1 —a)(l+/3)

回湿(8)卜
72oq2(1 -仞2(5 + 京(8))4 

(1—q2)(i —a)(l+/3)2

(20)

(21)
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이로서 식 (15)의 MSE 수렴에 필요한 모든 식들이 구하 

여졌다.

적응 알고리즘의 불일치 (misadjustment)는 다음과 같 

이 정의 된다.

몇 가지 계산 과정을 거쳐서 식 (27)로 표현 된다 [4],

L队
必爵@)+2或(8)}&讪 (27)

(22)

식의 단순화를 위하여 탕」8)《emm을 가정 한다 

⑷. 그러면 식 (20)과 (21)에서 다음 식을 얻는다.

虱〃2(°。)} 

囲〃(8)} (23)

〜12如島讪(1一0)
V~ (l-a2)(l+/J) (24)

L은 적응 알고리즘 계수의 차수이며, 廿은 시변 계수 

일 경우에 더해지는 잡음의 평방편차 (variance)이다. 

식 (20)과 易(8)《 emin 조건을 사용하면 식 (2刀에서의 

囲〃(8)}는 더욱 간략화 된다.

G ( \\ 6了(1一仞島队
曲(8)X (一損(1+仞 (28)

시불변 계수의 적응 알고리즘에서는 诚 = 0 이므로 불 

일치 (misadjustment)는 식 (29)의 간략화 형태로 된다.

Aboulnasr 방식에서는 g가 식 (25)으로 표현된다 [4], 

이것은 제안한 방식과는 정수배 차이를 가진다.

(25)

변형 Kwong 방식에 대하여서도 제안한 방식과 같은 

지금까지의 수식 과정을 거치면 식 (26)을 얻을 수 있다. 

이것 또한 Aboulnasr 방식의 y 식과는 정수배 차이를 가 

지고 있다.

粉(7?) (29)

식 (14)와 식 (22)를 사용하면 평형상태일 때 적응 알고 

리즘의 MSE는 식 (30)으로 나타낼 수 있다.

^(e2(a>)}=(l+Af)emin (30)

IV 실험 결과

6叫島 in(l") 

(1 —a2)(l+/3)
(26)

작은 불일치 (nisadjustment) 값에서는、必丿 < 1 이다.

3

入丿는 氏의 고유치이다. 그러면 불일치 (misadjustment)는

제안한 VSS LM顺 적응 알고리즘의 성능을 적응 등화기 

에 적용하여 성능을 실험하였다.

그림 1에서 입력 弑沥은 랜덤 비트열로서 x(n)=±l 

값을 가지면 평균은 0이며, 분산은 1이다. 사용한 통신채 

널의 임펄스 응답 모델은 raised cosine 식으로 식 ⑶)과 

같이 나타낼 수 있다 [1],

sS)
그림 1. 적응등화기의 구성도

Fig. 1. Block diagram of adaptive equalizer.
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e)=』l+cos(^(n-2)「n = l,2,3 ⑶) 

〔0, otherwise

식 ⑶)에서 계수 月는 통신채널에서 신호 크기에 대한 

왜곡을 통제한다. B 값이 증가하면 왜곡도 커진다. B 

값은 실제 적응 등화기 입력의 상관 매트릭스의 고유값 

분산을 통제한다. 그림 1의 양극 신호입력，(시 이 채널 

을 통과한 후 가우시안 잡음 e(n) 이 더해진다. VSS LMS 

적응 알고리즘이 적용된 적응 등화기는 채널의 왜곡을 

보상하여 준다. 원하는 신호 d(n)은 :r (n) 의 지연된 신 

호값으로부터 얻는다.

VSS LWS 적응 알고리즘의 성능을 평가하기 위해 사용 

흐]는 학습 곡선 (learning curve)은 대표적인 평가기준이 

다 식 (32)의 학습 곡선은 실험 입력 샘플을 여러 번 반복 

하여 실현한 후 그 오류값을 평균하여 얻는다. 시간 평균 

J(ji)은 식 (30)의 归6气8)}을 근사한다.

]K
而)=—订搭" n = l, •..,△「一1 (32)

식 (32)에서 N은 사용한 샘플 수를 나타내며, e：(”)은 

i 번째 실현 샘플일 때 시간 /1 에서 제곱 오류값이다. K 

는 반복 실현 회수를 나타낸다. 본 실험에서는 K= 100 

으로 하였다 성능평가를 위하여 VSS 显 적응 알고리즘에 

서 人용한 각 상수 값들은 « = 0.97, 0 = 0.999, Mmin = 1(产,

= 1", B=3.1 이다 a와/3 값은 Aboulnasr이 사용 

한 값과 비교하여 적절히 선택하였다. 7 값은 실험하는 적 

응 알고리즘들이 같은 불일치 (misadjustment) M 값을 

갖도록 선택하였으며, 이는 식 (32)의 평형상태 JM 값이 

같아지도록 한다. 같은 M 값을 위하여서는 식 (24), (25) 

그리고 (2©의 會가 같은 값을 가지면 된다. 이들 식에서 

，는 서로 정수배 차이를 가지므로 제안한 적응 알고리즘 

에서는 7= 0.08, 변형 Kwong 적응 알고리즘은 十 = 0.24, 

그리고 Aboulnasr의 적응 알고리즘은 了= 0.48로 하였 

다 NLMS 방식을 제외한 3개의 적응 알고리즘에서의 초 

기 스텝 사이즈〃(0)은 0.01로 선택하였고 통신채널에 더 

하여지는 가우시안 잡음 ?(«) 의 분산은 1(厂3 로 하였다. 

적응 등화기의 차수는 11이다. NLMS 방식에는 평형상태 

에서 JM 값을 같게 하기 위하여 〃(0)=0.1 로 하였다. 

본 실험의 적응 등화기에서 식 (31)의 통신채널에서 나오 

는 적응 등화기 입력에 관한 tr(R)값은 더해지는 매우 

작은 잡음 <(沥을 무시하면 12.7248이다 [1], 적응 알고 

리즘에 사용된 계수들을 식 (29)에 넣어서 〃을 계산하면 

식 (30)으로부터 8渣(8)}= 1(厂3을 얻는다. 여기서 

虱e2(8)}<l(「3이며, 夙e2(8)}는 평형상태에 도달 

할 때 수식적으로 예측할 수 있는 최종 MSE 값이다.

그림 2는 샘플 수 N= 3000 일 때, 제안한 방식, 변형 

Kwong 방식, Aboulnasr 방식 그리고 NLMS 방식의 LMS 

알고리즘을 적응 등화기에 적용하였을 때의 학습곡선이다.

그림을 2를 살펴보면 제안한 방식이 가장 빠른 속도로 

최적 계수에 수렴되고 있으며, 그 다음으로 변형 Kwong 

방식, Aboulnasr 방식, 그리고 NLMS 방식 순이다. NLMS 

방식은 적응 알고리즘을 비교할 때 사용하는 대표적인 

기준 방식이다. 평형상태에서 각 적응 알고리즘이 실현 

한 MSE 값의 평균인 는 1(「是 정도이다 이는 그림 

1의 통신채널 출력에 더해지는 잡음 CM 의 분산으로부터 

알 수 있는 평형상태의 이상적인 MSE 값인 1(厂3과는 약 

간의 오차를 가지고 있다 그림 2의 학습곡선들은 n = 1500 

이후에는 평형상태에서 같은 값에 수렴하고 있음을 보여 

주고 있다.

그림 3은 각 적응 알고리즘에 해당되는 가변 스텝 사이 

즈의 변화를 보여준다. 제안한 방식이 가장 빠르게 스텝 

사이즈가 상승한 후 점진적으로 하강하고 있다. 그 다음 

으로 변형 Kwong 알고리즘의 가변 스텝이 사이즈가 상승 

후 점진적으로 내려가고 있다. 이는 그림 2의 학습곡선 

특성 차이를 설명해주고 있다. 가변 스텝의 변화는 그림 

2의 丿(n) 에 비하여 상당히 느리게 변화하고 있다. 이것 

은 제안한 방식의 오차값 차이가 Mathews 방식의 기울기 

계산을 근사하고 있다고 생각할 수 있게 한다. NLMS 방 

식의 스텝 값 계산에서는 고정 스텝값을 정규화하기 위하

그림 2. VSS LMS 알고리즘의 학습곡선 비교 (a) 제안한 방식 (b) 
변형 Kwong 방식 (c) Aboulnasr 방식 (d) NLMS 방식 

Fig. 2. Comparison 아 learning curves in VSS LMS algorithm
(a) Proposed method (b) Modified Kwong's method 
(c) Ab이Jlnas「0 method (d) NLMS method.
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그림 3. VSS LMS 알고리즘의 스텝 사이즈 곡선 (a) 제안한 방식 

(b) 변형 Kwong 방식 (c) Aboulnasr 방식
Fig. 3. Step size curves of VSS LMS algorithm (a) Proposed 

method (b) Modified Kveng's method (c) Abo니nas「's 
method.

여 l|X(n)||2 =tr(R、) = 12.7248를 사용하는데, 본 적응 

등화기에서는 거의 일정하여 입력 백터의 크기에 따라서 

는 스텝 값이 거의 변하지 않으므로 그림 3에 포함하지 

않았다.

그림 4는 적응 등화기의 통신채널 특성이 갑자기 달라 

졌을 때 제안한 적응 알고리즘의 학습곡선을 나타내고 

있다. 사용한 전체 샘플 수는 N= 10000이며, n = 5000 

샘플 일 때 통신채널을 특성을 바꾸기 위하여 식 ⑶)에서 

3= 2.7로 바꾸어 적응등화기의 입력을 변화시켰다. 제 

안한 알고리즘은 급격한 시스템 변화에도 가장 잘 적응하 

고 있음을 그림 4는 보여주고 있다. 변형 Kwong 방식과 

Aboulnasr 방식은 그림 4에서 비슷한 특성을 보이고 있다.

V. 결 론

오류 차이를 활용한 가변 스텝 사이즈 L&8 적응 알고 

리즘을 제안하고, 그 수렴 특성을 이론적으로 분석하였다. 

제안한 알고리즘을 적응 등화기에 적용하여 다른 알고리 

즘과 비교하였을 때 가장 빠른 수렴속도를 보였다. 제안 

한 알고리즘은 또한 시스템의 급격한 변화에도 잘 적응하 

였다.
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그림 4. 급격한 시스템 변화시의 VSS LMS 알고리즘의 학습곡선 
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Fig. 4 Comparison of learning curves of VSS LMS algorithm 
in abrupt system change, (a) Proposed method (b) 
Modified Kwong's method (c) Aboulnasr's method (d) 
NLMS method.
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