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Abstract

In conventional structural design, deterministic optimization which satisfies codified constraints is performed to ensure safety
and maximize economical efficiency. However, uncertainties are inevitable due to the stochastic nature of structural materials
and applied loads. Thus, deterministic optimization without considering these uncertainties could lead to unreliable design.
Recently, there has been much research in reliability-based design optimization (RBDO) taking into consideration both the reli-
ability and optimization. RBDO involves the evaluation of probabilistic constraint that can be estimated using the RIA (Reli-
ability Index Approach) and the PMA(Performance Measure Approach). It is generally known that PMA is more stable and
efficient than RIA. Despite the significant advancement in PMA, RBDO still requires large computation time for large-scale
applications. In this paper, A new reliability-based design optimization (RBDO) method is presented to achieve the more sta-
ble and efficient algorithm. The idea of the new method is to integrate a response surface method (RSM) with PMA. For the
approximation of a limit state equation, the moving least squares (MLS) method is used. Through a mathematical example and
ten-bar truss problem, the proposed method shows better convergence and efficiency than other approaches.

Keywords : reliability-based design optimization, performance measure approach, response surface method, moving least
squares approximation
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요 지

기존의 구조물의 설계에서는 안전성 및 경제성 등을 향상시키기 위해서 시방서에 명시된 설계지침을 제약조건으로 하여
확정론적 최적설계를 수행하는 것이 일반적이다. 하지만, 구조물의 설계에는 본질적으로 재료성질, 작용하중 및 시공오차 등
의 불확실성이 내포되어 있으며, 이러한 불확실성과 경제성을 동시에 고려한 설계가 보다 더 합리적인 설계라 할 수 있다.
기존의 확정론적 최적설계에서는 이러한 불확실성을 고려하기 위하여 결정론적인 안전율을 도입하여 설계하지만, 이러한 경
우 각 한계상태 및 파괴모드에 대한 일관된 안전성 및 신뢰도 수준을 확보하지 못한다. 최근에 이러한 불확실성 및 경제성
을 동시에 고려하는 신뢰도 기반 최적설계에 대한 연구가 수행되고 있다. 신뢰도 기반 최적설계는 확률구속조건을 평가하는
방법에 따라 RIA(reliability index approach) 및 PMA(performance measure approach)로 구분된다. 일반적으로 PMA가
RIA 보다 안정성 및 효율성 측면에서 더 우수하다는 비교연구가 수행된 바 있다. 하지만 아직도 대형구조해석을 필요로 하
는 경우에는 계산비용이 과다하여 최적설계가 불가능하므로 보다 개선된 신뢰도 기반 최적설계 알고리즘이 필요하다고 할
수 있다. 본 연구에서는 계산비용을 줄이면서도 안정적으로 수렴하는 개선된 신뢰도 기반 최적설계 알고리즘을 제안한다.
PMA에 적합한 응답면 기법을 개발하였으며, 한계상태식의 근사는 이동최소자승근사법을 사용하였다. 이로부터 더 적은 표본
점의 추출만으로 더욱더 정확한 응답면 함수를 얻게 되어 정확도 및 효율성을 개선할 수 있었다. 수학적 문제 및 10-bar
truss 문제에 대하여 제안된 방법을 적용한 결과, 수렴성 및 효율성 측면에서 우수한 성능을 보여줌을 확인하였다.

핵심용어 : 신뢰도 기반 최적설계, PMA, 응답면 기법, 이동최소자승근사법
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1. 서 론

사회기반시스템을 이루는 교량 및 건축물 등의 안전하고

효율적인 설계를 위해서는 다양한 외부하중, 재료특성 및 제

작오차 등의 불확실성을 반드시 고려해야 한다. 기존의 구조

물 설계에서는 불확실성을 고려하기 위해서 과거의 경험적

사실에 기반한 안전계수를 사용하거나, 특정 한계상태식에

대한 신뢰도 지수가 목표 신뢰도지수 이하가 되도록 조정된

저항 및 하중계수를 사용하여 왔다(AASHTO LRFD bridge

specifications, 2004). 하지만, 과거에 설계경험이 없는 새로
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운 구조물의 경우에는 저항 및 하중계수 선정에 한계가 있

으며, 구조물의 과다설계 혹은 과소설계를 유발하여 안전성

및 효율성에 좋지 않은 영향을 미치게 된다. 이러한 문제점

을 극복하고 보다 합리적인 구조물의 설계를 수행하기 위해

서는 설계 시 고려해야 할 불확실성을 확률론적인 관점에서

접근할 필요성이 있다(강수창 등, 1995; 김동석 등, 2006;

함대기 등, 2006).

이러한 확률론적인 접근을 위해서는 먼저 구조물의 설계

시 고려해야 할 불확실성을 통계적인 확률변수로 처리해야

한다. 이는 기존의 수집된 데이터 혹은 가정을 통해서 정의

되며, 될 수 있는 한 합리적으로 결정되어야 한다. 또한 구

조물의 성능에 영향을 미치는 한계상태가 정의되어야 하고,

그 한계상태를 경계로 구조물의 안전과 파괴가 구분된다. 이

때, 구조물의 특정 한계상태에 대한 파괴확률 및 신뢰도 지

수를 구하는 것을 신뢰성 해석(Reliability analysis)이라 하

며, 이를 통하여 각각의 불확실성들을 나타내는 확률변수들

이 구조물의 안전에 어떠한 영향을 미치는지 정량적으로 평

가할 수 있다. 이러한 신뢰성 해석을 직접적으로 구조물의

설계에 적용하기 위해서는 구조물의 여러 한계상태에 대하

여 신뢰성 해석을 수행하여 목표 파괴확률 혹은 신뢰도 지

수를 만족 할 때까지 계속적인 설계변경을 수행해야 한다.

이는 매우 시간이 오래 걸리는 작업이므로, 보다 합리적인

설계 값을 구하기 위해서는 신뢰성 해석과 최적설계의 결합

이 필수적이다. 일반적으로 이러한 알고리즘을 신뢰도 기반

최적설계(Reliability-Based Design Optimization, RBDO)라

하며 기존의 확정론적 최적설계와는 다르게 확률구속조건을

갖고 있다(조효남, 1999; Moses, 1997; Frangopol 등,
2003).

신뢰도 기반 최적설계는 확률구속조건을 평가하는 방법에

따라 RIA(reliability index approach) (Enevoldsen 등, 1994;

Chandu 등, 1995, Lin 등, 1996) 및 PMA(performance

measure approach) (Tu 등, 1999; Lee 등, 2002; Youn 등,

2003; Youn 등, 2004)로 구분된다. 일반적으로 토목구조물

의 신뢰도 기반 최적설계에 사용되어 왔던 RIA는 신뢰도

지수를 이용하여 확률구속조건을 평가하는 방법이다. 하지만

RIA는 최적설계를 찾아가는 매 과정마다 신뢰도 지수를 구

하기 위한 최적화 과정이 필요하며, 이는 수렴속도가 느리며

가끔은 수렴을 하지 않는 문제가 있음이 연구된 바 있다

(Youn 등, 2003; Youn 등, 2004). 이러한 단점을 극복하기

위하여 비교적 최근에 개발된 PMA는 목표 신뢰도 지수를

만족하는 확률성능치(probabilistic performance measure)를 도

입한 방법으로 RIA 보다 안정성 및 효율성 측면에서 더 우

수하다는 비교연구가 수행된 바 있다(Youn 등, 2003). 하지

만 아직도 대형구조해석을 필요로 하는 경우에는 계산비용

이 과다하여 최적설계가 불가능하므로 보다 개선된 신뢰도

기반 최적설계 알고리즘이 필요하다고 할 수 있다.

본 연구에서는 계산비용을 줄이면서도 안정적으로 수렴하

는 개선된 신뢰도 기반 최적설계 알고리즘을 제안한다. 확률

구속조건 평가에 있어서 응답면 기법(김상효, 1995; 허정원

등, 2003, 박미연 등, 2006; 조태준 등, 2008; Bucher 등,

1990; Rajashenkhar 등, 1993) 을 사용하였으며 한계상태식

의 근사는 이동최소자승근사법(Moving least squares(MLS)

approximation) (Lancaster 등, 1981)을 사용하였다. 이 방

법은 국지적 응답을 더 정확하게 묘사하여 수렴속도 및 정

확도를 증대시키고, 기존에 추출된 표본점에 대한 응답결과

를 폐기하지 않고 그 다음 응답 재근사에 사용할 수 있게

하여 구조해석 횟수를 줄일 수 있도록 하였다. 제안된 방법

의 효율성을 검토하기 위해서 기존 연구자에 의해 제안된

수치적 문제 및 트러스 문제들에 대하여 신뢰도 기반 최적

설계를 수행하였다.

2. 신뢰도 기반 최적설계

일반적인 확정론적 최적설계는 제약조건을 만족함과 동시

에 목적함수가 최소가 되도록 하는 설계변수를 찾는 문제이

며 다음 식 (1)과 같이 정의된다.

 (1)

여기서, 는 n개의 설계변수를 가지는 벡

터, 는 목적함수, Gi(d)는 제약조건, NC는 제약조건의

개수, 은 각각 설계변수벡터의 하한 및 상한벡터이다.

신뢰도 기반 최적설계도 확정론적 최적설계와 마찬가지로 제

약조건을 만족함과 동시에 목적함수를 최소화하는 기본 개념

은 같다. 하지만 신뢰도 기반 최적설계는 확정론적 최적설계

와 달리 제약조건을 평가하기 위해서 신뢰도 해석기법이 필

요한 확률구속조건을 가지며 설계자가 요구하는 목표 신뢰도

지수 혹은 목표 파괴확률을 만족하는 최적 설계값을 구하는

것이다. 이는 다음 식 (2)와 같이 정의할 수 있다.

(2)

여기서, 는 m개의 확률변수를 갖는 벡터,

Gi(d, x)는 한계상태식 혹은 성능함수, 는 i번째 확률구

속조건의 목표파괴확률, NC는 확률제약조건의 개수이다. 즉,

신뢰도 기반 최적설계는 각각의 한계상태에 대한 파괴확률이

목표파괴확률보다 작아야 한다는 조건을 만족하는 설계변수

를 찾는 문제이다.

한계상태식의 에 대한 파괴확률은 다음 식 (3)과

같이 나타낼 수 있다. 

(3)

여기서, 는 x의 결합확률밀도함수, 는 누적확

률분포함수이다. 또한 목표 파괴확률 는 목표 신뢰도지수

와 근사적으로 다음 식 (4)와 같은 관계를 가지고 있다.

(4)

여기서, 는 표준정규누적분포함수이다.

식 (2)에서 확률구속조건 는 

으로 표현될 수 있으며, 양변에 각각 

및 를 적용하면 다음 식 (5), (6)과 같이 두가지

방법으로 표현된다(Tu 등, 1999; Youn 등, 2004).

Minimize   f d( )
subject  to Gi d( ) 0 i,≥ 1 … NC, ,=

dL d dU≤ ≤

d d1 d2 … dn, , ,[ ]T=

f d( )
dL dU,

Minimize   f d( )

subject  to P G( i d x,( ) 0)≤ P f
i

i,≤ 1 … NC, ,=

                     dL d dU≤ ≤

x x1 x2 … xm, , ,[ ]T=

P f
i

Gi d x,( )

P Gi d x,( ) 0≤( ) FGi
d 0,( ) fx x( ) xd

Gi d,x( ) 0≤∫= =

fx x( ) FGi
d 0,( )

P f
i

βti

P f
i Φ βti–( )=

Φ   ⋅( )
P Gi d x,( ) 0≤( ) P f

i≤ FGi
d 0,( )

Φ βti–( ) 0≤– Φ 1–
  ⋅( )

FGi

1–
  ⋅( )
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(5)

(6)

여기서,  및 는 각각 i번째 한계상태식에 대한

신뢰도 지수(Reliability index) 및 확률성능치(Probabilistic

performance measure)이다. 식 (5)처럼 신뢰도 지수로 표현

되는 확률구속조건을 이용한 방법을 RIA(Reliability index

approach), 식(6)처럼 확률성능치를 적용한 방법을 PMA

(Performance measure approach)라고 한다.

다음 그림 1은 신뢰도 기반 최적설계에 대한 흐름도를 보

여준다. 먼저 설계변수, 확률변수, 목적함수 및 한계상태식을

설정한 다음에 설계변수를 찾는 최적화 문제는 일반적으로

SQP(Sequential quadtratic Programming)(Rao, 1996)를 사

용한다.

3. 확률구속조건 평가방법

3.1 신뢰도 지수 기법(Reliability index approach, RIA)

식 (5)와 같은 신뢰도 지수 계산을 수행하기 위한 방법으

로는 MCS(Monte Carlo Simulation) (Bjerager, 1988) 혹

은 FORM(First Order Reliability Method) (Hasofer 등,

1974; Rackwitz 등, 1978) 등이 있다. FORM을 적용하기

위해서는 식 (7)과 같이 먼저 비정규분포 확률변수 x를 표

준정규분포 확률변수 u로 변환해야 한다. 이때 식 (5)의 신

뢰도 지수는 다음 식 (7)과 같이 u 공간상에서 한 개의 제

약조건을 갖는 최적화 문제로부터 구할 수 있다.

 (7)

여기서 한계상태함수 위의 최적값인 MPFP(Most Probable

Failure Point) 혹은 설계점을 이라 했을 때, 신뢰도

지수는 원점에서 한계상태식까지의 최단거리인 

로 표현되며, 은 Norm을 의미한다. 이때 설계변수를 찾

는 최적화 과정에서는 설계변수에 대한 신뢰도 지수의 미분

값 정보가 필요한데, 이는 다음의 체인룰(Chain rule)로부터

구할 수 있다(Lee 등, 2002).

(8)

3.2 성능치 기법(Performance measure approach,
PMA)

PMA에서도 확률구속조건 식 (6)을 평가하기 위해서는 먼

저 RIA방법에서와 마찬가지로 비정규분포 확률변수 x를 표

준정규분포 확률변수 u로 변환을 수행한다. 이때 확률성능

치(Probabilistic performance measure)는 u 공간상에서 한

개의 제약조건을 갖는 최적화 문제로부터 구할 수 있다.

(9)

여기서 위의 최적값인 MPP(Most Probable Point)

혹은 설계점을 이라 했을 때, 확률성능치(Probabilistic

performance measure)는 로 나타

내어진다.

식 (9)의 최적화 문제를 푸는 수치해석적 알고리즘으로는

AMV(Advanced Mean-Value)방법, CMV(Conjugate Mean-

Value)방법 및 HMV(Hybrid Mean-Value)방법(Youn, 2003)

등이 있다. AMV 방법은 한계상태식이 볼록함수(convex

function)인 경우에는 빠른 수렴성을 보이지만 오목함수

(concave function)인 경우에는 수렴이 느리거나 발산하는

성질을 갖고 있다. 반면에 CMV는 AMV 방법과는 달리 오

목함수인 경우에는 매우 효율적이지만, 볼록함수인 경우에는

그 수렴이 느리다. 이러한 AMV와 CMV 장점을 결합한 방

법이 HMV 방법이다. 이 방법은 매 반복계산 과정 중에서

MPP에서의 함수 형태가 볼록함수인 경우에는 AMV 방법을

적용하고 오목함수인 경우에는 CMV 방법을 적용한다. 본

논문에서는 수치적 안정과 효율성측면에서 우수한 HMV 방

법을 적용하기로 한다. HMV 방법에서 함수형태를 판단하는

식은 다음 식 (10)과 같다. 

(10)

여기서, nk는 k번째 uk에서의 한계상태함수에 대한 최대급

경사방향(Steepest Descent Direction) 이다. 이 부호에

따라 k+1번째의 설계점 uk+1은 다음 식 (11) 로부터 구한다.

(11)

또한 설계변수에 대한 확률성능치의 미분값은 다음 식으로

부터 결정할 수 있다.

(12)

4. 응답면 기법을 이용한 신뢰도 기반 최적설계

응답면 기법은 적은 횟수의 구조해석 결과로부터 회귀분석

등의 방법으로 관심있는 응답을 확률변수의 함수로 근사한

다음, 근사된 한계상태식을 이용해 FORM 등의 신뢰성 해

석을 수행하는 기법이다. 일반적인 응답면 기법은 최소자승

근사법(least squares approximation)을 사용하여 표본점들에

동일한 가중치를 주어 응답면 함수의 계수값 들을 구한다.

βi d( ) Φ 1–
FGi

d 0,( )( )– Φ 1–
fx x( ) xd

Gi d,x( ) 0≤∫⎝ ⎠
⎛ ⎞ βti≥–= =

Gpi d( ) FGi

1– d Φ 1– βti–( ),( ) FGi

1–
fx x( ) xd

Gi d,x( ) g≤∫⎝ ⎠
⎛ ⎞ 0≥= =

βi d( ) Gpi d( )

Minmize  u 

Subject  to G d x,( ) G d T
1– u( ),( ) 0= =

uRIA
*

βi d( )  uRIA
*

 =

∂βi

∂di
------- ∂ u

t
u( )

∂u
--------------- ∂u

∂di
-------

u u*=

⋅ 1
2
--- u

t
u( )

1 2⁄
2u

t( ) ∂u
∂di
-------

u u*=

u
t

βi
---- ∂u

∂di
-------⋅

u u*=

⋅ ⋅= =

Minmize G d x,( )
Subject to  u βt=

u βt=

uPMA
*

Gpi d( ) G d T
1– uPMA

*( ),( )=

ζk n uk( ) n uk 1–( )–( ) n uk 1–( ) n uk 2–( )–( )⋅=

where  n uk( )
∇uG d uk,( )

∇uG d uk,( )
------------------------------–=

ζk

u
k 1+ βtn u

k( )=                                   when  sign ζk( ) 0 or  0 k 1≤ ≤>

u
k 1+ βt

n u
k( ) n u

k 1–( ) n u
k 2–( )+ +

n u
k( ) n u

k 1–( ) n u
k 2–( )+ +

-----------------------------------------------------------------= when  sign ζk( ) 0 and k 2≥≤

∂Gpi

∂di
----------- ∂G u( )

∂di
---------------

u u*=

=

그림 1. 신뢰도 기반 최적설계 흐름도
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하지만, 응답면 함수는 실제 한계상태식을 가능한 한 정확하

게 모사해야 한다. 따라서 본 논문에서는 이동최소자승근사

법을 사용하여 설계점에 가까운 표본점에 더 큰 가중치을

주어 응답면 함수의 정확도를 향상시켰다. 또한 함수평가

(function evaluation) 혹은 구조해석 횟수를 줄이기 위해서

응답함수를 재근사할 경우 다시 표본점들을 추출하지 않고,

신뢰성 해석으로부터 나온 새로운 설계점과 기존에 추출된

표본점들을 함께 이용하여 응답함수를 재근사하였다. 

4.1 이동최소자승근사법

n개의 변수를 갖는 임의의 x벡터에서의 근사 함수값

는 기저 다항식 p(x)와 각 항들에 대응하는 계수벡터

a를 사용하여 다음 식 (13)과 같이 정의된다.

(13)

x에서의 지역 이동최소자승 근사는 다음과 같다.

(14)

여기서 xi는 표본점들이고, 일반적으로 기저 다항식 p(x)는

1차 및 2차항으로 식 (15)와 같이 나타낸다.

(15)

설계점 x에서의 이동최소자승 근사식의 계수 a(x)를 구하

기 위해 가중잔여치 E(x)를 정의하면 다음 식과 같다.

(16)

여기서, N은 표본점들의 개수이고 는 x와 표본점xi

사이의 거리비에 따른 가중함수(weight function)이며 G(xi)

는 표본점 xi에 대하여 계산된 한계상태식 값이 된다. 표본

점 xi를 중심으로 일정한 영역(영향영역, Domain of

influence)에 포함되는 점들에서 가중함수는 양수이며,

singularity를 피하기 위해 충분한 개수의 인접된 표본점들이

포함되어야 한다. 식 (16)은 다음 식과 같은 행렬식의 형태

로 표현된다.

(17)

여기서, 

 (18a)

 (18b)

(18c)

로부터 가중잔차를 최소화 시키는 를

구하면 다음 식과 같다.

 (19)

식 (13)와 식 (19) 로부터 이동최소자승근사법에 의한 응

답면 함수를 다음과 같이 표현할 수 있다.

(20)

4.2 영향영역과 가중함수

이동최소자승 근사법의 정확도를 좌우하는 중요한 요소는

가중함수로, 확률변수 벡터 x에 영향을 미치는 표본점의 가

중치를 결정해준다. x에서 가까운 표본점 x i는 큰 가중함수

값을 갖고 반대로 x에서 먼 표본점 x i는 작은 가중함수값

을 가진다. 따라서 가중함수는 x와 xi 사이의 거리 및 xi의

영향반경의 함수로 다음 식 (21)과 같이 표현될 수 있다.

(21)

여기서 dmi는 표본점 xi에서의 영향반경의 크기이며 본 논

문에서는 x에서 1+2N(N, 확률변수의 개수) 번째로 가까운

절점의 거리를 사용한다. 가중함수의 형태는 여러가지가 있는

데 이 연구에서는 spline 가중함수 식 (22) 를 사용하였다.

즉, x에 가까운 표본점에서는 더 높은 가중치를, x에 멀리

떨어진 표본점에서는 더 낮은 가중치를 준다.

 (22)

4.3. 이동최소자승근사법을 적용한 PMA 기법

앞에서 언급한 이동최소자승근사법을 PMA에 적용하였다.

신뢰도 해석을 위한 응답면 기법의 방법은 크게 표본추출,

응답의 근사화 및 정확도 향상을 위한 응답의 재근사로 이

루어져 있다. 먼저 표본 추출에서는 인 제약조건을

포함하도록 영역설정을 한 다음 이 영역 내에서 Bucher-

Bourgund법(Bucher, 1987)을 이용해 표본들을 추출한다. 이

때 k값은 1.2~1.5로 설정한다. 그림 2는 2차원 영역에서의

5개의 표본점을 추출한 예를 보여준다. 즉, PMA 해석으로부

터 구한 MPP는 항상 인 선 위에 있기 때문에 추

출된 표본점들로 구성된 영역은 MPP를 항상 포함하고 있음

을 알 수 있다.

이렇게 추출된 표본점들을 사용하여 이동최소자승근사법을

이용하여 응답을 근사화한다. 생성된 근사함수식을 이용하여

PMA 해석을 수행하면 MPP를 그림 3에서와 같이 얻을 수

G̃ x( )

G̃ x( ) p x( )Ta x( )=

G̃ x xi,( ) p xi( )Ta x( )=

p x( ) 1 x1…xn x1
2…xn

2[ ]
T

=

E x( ) w x xi–( ) G̃ x xi,( ) G xi( )–( )
2

i 1=

N

∑=

w x xi–( ) p xi( )Ta x( ) G xi( )–( )
2

i 1=

N

∑=

w x xi–( )

E x( ) Pa G–( )TW x( ) Pa G–( )=

G G x1( ) G x2( ) … G xn( ), ,,[ ]T=

P p x1( ) p x2( ) … p xn( ), ,,[ ]T=

W x( ) diag w x1 x–( ) w x2 x–( ) … w xn x–( ), , ,[ ]T=

∂E x( ) ∂a x( )⁄ 0= a x( )

a x( ) PTW x( )P 1–( )PTW x( )G=

G̃ x( ) p x( )T PTW x( )P( )
1–
PTW x( )G=

w x xi–( ) w
x xi–

dmi
--------------
⎝ ⎠
⎛ ⎞ w r( )= =

w r( ) 1 6r
2

– 8r
3

3r
4

–+ for r 1≤
             0             for r 1>⎩

⎨
⎧

=

u βt=

u βt=

그림 2. 확률변수가 2개인 경우의 표본점 추출
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있다.

그림 3에서 얻은 MPP는 정확한 한계상태식이 아닌 근사

된 한계상태식에 대하여 얻은 결과이므로 실제 MPP와는 어

느 정도 차이가 있다. 이러한 오차를 개선하기 위하여 새로

추출된 MPP를 기존 표본점들에 추가하여 응답을 재근사한

다. 또한, 설계점을 찾아가는 최적화 과정에서 MPP가 크게

변하지 않는다면, 그림 3에서 MPP를 찾는 영역도 크게 변

화하지 않는다. 따라서 기존에 추출된 표본점들을 이용하여

MPP를 찾으면 구조해석 횟수를 크게 줄일 수 있다. 구체적

인 절차는 다음과 같다. 

Step 1: 확률변수(x), 설계변수(d), 목적함수, 확률구속조건

및 한계상태식(G(d, x))을 설정한다.

Step 2: i번째 최적화 설계변수인 di에 대하여 u=T(di, x)

영역에서 그림 4와 같이 1+N(N, 확률변수의 개수)개의 표

본점을 추출한다. 이때 k는 보통 1.2~1.5로 설정한다.

Step 3: Step 2에서 추출된 표본점에 대하여 한계상태식값

을 구하고, 이동최소자승근사법을 이용해 1차 근사다항식을

생성한다. 

Step 4: 근사된 다항식을 이용해 PMA 방법을 적용하여

새로운 MPP 를 결정한다.

Step 5: Step4에서 얻어진 MPP를 중심점으로 삼아 그림

2와 같이 Bucher-Bourgund 방법을 이용해 1+2N(N, 확률변

수의 개수)개의 표본점을 추출한다. 이때 k는 Step 2에서

구한 k값의 반을 사용한다. 이는 해를 찾는 영역을 줄여줘

서 정확도를 더 개선시켜주는 효과가 있다.

Step 6: Step5에서 추출된 표본점에 대하여 한계상태식값

을 구하고, 이동최소자승근사법을 이용해 2차 근사다항식을

생성한다.

Step 7: 근사된 다항식을 이용해 PMA 방법을 적용하여

새로운 MPP 를 결정한다.

Step 8: 기존에 추출된 표본점과 구해진 MPP에서의 한계

상태식 값을 구하고, 이동최소자승 근사법을 이용해 2차 근

사다항식을 생성한다. 

Step 9: MPP가 식 (23)과 같은 수렴조건을 만족할 때까

지 Step 7 및 step 8의 과정을 반복수행한다.

(23)

Step 10: Step 9에서 얻어진 확률구속조건값 및 확률변수

에 대한 확률구속조건의 미분값을 얻어 다음 설계값(di+1)을

최적화 과정으로부터 결정한다.

Step 11: 다음 식 (24)를 만족하면 기존의 추출된 표본점을

이용해서 Step 8부터 Step 9의 과정을 반복하고, 만일 다음

식을 만족하지 않으면 Step 2부터 step 9까지 수행한다.

(24)

Step 12: 설계변수값이 식 (25)를 만족할 때 까지 Step

11 과정을 수행하여 최적의 설계변수값을 결정한다

(25)

5. 해석예제

5.1 예제 1 : 수학적 예제

개발된 방법의 효용성을 검증하기 위하여 기존 논문에서

제시되었던 수학적 문제(Youn 등 2004; Yi 등, 2008) 에

대해서 해석하였다. 이 문제는 다음 식 (26)과 같이 2개의

설계변수, 2개의 확률변수 및 3개의 제약조건으로 구성된다.

(26)

여기서 세 개의 제약조건식은 다음 식 (27)과 같다.

(27)

여기서 설계변수는 이고, 확률변수는 

이다. 확률변수분포의 영향을 분석하기 위하여, 확률변수를

Normal 분포, Lognormal 분포, Weibul 분포, Gumbel 분

포 4가지로 가정하고 표준편차는 모두 0.3으로 설정하였다.

여기서 설계변수 d1 및 d2는 확률변수 x1 및 x2의 평균값

이다.

uk 1+ uk–

uk 1+
------------------------ 0.001<

di 1+ di
–

di 1+
----------------------- 0.1<

di 1+ di
–

di 1+
----------------------- 0.001<

Minimize f d( ) d1 d2+=

Subject  to PGi x( ) 0≤( ) Φ βti–( ) 0   i,≤– 1 2 3, ,=

0 di 10   i,≤ ≤ 1 2,=

G1 x( ) x1
2
x2 20 1–⁄=

G2 x( ) x1 x2 5–+( )2 30 x1 x2– 12–( )2 120 1–⁄+⁄=

G3 x( ) 80 x1
2

8x2 5+ +( )⁄ 1–=

d d1 d2,[ ]= x x1 x2,[ ]=

그림 3. PMA기법을 통한 MPP 계산

그림 4. 1+N개 확률변수 선택 (2차원 : 3개의 표본점 추출)
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표 1은 초기 설계값이 이고, 목표 신뢰도

지수 인 경우에 대하여 RIA 방법, PMA 방법 및

제안된 방법(RSM-PMA)으로 해석한 결과를 나타내었다. 신

뢰도 기반 최적설계를 수행하기 위해서는 확률변수에 대한

한계상태식의 미분값이 필요하게 하는데, 비록 식 (27)이 양

함수이기 때문에 직접적으로 그 미분값을 구할 수 있지만

응답면 해석과의 비교를 위해 음함수로 가정하고 FFD

(Forward Finite Difference) 방법을 사용하여 미분값을 구하

였다. 각 확률분포 및 해석 방법에 따라 위에는 목적함수값

(최적설계점)을 아래에는 총 함수평가횟수(1번함수 평가횟수

/2번함수 평가횟수/3번함수 평가횟수)를 나타내었다. RIA로

해석한 경우에 Normal 분포 및 Lognormal 분포의 경우에

는 해가 수렴을 하지만, Weibull 및 Gumbel 분포의 경우에

는 수렴이 되지 않음을 알 수 있다. 반면에 PMA는 모든

확률분포에 대해서 수렴성이 확보되며 Normal 분포의 경우

에는 전체 함수평가횟수가 165번으로 RIA의 686번의 1/4

정도가 됨을 확인 할 수 있다. Lognormal 분포의 경우에도

마찬가지 양상을 보여줘서, PMA 기법이 RIA 보다 수렴성

및 효율성 측면에서 우수함을 확인 할 수 있다. RSM-PMA

방법과 PMA 방법을 비교하였을 때, 최적목적함수값 및 최

적설계점은 거의 유사하면서, 전체 불러오는 횟수는 분포 형

태에 따라 165에서 83, 147에서 86, 177에서 100, 192에

서 122로 줄어듬을 확인 할 수 있어 제안된 방법의 계산

효율성이 더 우수함을 알 수 있다. 

5.2 예제 2 : 트러스 예제

검증예제로 다음 그림 5와 같은 10-bar 트러스(Choi 등,

2007; Ping 등 2008)의 단면최적화 문제를 RIA, PMA 및

제안된 방법(RSM-PMA)으로 각각 풀어 비교하였다.

확률론적 최적화 문제는 다음 식과 같이 정의된다. 

(28)

설계변수는 각 트러스 부재의 단면적(10개)이고, 확률변수

는 트러스부재의 단면적(10개) 및 허용응력이다. 한계상태는

각 트러스 부재의 응력이 허용응력을 초과하면 파괴로 설정

하였다. 각 확률변수 관련 식들은 다음 식과 같이 표현된다.

do
5.0 5.0,[ ]T=

βti 3.0=

Minimize V AiLi

i 1=

10

∑=

Subject  to P Gi A R,( ) 0≤( ) Φ βti–( ) i 1 … 10, ,=( )≤

                      Gi R σi A( ) i 1 … 10, ,=( )–=

                      0.1 xi 10 i 1 … 10, ,=( )≤ ≤

표 1. 예제1번에 대한 신뢰도 기반 최적설계값 비교

Distribution Type RIA PMA RSM-PMA

Normal
Optimum 6.7251

(3.4386,3.2864)
6.7254

(3.4393,3.286)
6.7253

(3.4399,3.2869)

NFE
686

(108/456/122)
165

(60/60/45)
83

(30/29/24)

Lognormal
Optimum 6.5866

(3.4007,3.1859)
6.5862

(3.4014,3.1848)
6.5861

(3.4029,3.1872)

NFE 709
(83/374/252)

147
(45/57/45)

86
(31/29/26)

Weibull
Optimum

Not converged

7.2207
(3.5789,3.6418)

7.2208
(3.5763,3.6375)

NFE
177

(75/57/45)
100

(34/34/32)

Gumbel
Optimum

Not converged

6.2868
(3.2838,3.0030)

6.2887
(3.2823,3.0065)

NFE 192
(60/72/60)

122
(43/45/34)

그림 5. 10-bar 트러스 구조물 그림 6. 전체 트러스 부피에 대한 이력곡선
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(29)

즉, 허용응력 및 트러스 부재의 단면적은 정규분포를 따르

고 목표 신뢰도지수는 2.0이다.

그림 6은 RIA, PMA, RSM-PMA 에 대하여 최적화의

반복과정에 따른 전체 트러스 부피의 이력곡선을 나타내었

다. 3가지 방법 모두 안정적으로 최적해 값으로 수렴해 감

을 알 수 있다. 또한 RSM-PMA 방법은 PMA 방법과 거

의 같은 이력곡선을 가지고 있음을 알 수 있다. 이는

RSM-PMA 방법이 구조해석 횟수를 줄이기 위해서 응답면

함수를 사용하였을 뿐, 확률구속조건 평가는 PMA 기법을

사용하였기 때문에 PMA와 거의 유사한 이력곡선을 보인다.

표 2는 RIA, PMA 및 RSM-PMA에 대하여 그 결과를

비교하였다. 최적부피 및 각 트러스 부재의 단면에서는 유사

한 결과를 보여줌을 확인할 수 있다. 여기서 NFE는 구조해

석을 수행하는 횟수로, RIA는 4947번, PMA는 2940번을

요구한 거에 반해, RSM-PMA는 304번만의 구조해석 횟수

만을 필요로 함을 알 수 있다. 따라서, RSM-PMA가 RIA

및 PMA 보다 그 효율성 및 성능 측면에서 우수함을 알

수 있다.

6. 결 론

본 연구에서는 PMA 기법과 응답면 기법을 결합하여 새로

운 신뢰도 기반 최적설계기법을 제안하였다. PMA에서 제약

조건을 포함하는 영역에서 표본점들을 추출한 다음, 추출된

표본을 사용하여 이동최소자승근사법을 이용하여 응답을 근

사화한다. 정확도 및 효율성 향상을 위해 근사된 응답면 함

수에 대한 PMA 해석으로부터 얻어진 MPP를 기존에 추출

된 표본점에 추가하여 만족할만한 정확도가 나올 때까지 한

계상태식을 재근사하여 최종해를 얻도록 한다.

개발된 기법의 검증을 위하여 수학적 문제 및 10-바 트러

스 문제에 적용하였다. 수학적 문제의 경우, 제안된 방법은

RIA 및 PMA 보다 수렴성 및 효율성 측면에서 더 우수함

을 알 수 있었다. 또한 10-bar 트러스 문제의 경우는 한번

의 구조해석으로 여러 개의 한계상태를 동시에 평가가 가능

한 문제로, 제안된 방법은 이러한 경우 매우 효과적으로 구

조해석횟수를 줄여줌을 확인할 수 있었다. 
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