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Abstract

In this study, most of famous algorithms for the corner problem are listed. By comparing these with implemented codes and

theoretical dissections, new algorithms are developed. These algorithms are combined by the existing auxiliary equations. All

relating algorithms are numerically tested with 3 problems. Two problems have well-known analytical solutions and the result

of another example is compared with the one of the published paper. The conducted research reveals the characteristics of

existing algorithms and demonstrates newly developed algorithms can produce a reasonable solution by reflecting various type

of boundary conditions.
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요 지

본 논문에서는 경계요소법의 모서리 문제(corner problem)의 해결책으로 제시된 다양한 알고리즘을 비교하였다. 비교를 위

해 각각 기법을 반영한 프로그램을 작성하고, 이론적 바탕을 토대로 하여 기존의 방법 중 상호간에 새롭게 조합될 수 있는

추가조건식(auxiliary equation)을 찾아 새로운 알고리즘을 구성하였다. 새롭게 구성된 알고리즘과 기존 알고리즘에 대하여 3

가지 종류의 수치 실험을 수행하였다. 수치해석모형은 정해가 알려진 2개의 문제와 기존 연구에서 제시된 한 개의 예제에

대하여 수행하였다. 이상을 바탕으로 기존 알고리즘의 특성을 기술하고 새롭게 제시된 알고리즘이 다양한 형태의 표면력을

반영할 수 있음을 보였다.

핵심용어 : 경계요소, 모서리 문제, 다가 표면력, 변위구속조건
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1. 서 론

자연계에서 발생하는 현상을 이론적으로 해석하는 것은 직

관적이고 정확한 결과를 도출할 수 있으나, 대상의 형상이

복잡하거나 다양한 경계조건일 경우 이론해의 도출이 어렵

고 많은 노력이 필요하다. 따라서 유한차분법과 유한요소법

과 같은 수치해석기법이 출현하게 되었다. 비록 유한요소법

이 현재 수치해석분야를 선도하고 있는 패러다임일지라도 보

다 효율적인 형태의 수치기법을 찾기 위한 연구는 지속되고

있으며 경계요소법도 그러한 맥락에서 발전하고 있다(Balaš

등, 1989).

경계요소법은 Rizzo(1967)가 경계적분방식을 통하여 탄성

문제를 해석한 것을 시발점으로 하고 있으며, 후에 유한요소

법과 같이 고차의 형상함수를 도입하면서 경계요소법의 틀

을 만들게 되었다(Rudolphi, 1983). 경계요소법에서는 연속

한 형상함수를 적용할 경우, 서로 상이한 법선벡터를 갖는

이웃한 요소가 변위조건으로 구속될 경우 요소사이의 절점

에서 단일하지 않은 표면력(multi-valued traction)이 생기는

모서리 문제(corner problem)가 나타나게 된다(París 등,

1997). 모서리 문제에 대한 초기의 접근은 등변형요소나 불

연속요소를 이용해 모서리를 깎거나(round-off), 모서리의 절

점이 유일한 표면력을 갖는다는 가정을 사용하는 것이었다

(Brebbia, 1978; Jawson 등, 1977). Lachat(1975)이 이러한

가정에서 발생하는 오차는 전체계로 방사된다는 견해를 밝

힌 바 있으나 보다 정확한 해를 얻기 위한 연구가 지속되고

있다.

모서리 문제에 대한 직접적인 해결방안을 제시한 것은

Chaudonneret(1978)으로 Chaudonneret은 Cauchy의 보조정

리와 변형률 불변값을 이용하여 2개의 추가조건식(auxiliary

equation)을 구성하는 방안을 제시하였다. 이 방법은

Rudolphi(1983)에 의하여 2차 연속 형상함수를 갖는 경계

요소법으로 구현된바 있다. París 등(1980)은 모서리 문제가
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발생하는 조건이 변위에 의한 구속임에 주목하여 경계조건

으로부터 직접 주응력과 표면력의 관계식을 도출하였다. 이

방법을 이용하면 경계적분없이 직접 표면력을 구할 수 있으

나, 직접 구할 경우 변위의 분포에 대한 가정이 해석 값에

지나친 영향력을 끼칠 수 있는 단점이 있다(Sldek, 1991).

또한, Gao 등(2000)은 전단응력이 상수 형임을 이용해 추

가보조식을 적용하여 3차원 부영역 문제에 적용한 바 있다.

이와 같이 개별적으로 개발된 기법이 비교적 효율적인 결

과를 산출하고 있으나 알고리즘간의 장단점이 명확하지 않

음으로, 본 논문에서는 각각의 알고리즘을 구현하여 수치해

석예제에 적용하여 그 결과를 상호 비교하여 그 특징을 분

석하고자 한다. 또한, 기존의 알고리즘을 분석하여 새롭게 조

합함으로써 모서리 문제를 해결할 수 있는 새로운 알고리즘

을 제시하고자 한다.

2. 경계요소법의 정식화

경계요소법은 선형 등방성 탄성 재료가 정하중 상태에서 미

소변형거동을 하고, 물체력을 고려하지 않는다면 Somiglian의

정리에 따라 식 (1)의 형태를 갖는다.

(1)

여기서, P와 Q는 영역의 경계(T)에 존재하는 임의의 점을

의미하며, ui와 ti는 해당 점의 변위벡터와 표면력 벡터이다.

Cij(P)는 경계요소법의 자유항(free term)을 의미하며 켈빈

문제의 기본해는 각각 Uij(P, Q)와 Tij(P,Q)로 표현하였다. 해석

영역을 식 (2)의 형상 함수를 사용해 이산화(discretization) 하

면 식 (1)은 식 (3)의 형태로 간략히 표현할 수 있다.

(2)

(3)

벡터 u와 t는 변위와 표면력을 나타내며, 행렬 H와 G는

기본해와 형상함수의 곱을 적분하여 구할 수 있다. 그림 1

(김문겸 등, 2009)은 선형요소의 변위와 표면력의 분포를 나

타낸 것으로 만일 절점 k가 변위구속(clamped) 된다면 선행

요소 k요소의 선절점과 후행요소 k-1요소의 후절점의 표면

력이 모두 미지값이 됨으로, 한 절점에서 과도한 미지값이

발생하게 된다. 

3. 모서리 문제에 대한 보조방정식의 구성

3.1 Chaudonneret의 방법

만일 모서리 절점위의 응력이 연속성을 갖는다면 식 (4),

Cauchy의 보조정리를 식 (5)로 쓸 수 있다. 여기서 

의 하첨자는 법선방향의 성분이며, 상첨자는 그림 1 처럼

절점이 속한 요소를 의미한다.

(4)

(5)

두 번째 추가조건식은 Hooke의 법칙과 변형률 불변의 법

칙을 조합하여 식 (6)을 구성한 뒤 식 (7)과 같이 정리하여

유도할 수 있다.

(6)

(7)

3.2 Gao 등의 방법

Gao 등(2000)은 식 (8), (9), (10)에 나타난 바와 같이

전체좌표계의 값을 국부좌표계로 좌표 변환했을 때의 특징

을 이용하여 일반적인 경우에 적용할 수 있는 추가조건식을

구성하였다.

(8)

(9)

(10)

위의 식을 통하여 표면력을 국부좌표계로 변환하였을 경우

식 (11)과 같이 기술할 수 있다.

(11)

식 (11)은 평형방정식을 이용하여 식 (12)와 같이 유도되

며, 정하중 상태에서 물체력을 무시하는 경우 식 (13)과 같

이 추가 조건식을 기술할 수 있다. 식 (12)의 ρ는 물체의

밀도이며 fi는 물체력의 방향성분이다.

(12)

(13)

식 (13)의 Nα와 tα의 상첨자 α는 요소의 절점순서이며

N은 형상함수를 의미한다. 식 (13)은 2차원의 경우 절점의

선행요소와 후행요소에 각각 적용할 수 있음으로 2개의 추

가조건식을 구성할수 있다.

 

3.3 París의 방법

해석영역내에서 변위가 연속성을 갖는다고 가정을 할 경우

변위경계조건이 주어진 절점의 형상함수에 따라 변형률의 분

포가 결정된다. 변형률의 분포가 결정되면 식 (14)와 같이

주변형률을 구할 수 있다.
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그림 1. 경계절점위의 표면력과 변위분포
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(14)

등방성 매체에서는 주변형률의 방향과 주응력의 방향이 동

일함으로 이를 이용하여 식 (15)와 같이 표면력을 주응력에

대한 식으로 간단히 유도할 수 있다. 식 (15)의 σ와 γ는

표면력의 법선방향성분과 접선방향성분을 의미하며 σ는 주

응력방향의 각을 뜻한다. 

(15)

표면력이 주응력의 함수로 구성되면 절점에서 발생하는 2

개의 표면력벡터의 미지값을 1개의 주응력벡터로 치환할 수

있음으로 Chaudonneret(1978)의 방법이나 Gao 등(2000)의

방법과는 달리 추가조건식의 구성없이 최종 계의 방정식을

구성할 수 있다.

3.4 추가조건식의 재구성

이상에서 살펴본 바와 같이 선형 이상의 연속요소를 사용

할 경우 발생하는 모서리 문제의 합리적인 해결을 위해, 다

양한 방법이 제시되어 왔다. 3.1과 3.2의 방법은 응력텐서의

대칭성과 Hooke의 법칙과 같은 연속체 이론의 기본이론을

이용하여 유도되었음으로 이를 혼합하여 적용이 가능하다.

본 논문에서는 이를 이용하여 2가지의 새로운 추가조건식을

아래와 같이 구성하였다. 이와 같은 새로운 추가조건식은 다

영역의 접촉문제나 경계문제를 해석할 때 발생하는 미지 변

수의 수를 줄이는 적용될 수 있으며 예상되는 표면력의 형

태에 따라 보다 적합하게 적용할 수 있을 것으로 사료된다.

Cauchy의 보조정리와 Gao의 추가조건식을 이용한 추가조건

식을 식 (16)에 나타내었다.

(16)

식 (17)은 식 (16)에 Cauchy의 보조정리 대신 Chaudonneret

의 2번째 식과 Gao의 식을 이용하여 구성한 것이다.

(17)

여기서 상수 C는 식 (7)의 우변항의 값과 같다. 다만 대부

분의 경계요소해석 프로그램의 구현 시에는 마지막으로 구성

되는 식 (3)과 같은 계의 방정식의 안정성을 위하여 표면력

을 탄성계수(E)나 전단탄성계수(G)를 이용하여 행렬 요소의

크기를 조정하여야 한다.

4. 수치실험
 

4.1 일축응력을 받는 사각 판의 해석

개발된 프로그램의 검증을 위해 평면응력상태에서 하중을

받는 사각 판 문제를 설정하였다. 일축응력을 받는 사각 판이

그림 2의 좌측과 같은 경계조건일 경우 그림 2의 우측과 같

은 변위분포를 나타내게 된다. 이와 같이 해가 알려진 문제를

경계요소해석 프로그램의 검증 문제로 잡을 경우 다양한 경계

조건에 대하여 실험하여 프로그램의 안정성과 신뢰성을 확인

할 수 있는 장점이 있다(París, 1997). 따라서 본 논문에서는

포아송비가 0.25이고 탄성계수 210,000 Mpa인 사각 판에

그림 2의 우측과 같은 변위를 재하 하여 그림 2의 좌측과 같

은 표면력이 발생하는 지를 검토하였다. 해석결과는 판의 하

단과 우측에서 추출하여 그림 3에 도시하였다.

그림 3의 범례의 CH_Gao는 Chaudonneret의 첫 번째 추

가조건식과 Gao의 추가조건식을 결합한 경우이며, CA_Gao

는 Cauchy의 보조정리와 Gao의 식을 결합한 것이다. 선

위의 법선방향 표면력은 모든 방법이 이론값인 100
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그림 2. 축하중을 받는 사각 판 모형과 변위분포

그림 3. 12절점을 적용하였을 경우의 해석결과
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MPa의 값을 나타냈으며 접선방향 표면력의 값은 París의 방

법만 양 끝절점에서 이론값과 일치하는 값을 주었다. Gao의

방법은 접선방향 표면력이 상수 값으로 일정하게 나타났으

며 약 -2.5 kPa의 값을 보였다. Chaudonneret의 방법은 약

2.3 kPa의 값을 보였다. Chaudonneret의 2번째 추가조건식과

Gao의 방법을 결합한 경우 결합방식에 따라서 2가지 방식의

특성이 동일하게 나타나는 것을 관찰할 수 있다. 다만

Chaudonneret의 보조정리에 의한 값이, 모델 좌측하단의 A

점에서의 접선방향 표면력의 크기가 -6.9 kPa로 다른 방법에

비해 크게 발생하는 것을 확인할 수 있었다. B점에서는 약

2.8 kPa로 기존의 3가지 방법과 유사한 값을 얻을 수 있었

다. Cauchy의 보조정리와 Gao의 방법을 A점에서 약 2.0

kPa, B점에서 약 2.6 kPa로 기존의 값보다 안정적인 값을

추출할 수 있었다. 선 위의 경향도 이와 유사함을 확인

할 수 있다. 접선방향 표면력 값을 표 1에 정리하였다. 이

상의 결과를 통하여 제시한 방법과 기존의 방법이 변위구속

조건을 갖는 문제의 법선방향 표면력을 정확히 산출할 수

있음을 확인하였으며, 접선방향의 표면력은 각 값의 기본가

정에 따라 다른 형태가 나타나는 것을 확인하였다.

보다 세밀한 요소 망을 구성하였을 때의 거동을 확인하기

위하여 절점의 수가 4배 많은 48절점에 대하여서도 같은 해

석을 수행하였다. 법선방향의 결과는 100 Mpa의 값으로 이

론값과 동일한 결과를 모든 방법이 산출하고 있어 그림 4에

는 선분 위의 접선방향 표면력만 도시하였다. 절점의 수

가 증가하여도 모서리 절점과 이웃한 절점에서는 절점이 적

은 경우와 유사한 형태의 표면력 분포가 나타났다. 하지만,

표면력의 출렁거림은 모서리 절점에서의 거리가 멀어질수록

빠르게 사라지는 것을 관찰할 수 있다. 결과 값의 비교를

위하여 표 2에 12절점의 접선방향 표면력과 48절점의 것을

정리하였다.

표 3에는 A절점과 시계방향으로 이웃한 절점에서의 접선

방향 표면력을 정리하였으며 이를 토대로 표 4에 A요소에서

발생하는 접선방향 하중을 정리하였다. 접선방향 하중은 표

면력을 길이방향으로 적분해 구하였다. 표 2과 3에서 나타나

듯이 보다 세밀한 요소를 사용하였을 경우 표면력과 이론식

의 오차가 더욱 크게 발생하였으나 요소에 작용하는 하중으

로 환산하였을 경우 Chaudonneret의 경우에 가장 작은 값

인 -0.03 kN이 발생하였다. 이론해의 접선방향 표면력의 값

이 존재하지 않음으로 이와 비교하면 이론해에 수렴한다고

판단된다. 따라서, 이러한 특징으로부터 각 방법에 의하여 나

타나는 접선방향 표면력의 오차가 전체계에 있어서는 평형

조건을 만족시키고 있음을 확인할 수 있으며 단일영역이 축

방향력을 받고 있을 경우 París의 방법을 적용하는 것이 가

장 합리적임을 확인할 수 있다. 또한 París의 방법은 다른

방법과 달리 추가조건식의 구성이 필요 없어 최종 방정식의

크기가 줄어드는 장점이 있으나, 다중 영역을 구성하는 문제

에 대해서는 적용할 수 없다.

4.2 이축응력을 받는 사각판의 해석

4.1절의 일축응력을 받는 사각판 문제를 확장하여 양축으

로 동일한 표면력이 가해질 경우에 대하여 해석을 수행하여

그 결과를 그림 5에 정리하였다. 법선방향 표면력의 경우

모든 절점에서 이론값인 100 Mpa에 근사하였음으로 법선방

향 표면력은 도시하지 않았다. 접선방향 표면력의 경우 Gao

의 방법을 제외하고는 거의 일치하는 경향을 보였으며, 표면

력의 변동의 폭도 하중이 증가하였음에도 불구하고 0.001

Mpa로 매우 작은 값이 나왔다. 이는 4.1절의 문제를 변위구

CD

AB

그림 4. 48절점의 해석결과(선 위의 값)AB

표 1. 선 와 위의 접선방향 표면력(단위: kPa)

구분 París
Chaudon-

neret
Gao

Chaudon-
neret
+Gao

Cauchy+ 
Gao

위의
절점

0.000 2.342 -2.483 6.861 2.008

-.2890 -3.287 -2.483 -3.684 -3.060

2.890 3.287 2.483 2.808 2.639

0.000 -2.342 2.483 2.808 2.639

위의
절점

0.000 -2.342 1.852 -7.492 -2.639

2.178 2.574 1.852 3.053 2.429

-2.178 -2.574 -1.852 -2.176 2.008

0.000 2.342 -1.852 -2.176 2.008

표 2. A절점에서의 접선방향 표면력 (단위:Mpa)

구분 París
Chaudon-

neret
Gao

Chaudon-
neret
+Gao

Cauchy+ 
Gao

12절점 0.000 0.002 -0.0025 0.007 0.002

48절점 0.000 0.007 -0.006 0.020 0.005

비 - 3.50 2.40 2.86 2.50 

AB BC

AB

BC

표 3. A절점의 이웃절점 접선방향 표면력 (단위:Mpa)

구분 París
Chaudon-

neret
Gao

Chaudon-
neret
+Gao

Cauchy+ 
Gao

12절점 -0.003 -0.003 -0.003 -0.004 -0.003

48절점 -0.006 -0.008 -0.006 -0.009 0.007

비 2.00 2.67 2.00 2.25 -2.33 

표 4. A요소의 접선방향 하중 (단위:10 kN)

구분 París
Chaudon-

neret 
Gao

Chaudon-
neret
+Gao

Cauchy+ 
Gao

12절점 -0.003 0.009 -0.009 0.003 -0.001

48절점 -0.002 -0.0003 -0.003 0.0028 0.003
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속조건을 통하여 해석하였지만 실제 문제의 구성은 선분

와 의 법선방향 변위가 구속되어 있고, 접선방향 표

면력이 자유면의 조건을 갖는 문제와 동일해짐으로 보다 약

한 구속조건인데 비하여, 이축응력을 받는 경우는 선분

와 에 가해지는 조건이 보다 명확한데서 기인하는

것으로 판단된다. 또한 3절에서 기술한 추가조건식을 통하여

짐작할 수 있듯이 Gao의 방법은 절점을 두고 이웃한 요소의

표면력이 평형을 이루고 있는데 비하여, 다른 방법들은 이웃

한 요소내에서 개별적인 표면력의 평형조건이 기술되어 있어

표면력의 분포가 다른 형태로 나타남을 확인할 수 있다.

4.3 혼합경계조건을 갖는 삼각판의 해석

축하중을 받는 경우외의 경우를 검토하기 위하여 Mitra

등(1993)이 복절점을 이용하여 해석한 혼합경계조건을 갖는

삼각판문제를 해석하였다. 해석에 사용된 요소망과 경계조건

은 그림 6에 도시한 바와 같이 삼각판의 하부와 좌측부는

변위 구속되어 있으며, 경사면에서 10,000 units 만큼의 하중

을 받고 있다. 모형에 사용된 탄성계수는 10,000이며, 포아

송비는 0.3이다. 요소망은 총 79개의 절점을 사용하여 구성

하였으며, 이 경우 추가조건식을 요구하는 절점은 (0,0)위치

의 절점 한 개다.

해석에 의한 법선방향과 접선방향의 표면력을 그림 7과 8

에 도시하였다. 대부분의 기법에 의한 결과가 변위가 강하게

구속되어 있는 하나의 절점을 제외하면 거의 정확하게 일치

하고 있으며 París와 Chaudonneret은 접선방향의 표면력의

정확한 값을 주고 있는 것을 확인할 수 있다. 그에 비하여

Gao의 추가조건식은 944 units 정도로 비교적 큰 차이를 보

이고 있다.

5. 결 론

본 연구에서는 선형 이상의 연속요소가 변위경계조건을 받

을 경우 발생하는 과도한 미지값의 처리를 위한 기존의 연

구들을 소개하고, 이를 수치적으로 구현하였다. 또한 기존 알

고리즘을 이용하여 모서리 문제에 적용할 수 있는 새로운

알고리즘을 개발하였다. 각각의 알고리즘은 수치실험을 통하

여 그 특성을 분석하였으며, 개발된 프로그램의 결과를 검증

하였다. 연구를 통하여 도출된 결과는 아래와 같다.

1. 모서리 문제를 다루는 알고리즘 중 논문에서 수행된 예제

BC CD

BC CD

그림 5. 이축응력문제의 접선방향 표면력(선 )AB

그림 6. 하중을 받는 삼각판의 요소망

그림 7. 삼각판 하부의 법선방향 표면력 분포

그림 8. 삼각판 하부의 접선방향 표면력 분포
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에 대해서는 París의 알고리즘이 가장 좋은 거동을 보였다.

París의 알고리즘을 적용할 경우 해당 절점에서 이론해와

일치하는 근사해를 얻을 수 있었다. 비록 해당절점에 이웃

하는 요소에서 표면력이 크게 발생하였지만 다른 알고리

즘에 비하여 작게 발생하였으며, 하중으로 환산한 경우에

도 이론해에 가장 근접하였다.

2. Chaudonneret과 Gao 등이 제시한 방법은 이론해에 근거

하여 유도되어 적용의 제약폭이 적은 장점이 있어 París

의 방법과 달리 과도한 미지값이 변위로 설정되는 경우에

도 적용할 수 있으며 각각의 추가조건식을 서로 결합하여

새로운 알고리즘을 만들어 사용할 수 있다. 

3.추가조건식을 적용하는 경우 해석계의 방정식의 크기가 늘

어나게 되어 해석시간이 더 소요되는 단점이 있으나, 다수

의 영역이 필요한 문제에 적용가능하다.

4.적용된 모든 방법이 해석영역 전체에 있어서는 정해에 근

사하지만, 변위로 완전구속된 요소의 중간절점과 그 이웃

의 절점에서는 표면력이 서로 다른 값을 보였다. 요소망을

더욱 세밀하게 자르는 경우에도 이 값들의 차이는 줄일수

없지만, 표면력의 적분항으로 표현되는 하중의 크기는 더

욱 정해에 근사한 값을 얻을 수 있다.

5.제안된 모서리 처리 알고리즘중 Chaudonneret의 두 번째

조건식과 Gao 등의 식을 결합한 것보다, Cauchy의 보조

정리와 Gao 등의 식을 결합한 것이 보다 정해에 가까운

거동을 보였다.

6. 1축하중이 가해진 사각판보다 2축하중이 가해진 사각판의

경우 해석결과의 신뢰도가 높게 나온 것을 미루어, 적절한

경계조건을 사용하는 것이 해석결과의 신뢰도를 높일 수

있을 것으로 추정된다. 이런 맥락에서 제안된 알고리즘을

이용할 경우 다양한 형태의 표면력 분포를 고려할 수 있

는 장점이 있다.
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