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요     약

고장 지름은 상호연결망의 통신 능률과 신뢰도를 평가하는 중요한 척도 중의 하나이다. 이형옥 외 4인[Folded 하이퍼-스타 그래프의 병렬 

경로, 한국정보처리학회논문지, Vol.6, No.7, pp.1756-1769, 1999]은 폴디드 하이퍼-스타 FHS(2n,n)의 노드 중복 없는 경로를 제안하였고, FHS 

(2n,n)의 고장 지름이 2n-1 이하임을 증명하였다. 본 논문에서는 폴디드 하이퍼-스타 FHS(2n,n)의 개선된 노드 중복 없는 경로를 제안한다. 그

리고 FHS(2n,n)의 광역 지름이 dist(U,V)+4이고, 고장 지름이 n+2 이하임을 증명한다. 
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ABSTRACT

The fault diameter is one of the important measures for transmission rate and reliability of interconnection network. H.-O. Lee et 

al.[Parallel paths in folded hyper-star graph, Journal of KIPS, Vol.6, No.7, pp.1756-1769, 1999] suggested the node-disjoint paths of FHS 

(2n,n), and proved that the fault diameter of FHS(2n,n) is less than 2n-1. In this paper, we suggest an advanced node-disjoint paths of 

FHS(2n,n). We also prove that the wide diameter of FHS(2n,n) is dist(U,V)+4, and the fault diameter of FHS(2n,n) is less than n+2.
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1. 서  론 1)

현대 공학과 과학 분야의 대부분의 응용문제들은 많은 계

산을 수행하며, 동시에 실시간 처리를 필요로 하기 때문에 

지금까지의 컴퓨터 시스템보다 빠른 계산 능력을 갖는 고성

능 병렬 처리 시스템에 대한 필요성이 계속 증가되고 있다. 

이와 같은 병렬 시스템의 효과적인 운용을 위하여 고려해야 

할 대표적인 사항 중의 하나가 연결망의 위상(topology)이

다. 가장 대표적인 위상으로 하이퍼큐브(hypercube) 연결망

이 있다. 하이퍼큐브 연결망은 각종 응용 분야에서 요구하

는 통신망 구조를 쉽게 제공할 수 있는 장점이 있어 연구용 

및 상용 시스템에 널리 사용되고 있는 대표적인 상호 연결

망이다. 하이퍼큐브 연결망은 노드 및 에지 대칭성이 있고, 

간단한 라우팅 알고리즘, 최대 고장 허용도, 재귀적 구조를 
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가지고 있으며, 기존에 제안된 다양한 상호 연결망과 쉽게 

임베딩 가능하다는 장점을 가지고 있다. 반면에 차원이 증

가함에 따라 노드의 분지수 또한 그에 비례하여 증가하고, 

분지수에 비해 지름과 노드간의 평균 거리가 짧지 않다는 

단점이 있다. 이것은 하이퍼큐브가 에지를 효율적으로 사용

하지 못함을 의미한다. 이러한 단점을 개선하기 위하여 하

이퍼-스타 연결망 HS(2n,n)이 제안되었다[11, 19].

노드의 분지수가 정규형 형태를 갖는 하이퍼-스타 연결

망 HS(2n,n)은 하이퍼큐브와 스타(star) 연결망의 성질을 가

지고 있으면서, 같은 노드수를 갖는 하이퍼큐브보다 망비용

(network cost)이 더욱 우수하고, 차원이 증가함에 따라 노

드수가 급격하게 증가하는 스타 연결망의 단점을 개선한 연

결망으로 [2, 3, 8, 11, 14-16, 19]에서 다양한 성질들이 분석

되었다. 이러한 하이퍼-스타 연결망의 지름을 1/2 개선한 

Folded 하이퍼-스타가 제안되었는데, Folded 하이퍼-스타 

연결망은 하이퍼-스타 연결망의 각 노드에 한 개의 부가적

인 에지를 추가한 연결망으로, 여러 하이퍼큐브군의 상호연

결망보다 망비용이 우수하다[11, 17-20].
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<표 1> 상호연결망들의 고장지름 분석

연결망에서 고장 허용도를 평가하기 위한 망척도로 고장

지름(fault diameter)이 있다. 연결망 G의 지름은 연결망을 구

성하는 노드들 중 임의의 두 개 노드 사이에 최단 경로 길이 

중 최대값으로 D(G)로 표현한다. 고장 지름은 Krishnamoorthy

와 Krishnamurthy에 의해 처음으로 제안된 개념으로, 연결

망 G의 고장 지름이란 연결망 G가 나누어지지 않는 한도 

내에서 노드나 에지가 고장이 발생했을 때 즉, 고장 노드수

(에지수)가 분지수 미만일 때의 최대 지름을 의미하는 것으

로 Df로 표현한다[7]. 지름은 연결망의 임의의 두 노드 사이

의 최대 거리를 나타내는데, 이는 연결망 전체에 데이터를 

전파하는데 걸리는 지연 시간의 하한값이다. 즉, 고장 지름

은 고장 노드수(에지수)가 분지수 미만일 때 연결망 전체에 

데이터를 전파하는데 걸리는 지연 시간의 하한값을 나타낸

다. 그러므로 고장 지름이 작을수록 고장 노드(에지)가 발생

한 연결망의 데이터 전파 속도가 우수하다는 것을 알 수 있

다. 지금까지 다양한 연결망에서 고장지름을 분석하는 연구

가 진행되어 왔다[1, 4-6, 9, 10, 12, 13, 15, 20]. 연결망에서 

고장 지름을 분석하는 문제는 노드 중복 없는 경로를 이용

한 방법이 있다. 연결망의 노드 중복 없는 경로는 임의의 

두 노드 사이에 연결망의 분지수 개수만큼의 노드가 중복하

지 않는 경로가 존재하는 것으로, 두 노드 사이에 많은 양

의 데이터를 전송할 때 데이터 전송 속도를 향상할 수 있을 

뿐만 아니라, 경로상의 노드나 에지가 고장이 발생해도 대

체 경로를 설정할 수 있으므로 중요한 의미를 갖는다. <표 

1>에서 널리 알려진 상호연결망들의 고장지름을 분석했다. 

[20]에서 폴디드 하이퍼-스타 FHS(2n,n)의 노드 중복 없

는 경로를 제안하였고, 제안된 노드 중복 없는 경로를 바탕

으로 FHS(2n,n)의 고장 지름이 2n-1임을 증명하였다. [20]

에서 제안한 알고리즘은 임의의 두 노드의 해밍 거리를 구

한 값이 고장 지름임을 나타낸다. 이러한 알고리즘은 폴디

드 하이퍼-스타 연결망에서 병렬경로를 설정할 때 c-에지를 

효율적으로 이용하지 못하고 있음을 나타낸다. 해밍 거리와 

c-에지의 정의는 2장에 나타내었다. 예를 들어 FHS(6,3)의 

임의의 두 노드를 U=000111과 V=111000이라 하자. [20]에서 

제안한 알고리즘에 의해 병렬경로를 설정하면 다음과 같다.

000111-111000,

000111-100011-010011-110001-011001-111000,

000111-100101-001101-101100-011100-111000,

000111-100110-010110-110010-011010-111000.

거리 1인 경로 1개와 거리 5인 경로 3개로 병렬경로가 구

성되어 고장지름이 5임을 알 수 있다. 본 논문에서 제안하

는 알고리즘에 의해 병렬경로를 설정하면 다음과 같다.

000111-111000,

000111-100011-011100-111000,

000111-100101-011010-111000,

000111-100110-011001-111000.

거리 1인 경로 1개와 거리 3인 경로 3개로 병렬경로가 구

성되어 고장지름이 3임을 알 수 있으므로 본 논문에서 제안

하는 알고리즘이 우수하다는 것을 알 수 있다.

2장에서는 폴디드 하이퍼-스타 연결망 FHS(2n,n)을 간략

히 소개하고, 3장에서 FHS(2n,n)의 개선된 노드 중복 없는 

경로를 제안하고, FHS(2n,n)의 고장 지름이 n+2 이하임을 

증명하고, 4장에서 결론을 맺도록 하겠다. 

2. 폴디드 하이퍼-스타 연결망

폴디드 하이퍼-스타 연결망 FHS(2n,n)는  개의 노드
로 구성된 연결망으로 각 노드는 2n개의 비트스트링 

b1b2...bi...b2n으로 표현되며(bi∈{0,1}, 1≤i≤2n), 비트스트링 1

의 개수와 0의 개수가 n 으로 동일하다. b1과 bi가 보수일 

때 b1과 bi를 교환하는 치환을 σi라 하면, v=σi(u)인 두 노드 

U=b1b2...bi...b2n와 V=bib2...b1...b2n사이에 에지가 발생하는데 

이 에지를 i-에지라고 한다. 노드 U를 보수 노드 로 변환

하는 치환을 σc라 하면, 보수 관계에 있는 두 노드 사이에 

에지가 발생하는데 이 에지를 c-에지라고 한다. 예를 들어 

FHS(6,3) 연결망은 (그림 1)과 같다. Folded 하이퍼-스타 

FHS(2n,n)에서 연속된 n개의 0과 1로 구성된 노드 

U=0...01...1을 U=0
n1n로 표현하겠다. FHS(2n,n)의 임의의 두 

노드를 U=u1u2...ui...u2n와 V=v1v2...vi...v2n이라 할 때, 두 노드 

U와 V 사이에 Exclusive-OR 함수(⊕)를 적용시킨 결과를 

R=r1r2...ri...r2n, (ri=ui⊕vi )라고 표시하겠다(1≤i≤2n). 두 노

드 U와 V 사이의 해밍거리(hamming distance) HUV는 ri=1

인 ri의 개수이다(2≤i≤2n). 두 노드 U와 V 사이의 거리

(distance)를 dist(U,V)라고 표시하면, 두 노드 사이의 거리 

dist(U,V)는 다음과 같다. 
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(그림 1) FHS(6,3)

․dist(U,V)=min{HUV, 2n-HUV} [11, 19]

임의의 노드 U에서 치환 σk1,σk2,...,σkt을 순차적으로 적용

하여 정해지는 경로를 [k1,k2,...,kt]로 표시하겠다. 두 노드 U와 

V를 연결하는 최단경로를 P라고 하면, P는 c와 i 값의 순서

에 상관없이 구성될 수 있다. 예를 들면 노드 U=00001111, 

노드 V=11001100이라고 하면, R=11000011이므로 HUV=3이

고 S={2,7,8}이고, 2n-HUV=5이고 S’={c,3,4,5,6}이므로 dist 

(U,V)=HUV=3임을 알 수 있고, 최단경로 P는 [7,2,8] 혹은 

[8,2,7]이다. 

[보조정리 1] FHS(2n,n)의 임의의 노드 U에 치환 σi (2

≤i≤2n)와 σc를 모두 적용하면 길이 2n인 하나의 사이클을 

구성한다.

[증명] FHS(2n,n)의 임의의 노드 U에 치환 σi (2≤i≤2n)

를 적용하면 U의 보수 노드인 와 연결된다. 에 치환 σ

c를 적용하면 노드 U에 연결됨을 알 수 있다. 그러므로 

FHS(2n,n)의 임의의 노드 U에 치환 σi (2≤i≤2n))와 σc 를 

모두 적용하면 하나의 사이클을 구성한다. 노드 U에 적용하

는 연산 개수는 σi 의 개수(2n-1)+σc의 개수(1)이므로 이 사

이클의 길이는 2n임을 알 수 있다.      □

[보조정리 2] FHS(2n,n)의 두 노드를 U와 V라고 하자. 

U와 V를 연결하는 t개의 에지들로 구성된 경로를 P라고 하

고, 경로 P를 구성하는 t개의 에지들이 순환적(cyclic)으로 

이동(rotate)하여 구성된 경로를 Q라고 하자. 두 경로 P와 

Q를 합치면 길이 2t인 사이클이 구성된다.

[증명] 증명을 위해 두 경로 P와 Q 안에 공통 노드 W

(≠U,V)가 존재한다고 가정하자. 그러면 경로 P 상에는 노

드 U와 노드 W를 연결하는 t
*개의 에지들로 구성된 경로 

P*가 존재할 것이고, 경로 Q 상에는 노드 U와 노드 W를 

연결하는 t
*개의 에지들로 구성된 경로 Q*가 존재할 것이다. 

그러나 이러한 경로 P*와 Q*는 존재할 수 없다. 경로 Q는 

경로 P를 구성하는 t개의 에지들이 순환적(cyclic)으로 이동

(rotate)하여 구성된 경로라고 했으므로, 경로 P
*와 Q*를 구

성하는 에지들은 동일할 수가 없기 때문이다. 그렇기 때문

에 두 경로 안에는 공통노드 W(≠U,V)가 존재하지 않는다. 

그러므로 두 경로 P와 Q를 합치면 길이 2t인 사이클이 구

성됨을 알 수 있다. 

예를 들어, FHS(14,7)의 두 노드를 U=00000001111111, 

V=01010101010101하고 하면, 두 노드를 연결하는 하나의 경

로 P는 6개의 에지들로 구성된 [9,2,11,4,13,5]이다. 경로 

[11,4,13,5,9,2]은 경로 P를 구성하는 에지들이 왼쪽으로 2만

큼 순환적으로 이동하여 구성된 경로이므로 경로 Q가 된다. 

두 경로 P와 Q를 합치면 경로 PQ=[9,2,11,4,13,5,2,9,5,13,4,11]

가 구성된다. 노드 U에 경로 PQ를 적용하면 노드 U로 돌

아오며 노드 중복이 발생하지 않음을 알 수 있다. 즉, 경로 

PQ에 의해 노드 U와 노드 V가 포함된 길이 12인 사이클이 

구성됨을 알 수 있다.      □

3. 고장지름

연결망 G의 임의의 두 노드를 u와 v라고 하면, (u,v)-컨

테이너(container)는 u와 v 사이의 노드 중복 없는 경로들의 

집합을 의미한다. 컨테이너의 크기는 노드 중복 없는 경로

의 개수를 의미하고, 컨테이너의 거리는 노드 중복 없는 경

로 중 거리가 가장 큰 경로의 길이를 의미한다[7]. 

[정의 1] 연결망 G의 분지수를 k라 하면, 크기가 k인 병

렬경로 집합의 최단거리를 두 노드 사이의 k-거리(distance)

라고 한다. 연결망 G의 임의의 두 노드들의 k-거리 중에 최

대 k-거리를 k-광역지름(wide diameter), Dk(G)이라고 한다. 

연결망 G의 고장허용도를 k-1이라 하고, 연결망 G의 서브

연결망인 최대 k-1개의 고장노드를 갖는 연결망을 Gf 라고 

하면, 연결망 G의 고장 지름, Dfk-1(G) 은 Gf 의 지름이다.

k-광역지름의 개념은 고장 지름의 개념과 밀접하게 관련되

어 있다. 연결망 G의 지름을 D(G)라고 하면, D(G)≤D
f
k-1(G) 

≤Dk(G) 임은 [7]에서 증명되었다. 만약 고장 지름이 지름값 

+ 상수이면 G의 통신 지연 시간은 순차적으로 증가한다. 정

규형 연결망 FHS(2n,n)의 분지수는 n+1이며, 지름은 n이고, 

노드 연결도가 n+1 임은 [11, 19]에서 증명되었다. 

CRx(S)는 집합 S의 구성요소들을 왼쪽으로 x번 로테이트

(rotate)한 집합을 나타낸다. 예를 들어, S={1,2,...,m}이면, 

CR0(S)={1,2,...,m}이고, CR3(S)={4,5,...,m,1,2}이다. 두 노드 U

와 V를 연결하는 최단경로를 P라고 하자. 경로 P를 구성하

는 요소들 중에서 홀수 위치에 있는 요소들을 선택하여 구

성한 집합을 S1={a1,a2,...,ap}라고 하고, 짝수 위치에 있는 요

소들을 선택하여 구성한 집합을 S2={b1,b2,...,bq}라고 하자. 교

환순서 S1▣S2는 S1과 S2의 구성요소들을 순서대로 번갈아 

선택하여 구성되는 집합을 나타낸다(p=q). p=q+1이면, S1▣

S2을 S1▣S2
-라고 나타내겠다. 예를 들어 S1=(5,6,7), S2=(2,3,4)
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라고 하면 S1▣S2={5,2,6,3,7,4}이다. 또 S1=(5,6,7), S2=(2,3)라

고 하면 S1▣S2
-={5,2,6,3,7}이다. 집합에 포함된 하나의 원소 

i는 치환 σi를 나타낸다. 그러므로 예를 들었던 S1⊙S2 집합

은 경로 [5,2,6,3,7,4]를 나타낸다. 마찬가지로 S1▣S2
-
 집합도 

경로 [5,2,6,3,7]를 나타낸다. 또한 교환순서에 요소 c가 포함

되는 경우는 다음과 같이 나타내겠다. 요소 c의 위치에 따라 

다음과 같이 나타내겠다. c가 교환순서의 첫 번째 위치에 선

택되면 c◦S1▣S2라고 표현하고, 마지막 위치에 선택되면 S1

▣S2◦c라고 표현하며, 마지막에서 두 번째 위치에 선택되면 

S1▣c◦S2라고 표현한다. c•S1▣S2는 위의 세 가지 표현 방

법을 모두 포함한 표현 방법이다. 예를 들어 S1=(5,6,7), 

S2=(2,3,4)라고 하면 c◦S1▣S2={c,5,2,6,3,7,4}이고, S1▣S2◦

c={5,2,6,3,7,4,c}이며, S1▣c◦S2={5,2,6,3,7,c,4}이다.

FHS(2n,n)의 두 노드를 U=u1,u2,...,u2n와 V=v1,v2,...,v2n라고 

하자. 두 노드 U와 V 사이에 Exclusive-OR 함수(⊕)를 적

용시킨 결과를 R=r1r2...ri...r2n, (ri=ui⊕vi )라고 나타내고(1≤i

≤2n), 두 노드 사이의 거리 dist(U,V)를 t라고 나타내겠다. 

ri=1인 비트 스트링의 위치 i를 모두 선택하여 구성된 집합

을 R1라고 하면(2≤i≤2n), 집합 R1은 다음의 두 집합으로 

구성할 수 있다. 비트 스트링의 위치 i가 n보다 크면 집합 

H2에 속하고, n보다 작거나 같으면 집합 H1에 속한다. 집합 

H1과 H2에 속한 요소들은 오름차순으로 정렬된다. 그러므로 

R1={i1,i2,...,it}이면(i1<i2<...<ig≤n<ig+1<...<it), H1={i1,i2,...,ig}이

고 H2={ig+1,ig+2,...,it}이다. t가 홀수이면 g=(t-1)/2이고, t가 

짝수이면 g=t/2이다. ri=0인 비트 스트링의 위치 i를 모두 선

택하여 구성된 집합을 R0라고 하면(2≤i≤2n), 집합 R0 또한 

다음의 두 집합으로 구성할 수 있다. 비트 스트링의 위치 i

가 n보다 크면 집합 H4에 속하고, n보다 작거나 같으면 집

합 H3에 속한다. 집합 H3과 H4에 속한 요소들은 오름차순

으로 정렬된다. 그러므로 R0={i1,i2,...,it}이면(i1<i2<...<if≤

n<if+1<...<it), H3={i1,i2,...,if}이고 H4={if+1,if+2,...,it}이다. t가 홀

수이면 f=(t-1)/2이고, t가 짝수이면 f=t/2이다. 예를 들어 

U=0000011111, V=0101010101라 하면, R=0101001010이다. 그

러면 R
1={2,4,7,9}이고, H1={2,4}이며, H2={7,9}이다. 그리고 

R0={3,5,6,8,10}이고, H3={3,5}이며, H4={6,8,10}이다. 

위에서 정의한 수식에 의해 FHS(2n,n)의 두 노드 U와 V  

사이의 최단 경로 P를 다음과 같이 구할 수 있다. 

P=[CRx(H2)▣CRx(H1)] 또는 [CRx(H4)▣CRx(H3)] 또는 [c•

CRx(H2)▣CRx(H1)] 또는 [c•CRx(H4)▣CRx(H3)].

[보조정리 3] FHS(2n,n)의 임의의 두 노드를 U와 V 라고 하

자. 두 노드 U와 V 를 연결하는 두 경로 [CRk(H2)▣CRk(H1)]

와 [CRl(H2)▣CRl(H1)]는 노드 중복 없는 경로이다(k<l).

[증명] 경로 [CRl(H2)▣CRl(H1)]는 경로 [CRk(H2)▣CRk(H1)]

을 (l-k)번 왼쪽으로 로테이트한 경로임을 알 수 있다. 보조

정리 2에 의해 두 경로를 연결하면 하나의 사이클이 구성됨

을 알 수 있다. 사이클이 구성되므로 두 경로 사이에는 공

통 노드가 존재하지 않는다는 것을 알 수 있다. 그러므로 

두 경로는 노드 중복 없는 경로이다.      □

두 경로 [CRk(H4)▣CRk(H3)]와 [CRl(H4)▣CRl(H3)]도 보

조정리 2에 의해 노드 중복 없는 경로임을 알 수 있고, [c•

CRk(H2)▣CRk(H1)]와 [c•CRl(H2)▣CRl(H1)]도 보조정리 2

에 의해 노드 중복 없는 경로임을 알 수 있으며, [c•

CRk(H4)▣CRk(H3)]와 [c•CRl(H4)▣CRl(H3)]도 보조정리 2

에 의해 노드 중복 없는 경로임을 알 수 있다.

[보조정리 4] FHS(2n,n)의 임의의 두 노드를 U와 V 라고 하

자. 두 노드 U와 V 를 연결하는 두 경로 [CRk(H2)▣CRk(H1)]

와 [c•CRl(H4)▣CRl(H3)]는 노드 중복 없는 경로이다.

[증명] 경로 [CRk(H2)▣CRk(H1)]와 [c•CRl(H4)▣CRl(H3)]

를 연결하면 하나의 사이클을 구성함을 보조정리 1에 의해 

알 수 있으므로 두 경로는 노드 중복 없는 경로이다.    □

두 경로 [CRk(H4)▣CRk(H3)]와 [c•CRl(H2)▣CRl(H1)]도 

보조정리 1에 의해 노드 중복 없는 경로임을 알 수 있다. 

[보조정리 5] FHS(2n,n)는 노드 대칭[18]이므로, FHS(2n,n)

의 두 노드를 U=0
n1n와 V 라고 하자. 두 노드 U와 V 사이

에는 t=HUV인 경우 거리가 t이고 크기가 ⌈ ⌉인 컨테이
너가 존재하고, t=2n-HUV인 경우 거리가 t이고 크기가 ⌊ ⌋+1인 컨테이너가 존재한다.

[증명] t=HUV인 경우와 t=2n-HUV인 경우로 나누어 증명

하겠다.

(경우 1) t=HUV인 경우.

(경우 1-1) t=짝수 : 두 노드 U와 V 를 연결하는 경로는 

P=[CRx(H2)▣CRx(H1)] 이다. 두 노드 사이의 거리가 t이므

로 집합 H2의 구성 요소의 개수는 


이다. H2의 구성 요소

의 개수가 


라는 것은 CRx(H2)의 개수가 


라는 것을 나

타낸다. 즉, 경로 [CRx(H2)▣CRx(H1)]에 의해 구성될 수 있

는 P의 개수는 


라는 것을 알 수 있다. 그러므로 두 노드 

U와 V 를 연결하는 거리 t인 컨테이너의 크기는 


이다.

(경우 1-2) t=홀수 : 두 노드 U와 V 를 연결하는 경로는 

P=[CRx(H2)▣CRx(H1)] 이다. 두 노드 사이의 거리가 t이므

로 집합 H2의 구성 요소의 개수는 ⌈ ⌉이다. H2의 구성 
요소의 개수가 ⌈ ⌉라는 것은 CRx(H2)의 개수가 ⌈ ⌉
라는 것을 나타낸다. 즉, 경로 [CRx(H2)▣CRx(H1)]에 의해 

구성될 수 있는 P의 개수는 ⌈ ⌉라는 것을 알 수 있다. 
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(그림 2) FHS(4,2)

그러므로 두 노드 U와 V 를 연결하는 거리 t인 컨테이너의 

크기는 ⌈ ⌉이다.
(경우 2) t=2n-HUV인 경우.

(경우 2-1) t=짝수 : 두 노드 U와 V 를 연결하는 경로는 

P=[c•CRx(H4)▣CRx(H3)]이다. 경로 P는 경로 [c◦H4▣H3]

와 경로 [H4▣H3◦c]와 H4의 구성 요소의 개수-1개의 경로 

[CRx(H4)▣c◦CRx(H3)]로 나타낼 수 있다. H4의 구성 요소

의 개수는 


이다. 그러므로 두 노드 U와 V 를 연결하는 

거리 t인 컨테이너의 크기는 


+1이다.

(경우 2-2) t=홀수 : 두 노드 U와 V 를 연결하는 경로는 

P=[c•CRx(H4)▣CRx(H3)]이다. 경로 P는 경로 [c◦H4▣H3]

와 경로 [H4▣H3◦c]와 H4의 구성 요소의 개수-1개의 경로 

[CRx(H4)▣c◦CRx(H3)]로 나타낼 수 있다. H4의 구성 요소

의 개수는 ⌊ ⌋이다. 그러므로 두 노드 U와 V 를 연결
하는 거리 t인 컨테이너의 크기는 ⌊ ⌋+1이다.      □

[정리 1] FHS(2n,n)는 노드 대칭[18]이므로, FHS(2n,n)의 

두 노드를 U=0
n1n와 V 라고 하자. 그러면 Dn(FHS(2n,n))≤

dist(U,V)+4이다(n≥3). 

[증명] dist(U,V)=t라고 하자. t가 짝수인 경우와 홀수인 

경우로 나누어 증명하겠다. 먼저 Dn(FHS(4,2))는 2(t=2), 

3(t=1)임을 보이겠다. (그림 2)는 FHS(4,2)를 나타낸다. t=1

인 두 노드 U=0011, V=1001의 병렬 경로는 0011-1001, 

0011-1010-0110-1001, 0011-1100-0101-1001의 3개의 경로로 

구성됨을 (그림 2)를 통해 알 수 있다. 그러므로 t=1일 때 

Dn(FHS(4,2))는 3(=n+1)임을 알 수 있다. t=2인 두 노드 

U=0011, V=0101의 병렬 경로는 0011-1001-0101, 0011-1010 

-0101, 0011-1100-0101의 3개의 경로로 구성됨을 (그림 2)를 

통해 알 수 있다. 그러므로 t=2일 때 Dn(FHS(4,2))는 3(=n+1)

임을 알 수 있다. 

그러므로 본 증명에서는 n≥3인 경우를 증명하도록 하겠다.

(경우 1) t=짝수.

(경우 1.1) t=n인 경우

교환 순서 CRx(H2)▣CRx(H1)에 의해 두 노드 U와 V 사

이의 경로를 구성할 수 있다. t가 짝수이므로, H2와 H1의 원

소 개수가 동일함을 알 수 있고, 컨테이너의 크기는 


임을 

보조정리 5에 의해 알 수 있다. CRx(H2)▣CRx(H1)에 의해 

노드 U와 V를 연결하는 경로를 P라고 하자. FHS(2n,n)의 

분지수는 n+1이므로 n+1-


개의 다른 경로 Q가 존재함을 

알 수 있다. 보조정리 1에 의해 Q는 c•CRx(H4)▣CRx(H3
-)

에 의해 구할 수 있다. 경로 P와 Q를 연결하면 보조정리 1

에 의해 길이가 2n인 하나의 사이클을 구성하므로 Q의 거

리가 n임을 알 수 있다. 경로 P와 Q의 거리가 n이므로 

Dn(FHS(2n,n))=n이다.

(예) U=00001111, V=01100011이면, t=n=4이고, R1={2,3,6,7}, 

H1={2,3}, H2={5,6}, H3={4}, H4={7,8}이다. 경로 P는 [5,2,6,3]

과 [6,3,5,2]이고, 경로 Q는 [c,7,4,8], [7,4,8,c], [8,4,c,7]이므로 

P의 거리=Q의 거리=n=4임을 알 수 있다.

(경우 1.2) t=2n-HUV=n-1인 경우

교환 순서 c•CRx(H4)▣CRx(H3
-)에 의해 두 노드 U와 V 

사이의 경로를 구성할 수 있다. t가 짝수이므로, H3의 원소 

개수가 H4의 원소 개수보다 하나 적음을 알 수 있고, 컨테

이너의 크기는 


+1임을 보조정리 5에 의해 알 수 있다. c

•CRx(H4)▣CRx(H3
-)에 의해 노드 U와 V를 연결하는 경로

를 P라고 하자. FHS(2n,n)의 분지수는 n+1이므로 n-


개의 

다른 경로 Q가 존재함을 알 수 있다. 보조정리 1에 의해 Q

는 CRx(H4)▣CRx(H3)에 의해 구할 수 있다. 경로 P와 Q를 

연결하면 보조정리 1에 의해 길이가 2n인 하나의 사이클을 

구성하므로 Q의 거리가 n+1임을 알 수 있다. 경로 P의 거

리가 n-1이고 경로 Q의 거리가 n+1이므로 Dn(FHS(2n,n))= 

n+1이다.

(예) U=000111, V=011001이면, t=n-1=2이고, R1={2,3,4,5}, 

H1={2,3}, H2={4,5}, H3={}, H4={6}이다. 경로 P는 [c,6]과 

[6,c]이고, 경로 Q는 [4,2,5,3], [5,3,4,2]이므로 P의 거리

=n-1=2이고, Q의 거리=n+1=4임을 알 수 있다.

(경우 1.3) t=HUV인 경우

교환 순서 CRx(H2)▣CRx(H1)에 의해 두 노드 U와 V 사

이의 경로를 구성할 수 있다. t가 짝수이므로, H2와 H1의 원

소 개수가 동일함을 알 수 있고, 컨테이너의 크기는 


임을 

보조정리 5에 의해 알 수 있다. CRx(H2)▣CRx(H1)에 의해 노
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드 U와 V를 연결하는 경로를 P라고 하자. FHS(2n,n)은 이분

할 연결망[18]이므로 FHS(2n,n)의 내부에는 홀수 길이를 갖

는 사이클이 존재하지 않기 때문에, t+1인 경로는 존재하지 

않는다. 그러므로 거리 t+2인 경로를 구성한다. 먼저, [c,P,c] 

형태를 갖는 하나의 경로를 구성한다. 경로 P와 [c,P,c] 형태

를 갖는 경로들은 c가 경로 P에 포함되지 않은 원소이기 때

문에 노드 중복이 발생하지 않는다. 그리고 FHS(2n,n)의 분

지수는 n+1이므로 노드 U로부터 임의의 노드 V에 이르는 

[j,P',j] 형태를 갖는 n-


개의 경로 Q를 구성하겠다(n+1≤j

≤2n, j∉P). 경로 P'는 경로 P를 구성하는 원소들의 순서를 

거꾸로 뒤집은 순서(reverse order)를 갖는 경로이다. 경로 P

와 경로 Q는 j가 경로 P에 포함되지 않은 원소이기 때문에 

노드 중복이 발생하지 않는다. 경로 P의 거리는 t이고, 경로 

Q의 거리는 t+2이다. 그러므로 Dd(FHS (2n,n))=t+2이다.

(예) U=000111, V=010011이면, t=HUV=2이고, R
1={2,4}, H1={2}, 

H2={4}, H3={3}, H4={5,6}이다. 경로 P는 [4,2]이고, [c,P,c] 

형태의 경로는 [c,4,2,c]이며, 경로 Q는 [5,2,4,5], [6,2,4,6]이므로 

P의 거리=HUV=2이고, Q의 거리=t+2=4임을 알 수 있다.

(경우 1.4) t=2n-HUV인 경우

교환 순서 c•CRx(H4)▣CRx(H3
-)에 의해 두 노드 U와 V 

사이의 경로를 구성할 수 있다. t가 짝수이므로, H3의 원소 

개수가 H4의 원소 개수보다 하나 적음을 알 수 있고, 컨테

이너의 크기는 


+1임을 보조정리 5에 의해 알 수 있다. c

•CRx(H4)▣CRx(H3
-)에 의해 노드 U와 V를 연결하는 경로

를 P라고 하자. FHS(2n,n)은 이분할 연결망[18]이므로 

FHS(2n,n)의 내부에는 홀수 길이를 갖는 사이클이 존재하

지 않기 때문에, t+1인 경로와 t+3인 경로는 존재하지 않는

다. 그리고 거리 t+2인 경로도 존재하지 않는다. 임의의 원

소 j(n+1≤j≤2n, j∉P)가 포함된 거리 t+2인 경로 [j,P,j] 또

는 [j,P',j]가 존재한다고 가정하자. 노드 U에 인접한 i-에지

들은 n+1≤i≤2n이고, 경로 P를 구성하는 첫 번째 원소 p와 

마지막 원소 p'는 n+1≤i≤2n이다. 그러므로 [j,P,j] 또는 

[j,P',j]가 존재한다면 j와 p 또는 j와 p'가 경로를 구성하고 

있다는 것을 나타내는데, 교환 순서의 구성 요건에 모순이

다. 그러므로 거리 t+4인 경로를 구성한다. FHS(2n,n)의 분

지수는 n+1이므로 노드 U로부터 임의의 노드 V에 이르는 

[x,y,P,x,y] 형태를 갖는 거리 t+4인 경로 Q를 구성하겠다

(n+1≤x≤2n, 2≤y≤n, x,y∉P). x,y가 경로 P에 포함되지 

않은 원소들이기 때문에 노드 중복이 발생하지 않는다. 경

로 P의 거리는 t이고, 경로 Q의 거리는 t+4이다. 그러므로 

Dd(FHS(2n,n))=t+4이다.

(예) U=00001111, V=01110001이면, t=2n-HUV=2이고, R
1= 

{2,3,4,5,6,7}, H1={2,3,4}, H2={5,6,7}, H3={}, H4={8}이다. 경로 

P는 [c,8], [8,c]이고, 경로 Q는 [5,2,c,8,5,2], [6,3,2,c,8,6,3], 

[7,4,c,8,7,4]이므로 P의 거리=2n-HUV=2이고, Q의 거리=t+4=6

임을 알 수 있다.

(경우 2) t=홀수

(경우 2.1) t=n인 경우

교환 순서 CRx(H2)⊙CRx(H1
-
)에 의해 두 노드 U와 V 사

이의 경로를 구성할 수 있다. t가 홀수이므로, H1의 원소 개

수가 H2의 원소 개수보다 하나가 적음을 알 수 있고, 컨테

이너의 크기는 보조정리 5에 의해 ⌈ ⌉임을 알 수 있다. 
CRx(H2)▣CRx(H1

-)에 의해 노드 U와 V를 연결하는 하나의 

경로를 P라 하자. FHS(2n,n)의 분지수는 n+1이므로 n+1-⌈ ⌉개의 다른 경로 Q가 존재함을 알 수 있다. 보조정리 
1에 의해 Q는 c•CRx(H4)▣CRx(H3)에 의해 구할 수 있다. 

경로 P와 Q를 연결하면 보조정리 1에 의해 길이가 2n인 하

나의 사이클을 구성하므로 Q의 거리가 n임을 알 수 있다. 

경로 P와 Q의 거리가 n이므로 Dn(FHS(2n,n))=n이다.

(예) U=000111, V=110001이면, t=n=3이고, R1={2,4,5}, H1={2}, 

H2={4,5}, H3={3}, H4={6}이다. 경로 P는 [4,2,5], [5,2,4]이고, 

경로 Q는 [c,6,3], [6,3,c]이므로 P의 거리=Q의 거리=n=3임을 

알 수 있다.

(경우 2.2) t=2n-HUV=n-1인 경우

교환 순서 c•CRx(H4)▣CRx(H3)에 의해 두 노드 U와 V 사

이의 경로를 구성할 수 있다. t가 홀수이므로, H4과 H3의 원소 

개수는 같다는 것을 알 수 있고, 컨테이너의 크기는 보조정리 

5에 의해 ⌊ ⌋+1임을 알 수 있다. c•CRx(H4)▣CRx(H3)에 
의해 노드 U와 V를 연결하는 하나의 경로를 P라 하자. 

FHS(2n,n)의 분지수는 n+1이므로 n-⌈ ⌉개의 다른 경로 Q
가 존재함을 알 수 있다. 보조정리 1에 의해 Q는 CRx(H2)▣

CRx(H1
-)에 의해 구할 수 있다. 경로 P와 Q를 연결하면 보조

정리 1에 의해 길이가 2n인 하나의 사이클을 구성하므로 Q의 

거리가 n+1임을 알 수 있다. 경로 P의 거리가 n-1이고 경로 

Q의 거리가 n+1이므로 Dn(FHS(2n,n))=n+1이다.

(예) U=00001111, V=11100001이면, t=2n-HUV=n-1=3이고, 

R1={2,3,5,6,7}, H1={2,3}, H2={5,6,7}, H3={4}, H4={8}이다. 경

로 P는 [c,8,4], [8,4,c]이고, 경로 Q는 [5,2,6,3,7], [6,3,7,2,5], 

[7,2,5,3,6]이므로 P의 거리=n-1=3이고, Q의 거리=n+1=5임을 

알 수 있다.

(경우 2.3) t=HUV=n-1인 경우

교환 순서 CRx(H2)▣CRx(H1
-)에 의해 두 노드 U와 V 사

이의 경로를 구성할 수 있다. t가 홀수이므로, H1의 원소 개

수가 H2의 원소 개수보다 하나가 적음을 알 수 있고, 컨테

이너의 크기는 보조정리 5에 의해 ⌈ ⌉임을 알 수 있다. 
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CRx(H2)▣CRx(H1
-)에 의해 노드 U와 V를 연결하는 하나의 

경로를 P라 하자. FHS(2n,n)의 분지수는 n+1이므로 n+1-⌈ ⌉개의 다른 경로 Q가 존재함을 알 수 있다. 보조정리 
1에 의해 Q는 c•CRx(H4)▣CRx(H3)에 의해 구할 수 있다. 

경로 P와 Q를 연결하면 보조정리 1에 의해 길이가 2n인 하

나의 사이클을 구성하므로 Q의 거리가 n+1임을 알 수 있다. 

경로 P의 거리가 n-1이고 경로 Q의 거리가 n+1이므로 

Dn(FHS(2n,n))=n+1이다.

(예) U=00001111, V=11000011이면, t=HUV=n-1=3이고, 

R1={2,5,6}, H1={2}, H2={5,6}, H3={3,4}, H4={7,8}이다. 경로 

P는 [5,2,6], [6,2,5]이고, 경로 Q는 [c,7,3,8,4], [7,3,8,4,c], 

[8,4,7,c,3]이므로 P의 거리=n-1=3이고, Q의 거리=n+1=5임을 

알 수 있다.

(경우 2.4) t=2n-HUV인 경우

교환 순서 c•CRx(H4)▣CRx(H3)에 의해 두 노드 U와 V 

사이의 경로를 구성할 수 있다. t가 홀수이므로, H4과 H3의 

원소 개수는 같다는 것을 알 수 있고, 컨테이너의 크기는 

보조정리 5에 의해 ⌊ ⌋+1임을 알 수 있다. c•CRx(H4)
▣CRx(H3)에 의해 노드 U와 V를 연결하는 하나의 경로를 

P라 하자. FHS(2n,n)의 분지수는 n+1이므로 n-⌊ ⌋개의 
다른 경로 Q가 존재함을 알 수 있다. FHS(2n,n)은 이분할 연

결망[18]이므로 FHS(2n,n)의 내부에는 홀수 길이를 갖는 사

이클이 존재하지 않기 때문에, t+1인 경로는 존재하지 않는다. 

그러므로 거리 t+2인 경로를 구성한다. FHS(2n,n)의 분지수

는 n+1이므로 노드 U로부터 임의의 노드 V에 이르는 [j,P',j] 

형태를 갖는 n-⌊ ⌋개의 경로 Q를 구성하겠다(n+1≤j≤
2n, j∉P). 경로 P'는 경로 P를 구성하는 원소들의 순서를 거

꾸로 뒤집은 순서(reverse order)를 갖는 경로이다. 경로 P와 

경로 Q는 j가 경로 P에 포함되지 않은 원소이기 때문에 노드 

중복이 발생하지 않는다. 경로 P의 거리는 t이고, 경로 Q의 

거리는 t+2이다. 그러므로 Dd(FHS(2n,n))=t+2이다.

(예) U=000111, V=111000이면, t=2n-HUV=1이고, R
1={2,3, 

4,5,6}, H1={2,3}, H2={4,5,6}, H3={}, H4={}이다. 경로 P는 [c]

이고, 경로 Q는 [4,c,4], [5,c,5], [6,c,6]이므로 P의 거리

=2n-HUV=1이고, Q의 거리=t+2=3임을 알 수 있다.

(경우 2.5) t=HUV인 경우

교환 순서 CRx(H2)▣CRx(H1
-)에 의해 두 노드 U와 V 사

이의 경로를 구성할 수 있다. t가 홀수이므로, H1의 원소 개

수가 H2의 원소 개수보다 하나가 적음을 알 수 있고, 컨테

이너의 크기는 보조정리 5에 의해 ⌈ ⌉임을 알 수 있다. 
CRx(H2)▣CRx(H1

-
)에 의해 노드 U와 V를 연결하는 하나의 

경로를 P라 하자. FHS(2n,n)의 분지수는 n+1이므로 n+1-⌈ ⌉개의 다른 경로 Q가 존재함을 알 수 있다. FHS(2n,n)
은 이분할 연결망[18]이므로 FHS(2n,n)의 내부에는 홀수 길

이를 갖는 사이클이 존재하지 않기 때문에, t+1인 경로와 

t+3인 경로는 존재하지 않는다. 그러므로 길이 t+2인 경로를 

구성한다. 거리 t+2인 경로 Q는 [c,P,c] 형태를 갖는 하나의 

경로만이 존재한다. 임의의 원소 j(n+1≤j≤2n, j∉P)가 포함

된 거리 t+2인 경로 [j,P,j] 또는 [j,P',j]가 존재한다고 가정

하자. 노드 U에 인접한 i-에지들은 n+1≤i≤2n이고, 경로 P

를 구성하는 첫 번째 원소 p와 마지막 원소 p'는 n+1≤i≤

2n이다. 그러므로 [j,P,j] 또는 [j,P',j]가 존재한다면 j와 p 

또는 j와 p'가 경로를 구성하고 있다는 것을 나타내는데, 교

환 순서의 구성 요건에 모순이다. 경로 P와 [c,P,c] 형태를 

갖는 경로들은 c가 경로 P에 포함되지 않은 원소이기 때문

에 노드 중복이 발생하지 않는다. 거리 t+4인 n-⌈ ⌉개의 
다른 노드 중복 없는 경로 Q를 구성하겠다. 경로 Q는 

[x,y,P,x,y] 형태를 갖는다(n+1≤x≤2n, 2≤y≤n, x,y∉P). x,y

가 경로 P에 포함되지 않은 원소들이기 때문에 노드 중복

이 발생하지 않는다. 경로 P의 거리는 t이고, 경로 Q의 거

리는 t+2 또는 t+4이다. 그러므로 Dd(FHS(2n,n))=t+4이다. 

(예) U=000111, V=100011이면, t=HUV=1이고, R
1={4}, H1={}, 

H2={4}, H3={2,3}, H4={5,6}이다. 경로 P는 [4]이고, [c,P,c] 

형태의 경로는 [c,4,c]이며, 경로 Q는 [5,2,4,5,2], [6,3,4,6,3]이므로 

P의 거리=HUV=1이고, Q의 거리=t+4=5임을 알 수 있다.     □

정리 1에 의해 FHS(2n,n)의 고장 지름을 다음과 같이 구

할 수 있다.

[정리 2] Df(FHS(2n,n)) = D(FHS(2n,n)) +2 = n+2(n≥3).

[증명] FHS(2n,n)는 노드 대칭이므로 FHS(2n,n)의 두 노

드를 U=0n1n와 노드 V라고 하자. 

dist(U,V)에 따라 FHS(2n,n)의 고장지름 Df(FHS(2n,n))

을 분석하겠다.

(경우 1) dist(U,V)=D=n

정리 3에 의해 Dd(FHS(2n,n))=n이므로 Df(FHS(2n,n))=n

임을 알 수 있다.

(경우 2) dist(U,V)=n-1

정리 3에 의해 Dd(FHS(2n,n))=n+1이므로 Df(FHS(2n,n))= 

n+1임을 알 수 있다.

(경우 3) dist(U,V)≤n-2

정리 3에 의해 Dd(FHS(2n,n))=dist(U,V)+4이므로 Df(FHS 

(2n,n))=n+2임을 알 수 있다.      □
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4. 결  론

[20]에서 폴디드 하이퍼-스타 FHS(2n,n)의 노드 중복 없는 

경로를 제안하였고, 제안된 노드 중복 없는 경로를 바탕으로 

FHS(2n,n)의 고장 지름이 2n-1임을 증명하였다. 본 논문에서

는 교환 순서를 이용하여 FHS(2n,n)의 효율적인 노드 중복 

없는 경로를 구성하는 방법을 제안하였다. 그리고 FHS(2n,n)

의 광역지름이 dist(U,V)+4 이하임을 보였고, 고장지름이 n+2 

이하임을 보였다. 이러한 결과에 의해 [20]에서 제안한 노드 

중복 없는 경로와 고장지름보다 본 논문에서 제안한 노드 중

복 없는 경로와 고장지름이 더 우수함을 알 수 있다.
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