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시간 지연 시스템을 위한 가변 구조 제어기 설계

Variable Structure Control Design for Time-Delay Systems
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Abstract: We propose a variable structure control design method for a class of multivariable uncertain state-delayed systems 
which can be represented by polytopic models. In terms of LMIs, we derive a sufficient condition for the existence of a 
linear sliding surface guaranteeing the asymptotic stability of the sliding mode dynamics. We parameterize the sliding surface 
by using the solution of the LMI existence condition. We also give a switching feedback control strategy guaranteeing stable 
sliding mode. By using a numerical example, we show that our method supplements the existing results and it can be better 
than the existing results.
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I. 서론

시간 지연은 여러 가지 공학 시스템에서 종종 발생하며

시스템의 안정에 심각한 장애를 초래한다. 최근 여러 연구

자들이 가변구조 이론을 활용하여 시간 지연 시스템을 위

한 제어기 설계 방법들을 제안하였다[2-7]. 대부분의 가변구

조 제어 방법들은 [7]에 제시된 방법을 제외하고 지연된 상

태 행렬을 불확실성으로 간주하여 제어기를 설계하여 어느

정도 보수성이 존재하며 특히 [7]에 제시된 방법을 제외한

기존의 방법들은 불확실성이 정합조건을 만족시키지 않거

나 상태행렬 와 입력행렬 의 쌍 가 제어 가능

혹은 안정 가능하지 않으면 적용이 안되는 단점을 지녔다. 
본 논문에서는 폴리 토픽 모델을 갖는 상태 지연 시스템을

대상으로 고려한다. 첫 번째로 LMI를 사용하여 점근 안정

도를 보장할 슬라이딩 평면의 존재조건을 유도하고 슬라이

딩 평면을 매개 변수화한다. 다음으로 안정한 슬라이딩 모

드를 보장하는 스위칭 궤환 제어기를 제안한다. 마지막으로

수치적인 예를 통해 기존 방법을 보완하고 보다 나을 수

있음을 보인다.

II. 대상 시스템과 예비 결과들

우리는 다음과 같은 폴리토픽 모델로 표현 가능한 동역

학 방정식을 고려한다[1].

  
  



  

         

(1)

여기에서 ∈  ∈로 각각 상태, 입력을 가리

키며 ∈는 외란 입력을 나타낸다.  으로 시스템

의 시간 지연 상수이다. 는 미지의 변수로 다음을 만족시
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킨다.


  



  ≧  ≧ (2)

폴리토픽모델은 비선형 시스템을 여러 동작점에서 동정

하여 얻은 상태 공간 모델의 convex interpolation으로부터

얻어질 수 있음에 유의해야 한다[1]. 또한 기존 대부분의

시간 지연 시스템을 위한 가변구조제어기 설계 방법들에서

는 (1)과 같이 상태행렬과 지연행렬에 구조적인 비정합 불

확실성을 갖는 시스템을 다루지 않았음에 유의해야 한다. 
시스템 (1)은 다음을 만족시킨다고 가정한다.

A1: ∈ × ∈ × ∈ ×는 상수 행렬들

이다.
A2:  을 만족시킨다.
A3: ≦ ϱ를 만족시키는 상수 과

함수 ϱ가 알려져 있다. 
선형 슬라이딩 평면을       로 정의하자. 

여기에서 는 ×행렬이다. 이전의 결과 [1-7]를 참조하

면 는 다음 성질을 만족시키는 것을 찾아야 함을 알 수

있다.
P1: 는 역행렬이 존재한다. 간단함을 위해   로

가정하자.
P2: 슬라이딩 평면   에 제한된 차의 슬라

이딩 모드 동역학은 점근적으로 안정하다.
결국 가정 A1-A2를 만족시키는 시스템 (1)에 대하여 성

질 P1-P2를 만족시키는 ×행렬 를 찾고 외란 에도

불구하고 안정성을 보장하는 스위칭 제어기를 제안하는 것

으로 문제를 설정할 수 있다.
다음의 보조정리는 제안된 방법을 유도하기 위해 사용될

것이다.
보조정리 1: 적절한 차원을 갖는 행렬 , 에

대하여 다음 부등식이 항상 성립한다.
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 ≦

III. 주요 결과

정리 1: 시스템 (1)을 고려하자. 다음 LMI (3)를 모든

  ⋯에 대하여 만족시키는 해 행렬 가 존재한

다고 가정하자.

  






  ∗ ∗
   ∗


   

   





  (3)

여기에서 ∈ × ∈ × 은 결정 변수들이

고  
 

 ,  
,  

 이며 ∈ × 는    를 만족

시키는 임의의 행렬이다. 그리고 ∗는 대칭 행렬의 대칭성

으로부터 유추할 수 있는 행렬블록을 의미한다. 그러면 다

음처럼 주어지는 슬라이딩 평면은 P1-P2를 만족한다.

       (4)

증명: (4)에 주어진 는 P1을 확실히 만족시킨다. 다음

처럼 변환 행렬 과 이와 연관된 벡터를 정의하자.





 

   










  


















위식은   
  가 성립함을 의미한다. 

위의 변환행렬을 사용하면 (1)식은 다음처럼 고쳐 써 질 수

있다.


































































여기에서   이며  , 는 다

음처럼 정의된다.


  






  






  






  






  






  






  






  





등가 제어 방법에 따라 아래의  를 구할 수 있다.

 





결국   로 놓고  를 에 대입하면

슬라이딩 평면   에 구속된 슬라이딩 모드 동역학이 다

음처럼 주어짐을 알 수 있다.



 (5)

이전 결과 [1]과 [7]을 고려하여 다음의 리아푸노프-크라

소프스키 함수를 고려하자. 

  
 

  




  

 




  

 


여기에서  이다. 도함수를 구해보면 다음처럼

주어진다.

 













 



 






 











뉴턴-라이브니쯔 공식   
  


  을 이용

하여 위 식을 다음처럼 고쳐 쓸 수 있다.

  

 

 



 





















(6)

보조정리 1에 의해 다음을 얻을 수 있다.











≦ 



 



 



(7)

(6)과 (7)로부터 다음을 얻을 수 있다.

≦ 










 







(8)

[1]에 주어진 Schur complement 공식을 사용하면 (3)식이 만

족되면 다음 식이 모든  ⋯에 대하여 성립함을 알 수

있다.





  ∗
  


  









































 

이는 다음 식과 동치이다.




 
 





























































 

(9)

결국 (8), (9)식은 ≦


을 만족시키는  

0 이 존재함을 의미하고 이는 (5)이 점근적으로 안정함을
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그림 1. 시뮬레이션결과.
Fig. 1. Simulation results.

의미한다. Q.E.D.
주 1: (3)에 주어진 LMI 조건식은 다음 장의 예제에서

보여지듯이 가 안정가능하지 않더라도 해가 존재할

수 있고 슬라이딩 평면을 구할 수 있다. 그러므로 본 논문

에서 제안한 방법이 이전 방법보다 더 넓은 범위의 시스템

에 적용 가능하다. [7]의 방법도 시스템 행렬과 입력행렬이

안정가능하지 않더라도 적용할 수 있으나 본 논문에서처럼

시스템 행렬과 지연 행렬에 불확실성이 존재한다는 가정을

사용하지 않았고 다음 조건을 만족하는 시스템에만 적용될

수 있음에 유의해야한다.

 ⋯ ,   ⋯

즉 본 논문에서 제안된 방법에서는 [2]-[7] 등 기존의 방

법들과 달리 시스템행렬과 지연행렬에 존재하는 불확실성

을 비구조적으로 모델링하지 않고 구조적인 불확실성을 갖

는 폴리토픽 모델이 사용되었으며 시스템행렬과 입력행렬

안정가능성에 대한 가정이 제거되었다. 그러므로 본 논문에

서 제안한 방법이 이전 방법보다 더 넓은 범위의 시스템에

적용 가능하다. 
정리 2: 시스템 (1)을 고려하자. LMI (3)를 모든   

⋯에 대하여 만족시키는 × 양한정 해 행렬 가 존

재하고 슬라이딩 평면이 (4)처럼 주어졌다고 가정하자. 그
러면 다음의 스위칭 제어기는 슬라이딩 모드가 유한한 시

간에 발생하도록 하고 전체 시스템 궤적이 0으로 수렴하도

록 보장한다.

 
 (10)

여기에서 는 다음처럼 주어진다.

 


ϱ (11)

그리고  ,  ,   이다.

증명: 정리 1이 슬라이딩 모드 동역학이 안정함을 의미

하므로 도달조건이 ←를 만족시킨다는 것을 보이

기만하면 충분하다.   와 (1)를 이용하여 다음을 얻을

수 있다.

≦ ≦

결국 제어 입력 (10)는 슬라이딩 모드가 유한한 시간에 발

생하도록 하고 전체 시스템 응답이 0으로 수렴하도록 보장

한다.    Q.E.D.    
주 2: 아래 (12) 혹은 (14)에 주어진 뱅뱅형태의 크기가

제한된 제어기들은 적어도 국부적인 안정성을 보장할 수

있다. 이들의 안정도 범위는 [8]을 이용하여 구할 수 있다. 

 

 (12)

  (13)

여기에서   ⋯이고 는 j번째 채널의 입력이며

 는 설계변수로 그 값이 클수록 국부적인 안정도의

범위는 넓어진다[8].

IV. 수치적 예

 ,   로 다음처럼 주어지는 데이타를 갖는 시간

지연 시스템 (1)을 고려하자.

     
 



 


 

 
  



 


 

 

  


 


 

 
  



 



   sin (14)

나 가 안정가능하지 않기 때문에 기존의

[2-6]의 방법들은 적용이 불가능하다. 그리고 [7]의 방법은

 라는 조건을 만족시키지 않아 위의 시스템

(14)에는 적용할 수 없음에 유의해야 한다. LMI (3)를 만족

시키는 해를 LMI 최적화 알고리즘을 이용하여 다음처럼

구할 수 있다.

  


 


 ∗

 
(15)

그리고 다음과 같은 슬라이딩 평면을 구할 수 있다.

    (16)

그림 1은  sin  , 초기조건

을    
로 하고 다음의 뱅뱅형태의 제어입력을

가했을 때의 시스템 응답을 보여준다.

 

[7]의 방법과 같은 조건하에서 본 논문에서 제안된 방법

이 보수성(conservativeness)이 덜함을 보이기 위해 다음의

시스템을 고려해보자.
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기존의 [2-6]의 방법은 가 안정가능하지 않으므로

위의 시스템 (14)에 적용 불가능하다.   이면 [7]에
주어진 LMI 조건은 해가 존재하지 않아 적용할 수 없다. 
그러나 본 논문에서 제안한 방법은 적어도   이 되

었을 때 비로소 해가 존재하지 않았다. 결국 본 논문에서

제안된 방법이 기존의 방법보다 좀 더 넓은 범위의 시스템

에 적용가능하며 기존 방법들을 보완할 수 있음을 알 수

있다.

V. 결론

본 논문에서는 시간지연이 있는 시스템을 위한 슬라이딩

모드 제어기 설계에 관하여 논하였다. 대상 시스템으로 비

정합 불확실성을 상태 행렬 혹은 지연된 상태 행렬에 포함

할 수 있는 폴리토픽 모델을 고려하였다. LMI를 사용하여

점근 안정도를 보장할 슬라이딩 평면의 존재조건을 유도하

고 슬라이딩 평면을 매개 변수화하였으며 안정한 슬라이딩

모드를 보장하는 스위칭 궤환 제어기를 제안하였다. 마지막

으로 수치적인 예를 통해 효용성을 보였다.
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