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요  약 

본 논문에서는 도립진자 시스템을 이용한 최  상태 되먹임 제어기 설계  성능 검증을 소개한다. 제안하고 있는 최  상

태 되먹임 제어기는 최 제어 이론을 기반으로 입력크기와 응답성능의 최 값을 고려하 고 뿐만 아니라, 분제어기법을 

도입함으로써 정상상태오차를 이도록 하 다. 실험에 사용된 도립진자 시스템은 (주)셈웨어의 PC기반 CEM-IP-01으로써 

제안된 제어기를 용한다. 마지막으로 제안된 제어기와 일반 상태 되먹임 제어기를 모의실험과 실험을 통하여 비교함으로

써 제안된 제어기의 성능을 검증한다.

키워드 : 도립진자, 상태공간표 법, 자코비안 선형화, 변환행렬, 최  상태 되먹임 제어

Abstract

This paper presents the performance verification of the optimal state feedback controller via inverted pendulum 

systems. The proposed method generates the optimal control inputs satisfying both the constrained input and the 

performance specification. In addition, it reduces the steady-state error by adopting the integral control technique. In 

order to verify the performance of the proposed method, we apply both the proposed method and the general state 

feedback control to an inverted pendulum, CEM-IP-01 in the experiment. 

Key Words : Inverted pendulum, State-space representation, Jacobian, Transformation matrix, Optimal state-feedback 

controller

1. 서  론

도립진자 시스템은 사람의 손 에 막 를 세로로 세워 

심을 잡는 것과 같은 시스템으로 제어기의 성능을 시험하

는데 많이 사용되며 이는 로켓발사  제어, 로 시스템 등

과 같은 상의 표 인 모델이다. 이러한 도립진자 시스

템의 진자가 수직으로 세워졌을 때의 각도를 “0”으로 보고, 

일정한 목표값을 유지하는 방식인 정규화(regulation)를 하

도록 한다. 본 논문에서는 비선형 시스템인 도립진자 시스

템을 자코비안 선형화를 통하여 수직방향에서 선형화를 해

 후에 상태공간표 법으로 나타난 시스템을 해석하고 변

환행렬(transformation matrix)을 통하여 시스템의 특성을 

한 에 볼 수 있는 행렬인 제어표 형(controller canonical 

form)으로 변환시켜  뒤 최 행렬 를 구하여 이를 되먹

임하여 제어하는 방법인 2차 최 제어(quadratic optimal 

control)를 설계하고 제어기의 성능을 검증 하 다

[1][2][3][4].

2. 시스템의 모델링

도립진자 시스템은 그림 1과 같이 표 된다. 

그림 1. 도립진자 시스템

Fig. 1. Inverted Pendulum System



도립진자 시스템을 통한 최  상태 되먹임 제어기의 성능 검증

769

이 시스템의 라그랑지안(lagrangian)을 구하고 이것을 오

일러-라그랑주 방정식(euler-lagrange equation)에 입하

여 운동방정식을 구한다. 시스템을 미분방정식으로 나타내

고 이를 자코비안 선형화로 선형화 한 후에 상태공간표 법

으로 나타내면 다음과 같이 시스템을 표 할 수 있다[4].

표 1. 모델링을 한 라미터들

Table 1. Parameters for Modeling

라미터

 카트의 질량

 진자의 질량

 진자의 길이

 카트의 치

 진자의 각도

 력가속도

 제어입력

의 라미터들을 이용하여 라그랑지안을 사용하기 하

여 운동에 지와 치에 지를 구한다. 라그랑지안 은 다

음과 같이 정의되며 와 는 각각 운동에 지와 치에

지이다.

  (1)

시스템의 운동에 지와 치에 지를 구하면 다음과 같이 

나타난다[5].

 







 (2)

        (3)

에서 치에 지는 수평운동만 하고 있는 카트는 가지고 

있지 않기 때문에 고려하지 않고 식(2)와 식(3)을 가지고 라

그랑지안을 구하면 다음과 같이 나타난다.

  

 





 (4)

이 게 구한 라그랑지안을 오일러-라그랑주 방정식에 입

한다. 일반 인 오일러-라그랑주 방정식은 다음과 같이 정

의된다.



 
 


  (5)

에서 구한 라그랑지안을 식(5)에 입하여 시스템의 운동

방정식을 구한다. 그리하여 식(6)과 식(7)의 결과를 얻을 수 

있다.

  (6)

   (7)

식(6)과 식(7)을 와 에 하여 각각 상미분방정식으로 나

타내고 이 식을 과 에 하여 놓으면 다음과 같다.

cos
sin

(8)

     


cos
(9)

이 게 구한 시스템의 미분방정식은 비선형이 된다. 이러한 

비선형 시스템은 해석이 어렵고, 제어기설계가 어렵기 때문

에 어떤 동작  부근에서 선형모델로 근사화 하여 이를 사

용하여 제어기를 설계한다. 우선 비선형 시스템을 선형모델

로 근사화하기 하여 선형화를 하는데 본 논문에서는 자코

비안 선형화를 이용하 다[2]. 

   (10)

   (11)

비선형이 와 같이 표 될 때 그 곡선 의 한 을 다음

과 같다고 놓으면 그 곡선 의 다른 한 은 그 처음 알고 

있던 과 변화율로 알 수 있다.

  

  

 

 

 ⋯























































,  

























 (12)

이 게 자코비안 행렬은 변수들의 편미분 값으로 이루어진 

행렬로 어느 구간에서의 변화값을 알 수 있다. 여기서 를 식

(13)과 같이 정의하고 자코비안 행렬을 구하면 다음과 같다.

          
 (13)
















   

  




   

 




, 























 (14)

시스템의 표 에는 달함수와 상태공간표 법이 있다. 본 

논문에서는 상태공간표 법을 사용하며 상태공간표 법은 

다음과 같다.

 (15)

  (16)

그리고 상태변수 를 식(17)과 같이 정의

      (17)

시스템행렬과 입력행렬은 다음과 같이 나타난다.
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 (18)
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3. 최  상태되먹임 제어기 설계

본 논문에서는 최  상태되먹임 제어기를 설계하여 도립

진자 시스템을 제어하도록 한다. 최  제어란 제어 상의 

상태와 제어 신호가 생성해 낸 제어 결과를 평가하여 가장 

좋은 평가 결과를 유지하면서 제어 목 을 달성하려는 방식

이다. 그 기 때문에 성능지수 를 최소화하는 이득 를 

구하여 이것을 입력으로 되먹임 하는 방법으로 설계된다. 

성능지수 는 다음과 같다[1][4].   

 


∞

 (19)

식(19)에서 는 양의 한정(positive-definite) 는 양의 반

한정(positive-semidefinite)인 Hermite 행렬 는 실 칭행

렬이고 은 양의 한정인 Hermite 행렬 는 실 칭행렬이

다. 성능지수가 최소가 되도록 행렬 의 성분을 구하면 

기상태 와 계없이  가 최 이 된다. 그

리고 성능지수 를 다시 쓰면 다음과 같다.

 


∞






∞


(20)

그리고, 

 

 (21)

식(21)를 정의하고 풀어주면 다음과 같은 식을 얻는다.

  (22)

일 때

         

와 같은 축소행렬 리카치방정식을 구할 수 있다.  식

을 만족시키는 양의 한정 행렬 가 반드시 하나가 존재하

고 따라서 이 식을 풀어 양의 한정 행렬 를 하나 찾을 수 

있다면 이 시스템은 안정하게 된다.  양의 한정 행렬 가 

아닌 행렬은 버린다. 그리고 가 비특이행렬일 때 최소가 

되는 값은 다음의 식에서 얻을 수 있다[1].

      

    (23)

그리고 입력  이므로 다음과 같이 다시 쓸 수 

있다.

    (24)

4. 출력 오차를 이기 한 분제어

본 논문에서 분기를 입력과 출력의 오차를 분하여 

정상상태오차를 이는데 사용하 다. 분기는 오차보상기

와 랜트 사이의 앞먹임경로에 분기를 넣도록 한다. 그

러면 시스템 동역학은 다음과 같이 나타난다[1][3].




 








 


 

 


 








 



 (26)

그림 2. 서보시스템

Fig. 2. Servo system

서보시스템의 블록선도는 와 같으며 새로운 오차변수 
가 생기며 변수가 추가되므로 시스템의 차수가 추가된 변수

의 수만큼 증가한다는 단 이 있지만 목표하는 신호와 출력

간의 비교를 통하여 결국 출력을 목표신호와 같게 만들게 

되고 이는 정상상태에서 오차가 어들게 하는 요인이 된

다. 여기서  이며 은 기 입력 신호이고 입력 는 

다음과 같다.

  (27)

그리고 는 이득행렬, 은 분이득이 되고 다음과 같이 

이 정의 된다.

   (28)

5. 모의실험  용
 

본 논문에서는 CEM-IP-01에 용하기 , Matlab을 통

하여 모의실험을 하 다. 력 를 제외한 모든 라미들은 

1로 정의하 고 LQ제어기만 사용한 시스템과 분기를 추

가하여 정상상태오차를 이도록 설계한 시스템과 출력을 

비교하 고 그에 따른 출력오차도 비교하여 보았다. 각 시

스템의 기상태는 각 =0.5를 제외하고 모두 0으로 하

다. 시스템의 상태공간표 법은 다음과 같다.













   
   
   
   

















 (29)

이 게 구한 상태공간표 법의 시스템행렬과 입출력행렬을 

가지고 가제어성 별과 제어표 형으로 변환을 한다. 가제

어성 별은 제어가 가능한지를 별하는 행렬로 이  행렬의 

벡터가 모두 선형독립이면 제어가 가능하다고 단하고 제

어기설계를 시작한다.

     ⋯  (30)

가제어행렬인 식(30)에 식(29)을 입하면 다음과 같다.

 











   
   
   
   

(31)

 행렬의 벡터들은 모두 선형독립이므로 이 시스템은 제어
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가 가능함을 알 수 있다. 그러므로 이 행렬을 제어표 형 

행렬로 변환시켜 다. 그러기 해서 변환행렬 를 만들

어 다. 행렬은 행렬과 행렬의 곱으로  이루어진다. 

행렬과 행렬은 식(32),(33)이 되고 제어 표 형을 만들

면 식(34)와 같다.













   

   
   
   

(32)

 











   
   
   
   

(33)

에서 만들어진 행렬을 이용하여 변환시키면 다음과 같다.


 

(34)

일 때  라 놓으면 다음과 같다.


 

(35)


 

(36)

와 같은 방법을 사용하여 아래와 같이 닮은꼴 행렬들을 

만들 수 있다[2][4].





(37)

이러한 방법으로 제어표 형행렬로 변환시킨 식은 식(38)과 

같다.













   
   
   
   

















 (38)

의 내용을 바탕으로 설계를 하게 되면 축소행렬 리카치 

방정식을 풀어 행렬 를 구하고 이 게 구한 가 양의 한

정이면 그 시스템은 안정하다. 이 행렬 를 식(23)식에 

입하여 를 구하면 이 행렬 는 최 행렬이 된다. 와 
은 다음과 같이 설정하 다.













   
   
   
   

    (39)

그림 3과 4는 최 제어방법과 그 지 않은 방법의 극 배치법

을 사용하고 그 입력과 출력을 비교하여 나타낸 그래 이다.

그림 3을 확인 한 결과 LQ제어를 사용하여 한 이득

을 구하고 제어하 을 때 입력값이 더 게 나타나는 것을 

확인 할 수 있다.

그림 4에서는 최 이득을 사용한 결과 더 빠르게 0으로 

수렴하는 것을 확인 할 수 있다.  그림 3과 4를 통하여 알 

수 있듯이 직  극 을 지정하고 이득을 구하는 방법보다 

LQ제어를 통해 제어하는 것이 더 한 입력과 성능을 갖

는 것을 알 수 있다.

그림 3. 극 배치기법과 LQ제어의 입력비교

Fig. 3. System input comparison between 

Pole placement and LQ control

그림 4. 극 배치기법과 LQ제어의 출력비교

Fig. 4. System response comparison between 

Pole placement and LQ control

분기를 추가하기 해서 식(38)을 식(26)과 같이 만들어

주고 을 구할 수 있다.













    
    
    
    
    

, 

















(40)

식(28)형태의 이득행렬 을 다음과 같이 구할 수 있다.

      (41)

의 방법으로 LQ제어와 분기를 추가한 시스템을 비교하

면 다음과 같은 그래 를 얻을 수 있다.

그림 5. LQ제어와 분기를 추가한 시스템과 출력비교

Fig. 5. System response comparison between LQ control 

and LQ control with Integrator
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그림 5에서 LQ제어기만 설계하여 제어하 을 때보다 

LQ제어기에 분기를 추가한 시스템의 성능이 더 좋아진 

것을 볼 수 있다. 진자의 각 는 두 제어기 모두 0으로 수

렴하여 진자를 세우기 한 목표값을 달성하 다.

그림 6. 오차확인을 한 잡음

Fig. 6. Noise to confirm errors

그림 5에서 분기를 추가하여 출력을 비교하 을 경우 

개선된 을 으로 확인 할 수가 없다. 그 기 때문에 그

림 6과 같은 잡음을 입력하여 출력신호가 목표신호에 얼마

나 도달하고 얼마나 더 안정 인가를 확인하는 것으로 개선

유무를 확인 할 수 있다. 

그림 7에서는 두 시스템에 외란을 입력하여 출력을 확인

하 고 서보시스템의 목표인 정상상태 오차개선을 확인할 

수 있었다.

그림 7. LQ제어와 분기를 추가한 시스템과 출력오차

Fig. 7. System response errors between LQ control and 

LQ control with Integrator

본 연구의 실험에는 (주)셈웨어의 CEM-IP-01을 사용하

으며 제안된 제어기를 설계하여 이를 제어하므로 성능을 

확인하 다.

그림 9는 CEM-IP-01의 응답을 나타낸 것으로 각도가 

처음에는 의 값을 유지하다가 제어가 가능한 선형구간 안

에 진자가 치할 때 제어를 하기 시작하고 각도를 0으로 

수렴하게 만들어 진자가 쓰러지지 않게 균형을 잡는다. 이

는 그림 8과 같은 형태로 치하여 유지되는 것을 직  

으로 확인할 수 있었다.

그림 8. CEM-IP-01에 용

Fig. 8. The application of CEM-IP-01

그림 9. CEM-IP-01의 응답 

Fig. 9. System response of CEM-IP-01

6. 결론  고찰

본 논문에서는 도립진자 시스템을 제어하기 해 LQ제

어기를 설계하 고 LQ제어의 이득행렬은 과 에 의하

여 성능지수 안에서 최소로 결정되며 이 게 설계한 LQ제

어기는 입력과 성능이 최 의 상태가 됨을 모의실험을 통해

서 알 수 있었고 정상상태에서 오차를 개선하기 하여 

분기를 추가하 으며 이는 차수가 늘어나는 단 을 가지고 

있지만 외란을 입력하여 확인한 결과 분기를 추가한 서보

시스템형태가 정상상태에서 더욱더 안정한 것을 확인 할 수 

있었다. 이로써 제한된 입력에서 최 의 성능을 유지하고 

정상상태에서 오차를 개선하므로 더욱 안정 인 제어를 할 

수 있는 것을 확인하 다.
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