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서 론1.

대부분의 구조해석 문제는 주어진 경계조건과

하중조건에 대한 변형과 응력을 해석하는 문제인

데 반대로 일부분의 변위를 측정하여 표면이나,

내부의 응력 또는 트랙션 을 평가해야 하(traction)

는 역문제 를 정의할 수 있게 된(inverse problems)

다 이와 같이 일부 영역의 변위를 측정하여 미.

지의 트랙션을 구하는 공학적 문제가 자주 나타

나게 되는데 대표적으로 구조물 내부의 잔류응,

력을 구하기 위하여 역문제 해석이 요구되게 된

다 구조물의 경계에서 변위를 측정하는데 필연.

적으로 측정 오차가 발생하게 되고 역시스템의

불안정성으로 인하여 평가되는 응력이나 하중에

큰 영향을 줄 수 있게 된다 그러므로 내부의 응.

력이나 하중을 평가하기 위하여 효율적인 역문제

해결 방법이 절실히 요구되고 있다.

기계 부품들의 내부에 과다한 잔류응력이 남아

있으면 부품의 피로 내구성의 저하와 더불어 제품

개발기간이 오래 걸릴 수 있다 물체 내부의 잔류응.

학술논문< > DOI:10.3795/KSME-A.2010.34.4.487

탄성체 경계 트랙션을 구하는 문제에서 상호 수직 기저 함수를
사용한 역문제 해석 방법의 개발
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(유사 역행렬)

초록 대부분의 구조해석 문제는 외부에서 주어진 하중에 대한 변형과 응력에 관심을 두고 있지만 많은:

경우에서 표면 또는 내부에 주어진 응력이나 트랙션을 구하는 역문제 해석이 필요하게 된다 본 연구에.

서는 구하고자 하는 트랙션에서 멀리 떨어진 영역의 변위를 측정하여 미지의 트랙션을 평가하는데 유
한요소법을 사용한 역문제 수식화를 적용하였다 일반적으로 역시스템의 불안정으로 인하여 측정 변위.

의 작은 오차는 해석 결과에 큰 영향을 주게 된다 이와 같은 역시스템의 불안정성을 개선하기 위하여.

본 연구에서는 구하고자 하는 트랙션에 가까운 단면의 변위를 수직화 기법을 통한 수직Gram-Schmidt

기저함수 사용하여 예측하고 보다 안정된 역문제를 해석하는 방법을 개발하였고 장점들을 수치 예제를
통하여 보여주었다.

Abstract: Most structural analyses are concerned with the deformations and stresses in a body subjected to external

loads. However, in many fields, inverse problems have to be interpreted to determine surface tractions or internal

stresses from displacements measured on a remote surface. In this study, the inverse processes are studied by using

the finite element method for the evaluation of internal stresses. Small errors in the measured displacements often

result in a substantial loss of stability of an inverse system. In order to improve the stability of the inverse

system, the displacements on a section near the region of the unknown tractions are predicted by using orthogonal

basis functions. We use the Gram-Schmidt orthogonal technique to determine two bases for the displacements on a

section near the region of the unknown tractions. Advantages over previous methods are discussed by using

numerical examples.

† Corresponding Author, khg@snut.ac.kr
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력을 알아내기 위한 방법 중에는 구멍 주위의 국부

적인 잔류응력을 알아내는 응력이완법의 일종인 구

멍 뚫기 방법(1)이 있고 선을 사용하여 표면의 대X

략적인 잔류응력을 알아내는 방법(2)이 있는데 내부

의 전체적인 잔류응력을 구해내는 것은 여전히 어

려운 문제로 남아있는 실정이다 잔류응력이 존재하.

는 물체를 절단하고 여기서 유발되는 다른 일부 영

역의 변위를 측정하여 절단면의 트랙션을 구하는

역문제를 효율적으로 해결 할 수 있으면 고체 내부

의 잔류응력을 평가하는 혁신적인 방법이 될 것이

다 측정된 변위를 사용하여 표면 트랙션을 역유한.

요소법으로 구하는 연구들(3,4)이 수행되었다 역문제.

해석에서 측정 변위의 작은 오차가 결과에 큰 영향

을 주는 불안정이 발생하게 되는데 역시스템의

로 인하여 나타나게 된다 역시스템의ill-posedness .

불안정성을 개선하기 위하여 일반적으로 Tikhonov

또는 정truncated SVD(singular value decomposition)

규화 방법이 사용되게 된다 대각 정(regularization) .

규화 방법과 반복 과정을 통해 역유한요소를 사용

한 방법이 제시 되었다.(5) 정규화 방법의 도입은 역

시스템을 안정하게 만들 수 있지만 역문제를 왜곡

시켜서 원하지 않는 결과를 줄 수 있게 된다 최근.

에 국부적인 탄성체 표면의 변위를 측정하여 유한

요소를 이용한 방법들이 제시되고 있다.(6) 특히 측,

정 변위로 부터 경계 트랙션을 구하는 문제는 정규

화 방법을 적용 하여 개선하는 것은 한계가 있고

측정 위치의 선정이 중요하다는 것을 알 수 있다.(7)

탄성체 표면의 트랙션을 평가하는 안정적인 방법이

개발이 되어 측정해석 과정의 표준화가 이루어진다/

면 산업계 전반에 큰 영향을 줄 수 있을 것으로 기

대한다.

본 연구에서는 탄성체 내부 단면의 트랙션을

보다 안정적으로 평가하기 위하여 알고자 하는,

트랙션과 거리가 있는 표면 변위를 측정하고 구

하고자 하는 트랙션 근처의 변위를 예측하고

직교화를 이용하여 상호 수직한 기Gram-Schmidt

저 함수를 사용하여 역문제를 해석하였다 변위.

측정은 장비를 사용하여 차원 변위를ARAMIS 3

적용하였으며 본 연구에서 제시하는 역문제 해석

방법의 결과를 기존 방법의 결과와 비교하였다.

본 연구에서 제안하는 방법은 기존의 방법에 비

하여 상당히 안정적인 결과를 보여주고 있다.

이 론2.

역문제의 이론적 배경2.1

.

    in  (1)

    (2)

  

   (3)

여기서 는 고체 영역이고 는 경계이며 는

응력, 와 는 상수이다 주어진 경계 조건Lamé .

은 다음과 같다.

 
 on  (4)

 
 in  (5)

여기서 와 는 변위와 트랙션이 주어진 경계

를 나타낸다 역문제의 중요한 목표는 트랙션이.

주어진 경계의 일부 ∈ 에서 다른 부분

∈의 변위를 측정하여 구하는 것이다.

    ∈ (6)

여기서 ∩ ∅이다 에 변위를 측정하. Fig. 1

는 영역 와 구하고자 하는 하중 영역  을 보

여주고 있다 기본적으로 역문제의 이론해는 다.

음과 같은 적분방정식으로 나타나게 된다.

 


 (7)

Fig. 1 Schematics of inverse problems
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여기서 ∈이고 는 함수이다kernel .

위의 식은 의 적분방정식으로 하중이Fredholm

단지 에서만 주어지는 경우에 유효하게 된다.

식 과 같은 적분 방정식을 해석적으로 구하는(7)

것은 거의 불가능하므로 수치적인 방법을 도입하

게 된다.

역유한요소 수식화2.2

전체 해석 영역을 유한요소 방정식으로 나타내

면 다음과 같다.

   (8)

여기서 는 전체 강성행렬 이고(stiffness matrix) 

는 절점 변위, 는 절점하중이다 측정 면. 과

트랙션을 평가하고자 하는 면 의 변위를

∈ℜ와 ∈ℜ로 나타내고 그 외의 변위를

로 나타내면 식 을 다음과 같이 된다(8) .











  
  
  





























(9)

식 에서(9) 의 역행렬을 구할 수 있으므로

다음과 같이 축약하여 나타낼 수 있다.











 

  

 



  




 (10)

여기서

   
  (11a)

  
  (11b)

   
  (11c)



  

  (11d)



 

  (11e)

위에서 와 는 각각 ×와 ×의 대칭

행렬이고 는 ×의 사각형 행렬이다.

식 과 같은 역문제의 해는(10) Moore-Penrose

유사 역행렬(pseudo)
(8)을 일반적으로 적용하게 된

다.

  



 

  (12)

여기서



 

 
 


for   (13)

측정 변위가 구하고자 하는 하중보다 많은

 의 경우는 다음과 같은 최소화 문제의 결

과와 같게 된다.

( ) mc

mc

m

mm
u

LS

c

nc
fuKuKu −+=

ℜ∈
minarg

for   (14)

위의 식에서 유사 역행렬은Moore-Penrose 


이 최소자승의 개념으로 

 

에 가장 근

접한 해를 구하게 된다 구하고자 하는 트랙션은.

식 를 식 에 대입하여 다음과 같이 나타(12) (10)

나게 된다.

  



 


 



  (15)

식 의 오른쪽 항에서 첫 번째 항은 측정 변(15)

위와 구하고자 하는 트랙션의 관계를 나타내는

민감성 행렬 이 된다 또한 나머(sensitivity matrix) .

지 영역의 변위는 다음과 같이 나타나게 된다.

  
    

 (16)

결과적으로 식 와 식 은 측정된 변위를(15) (16)

사용하여 구하고자 하는 트랙션과 변위를 얻는

최종적인 관계식이 된다.

정규화2.2 Tikhonov (regularization)

정규화 방법은 다음과 같이 최소화Tikhonov

하는 문제가 된다.

   arg min ∥ 
  

  ∥
∥ ∥ 

(17)

여기서 는 정규화 변수이다 식 을 적용하면. (17)

유사 역행렬은 다음과 같다.

 
   

   
  

 (18)
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정규화 변수는 ∥   ∥이
최소화 되고 또한 ∥∥이 최소화를 위한 균형

이 되도록 선정해야 하는데 일반적으로, 가 크

게 되면 역시스템의 은 좋아지지만 왜곡condition

된 결과를 주게 된다 따라서 역시스템의.

을 향상시키며 최적의 정규화 변수를 설condition

정하는 것이 중요하다 일반적으로 최적의 정규.

화 변수는 곡선을 구성하여 결정하게 된다L- .
(9)

상호 수직 기저함수를 사용한 역문제3.

해석 방법

참고문헌(Kim and Lee, 2009)
(7)에서 자세히 언

급한 바와 같이 기존의 역문제에서 측정 위치와

트랙션을 구하고자 하는 면이 거리가 먼 경우 안

정되지 않은 값을 얻게 된다 하지만 구하고자.

하는 트랙션에서 가까운 영역의 변위를 측정하게

되면 상대적으로 안정된 결과를 얻을 수 있게 된

다 본 연구에서는 측정면의 정보를 이용하여 트.

랙션을 평가하고자 하는 면에서 가까운 단면의

변위를 예측하여 안정된 역문제 해석 방법을 제

시하고자 한다 평가하고자 하는 트랙션에 가까.

운 단면의 변위에 대한 수직 기저(orthogonal

를 수직화 방법을 사용하여 선basis) Gram-Schmit

정하였고 측정 변위와 오차가 최소화되는 수직

기저의 선형 결합을 구하여 역문제를 해석하였

다 측정된 변위를 이용하여 직접 역문제를 해석.

하는 것 보다 미지의 트랙션 근처의 변위를 사,

용하여 역문제를 해석하는 것이 역시스템을 상당

히 안정하게 만들게 된다.

구하고자 하는 트랙션 근처의 단면 영역 에

서의 두 개의 상호 수직 변위 
와 

의 선형

결합을 사용한 역문제를 나타내면 다음과 같다.

( )ssc

2211 φφ ββα +Φ=u (19)

( )






 −=Φ

2

2

1
min css

c
uBuu

u
α

(20)

여기서 ∈ℜ×은 식 의 을 대표하(7) convolution

는 선형 함수이고 변위 공간, 에서의 기저 수

직 변위를 
∈ℜ, ∈ℜ로 나타내었다 식. (20)

은 역유한요소법에서 식 와 같은 의미를 갖게(14)

된다.

본 연구에서 구하고자 하는 트랙션 근처의 단

면 의 변위는 순 와 역 해석을(forward) (inverse)

통하여 예측하게 된다 우선. 에서 측정된 변위

를 경계조건으로 적용한 순 해석을 통해(forward)

근접한 위치의 변위를 예측하였다.

  
  , 

   (21)

식 에서 도출된(21) 에서의 변위로 역문제를

풀어보면 다음과 같다.


  

  (22)

본 연구에서 변위 
가 영역에서 첫 번째 상

호 수직 기저 벡터가 된다 두 번째로 측정된. 

의 과 앞서 구한  의 
∈ℜ 를 이용하여 

영역의 새로운 변위를 얻을 수 있다.


  

    (23)

( )






 −=Ζ ++ 2

2

1
min cmsms

c
uCuu

u
α

(24)

여기서 
 

∪은 두 개 변위 영역의 합이

고 ∈ℜ×는 을 대표하는 선형convolution

함수이다 변위. 
와 를 사용한 역 시스템은

측정된 변위 만을 이용한 역 시스템 보다 상당

히 안정적이다 결과적으로 식 의 역문제는. (23)

측정 변위와 식 의 첫 번째 예측 변위를 사용(22)

한 두 번째 예측 변위를 구하게 된다 여기서 구.

해진 의 
를 순 문제로 풀어서(forward) 

를

구해낸다 에 식 과 식 의 순. Fig. 2 (22) (24)

문제와 역문제 해석을 통하여 구해지는(forward)

에서의 변위를 도식적으로 보여 주고 있다 최.

종적으로 직교화를 이용하여 두 개Gram-Schmidt

의 수직 변위 
와 

를 구할 수 있게 된다.


  


(25)


  

 

∙




∙






(26)
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Fig. 2 Orthogonal bases on 

본 연구에서는 구하고자 하는 트랙션과 가까운

단면의 변위를 식 와 식 의 상호 수직인(25) (26)

변위의 조합을 사용하여 구하게 된다 결과적으.

로 식 의 역문제로 풀어서 얻어진 경계면 트(19)

랙션으로 순 문제를 풀어서 얻은 변위와(forward)

측정된 변위의 오차가 가장 작게 되는 값들로 선

정이 된다.

( ) mm

um
uu −= ˆmin,

ˆ
21 ββ

(27)

여기서 은 식 에서 구한 트랙션을 적용하(17)

였을 때 측정 위치의 변위이다 이렇게 구해진.

과 으로 알고자 하는 트랙션 면에서 가장 가

까운 최종 변위 를 구하여 역문제를 해석하고

트랙션을 구하게 된다.

변위 측정과 역문제 해석 결과4.

본 연구에서는 시편의 강체 운동을 줄이기 위

해 과 같이 아래 면을 고정하기 위한 구멍Fig. 3

과 한쪽 면에 일정한 틈을 가공한 시편을 제작하

여 하중을 부여하고 일부 면의 변위를 측정하였

다 측정된 변위 데이터를 이용하여 역문제를 해.

석하고 내부 단면의 트랙션을 평가하였다.

변위 측정4.1

역문제 해석을 위한 시편의 재료는 알루미늄 재

Fig. 3 Specimen specification

Fig. 4 Boundary conditions

Fig. 5 Measurement system with ARAMIS

질이고 탄성계수 과 푸아송 비E=71700 Mpa =0.33

이다 과 같은 형태의 시편을 제작하여. Fig. 3 Fig. 4

와 같이 시편 아래는 모두 구속하고 시편의 윗면

끝부분을 벌어진 틈만큼 변위하중을 아래로 부여하

였다 하중을 부여하는 위치의 반대편 면에서 변위.

를 측정하여 역문제 해석의 측정값 데이터로 활용

하였다.

변위 측정으로 장비를 이용하였는데ARAMIS

는 차원 변위 측정 장비로서 두 개의ARAMIS 3

렌즈를 이용하여 측정면의 변위를 계측하여 차3

원 측정면의 위치 변위 변형률 등을 측정 할 수, ,

있다 에 장비를 사용한 측정 모. Fig. 5 ARAMIS

습을 보여주고 있다 은 상단에 측정면. Fig. 6 , 

의 변위를 나타내고 있으며 하단에 두 개의 렌즈

에서 하나씩 촬영 된 화면을 보여주고 있다.
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Fig. 6 Displacements measured by ARAMIS

Fig. 7 Definition of  and 

본 실험에서는 이 화면에 나타난 측정 변위를

이용하여 역문제 해석에 사용하였다 과 같. Fig. 7

이 변위를 측정하는 면과 내부 단면의 트랙션을

예측하는 면을 선정하여 순 문제와 역문(forward)

제를 해석하여 결과를 비교하였다.

역문제 해석 결과4.2

과 같은 해석 모델을 사용하여 시험편 내Fig. 7

부의 단면 의 트랙션을 에서 측정된 변위를

적용하여 역문제를 해석하였다 는 시험. Fig. 8(a)

과 동일한 경계조건을 사용하여 구조물을 해석하

고 응력 을 보여주고 있는데 역문제 해석을

통하여 구한 단면 의 트랙션을 부여한 해석 결

과와 비교하였다 역문제 해석은 앞에서 설명한.

역유한요소법을 적용한 기존의 방법과 본 연구에

서 제시하는 상호 수직기저 함수를 이용한 역해

석 방법을 적용하였다 는 역유한요소법. Fig. 8(b)

을 기존의 역문제 해석 기법을 적용하여 얻은 결

과로 정규화 변수는 와 같이 곡Tikhnov Fig. 9 L-

선을 구성하여 결정하였는데 × 을

선정하여 적용하였다 곡선 방법에서는 곡선의. L-

모서리 지점 근처를 선정하게 된다 정규화 변수.

는 식 의 구속 조건과 유사 역행렬의 특이값(17)

Fig. 8 Stress() distributions: (a) forward results,

(b) inverse results using FEM displacements
(the previous method), (c) inverse results
using measured displacements (the previous
method), and (d) inverse results using
measured displacements (the present method)
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Fig. 9 L-curve for selecting the Tikhonov regular-
ization parameter

필터링 효과에 의한 역해석 결과의 왜곡이 균형

을 이루는 값을 선정해야 하는데 일반적으로 Fig.

와 같은 곡선 방법을 사용하게 된다9 L- . Fig. 8(b)

는 측정 변위를 유한요소 순 해석에서(forward)

얻은 변위를 적용하였고 는 를Fig. 8(c) ARAMIS

사용하여 측정된 변위를 적용하였으며 모두 동일

한 정규화 변수를 적용하였다 기존의 역문제 해.
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석 방법을 적용하는데 정규화 방법을 적용하여

얻은 결과는 정규화 하지 않은 결과보다는 안정

화 되었지만 와 같이 많은 차이를 보여Fig. 8(a)

주고 있다 하지만 본 연구에서 제시하는 역문제.

해석 방법을 적용하면 와 같이 상대적으Fig. 8(d)

로 안정된 결과를 얻었는데 구하고자 하는 트랙

션에 가까운 영역의 변위를 예측하여 적용하게

되므로 역시스템이 안정된 결과를 보여주고 있

다 결과적으로 본 연구에서 제시하는 방법을 사.

용하면 기존의 역문제 해석 방법에 비하여 안정

되고 정확한 결과를 얻을 수 있게 된다.

결 론5.

본 논문에서는 기존의 유한요소법을 사용한 역

문제 해석에서 발생하는 불안정성을 개선하기 위

하여 구하고자 하는 트랙션에 가까운 영역의 변

위를 상호수직인 기저함수들로 근사하는 새로운

방법을 제시하고 있다 기존의 역해석 방법을 적.

용하는데 안정적인 결과를 얻기 위해서는 구하고

자 하는 트랙션 근처의 변위를 측정해야 하는 어

려움이 있게 된다 본 연구에서는 측정 변위를.

직접 적용한 순 해석의 결과와 측정 변(forward)

위와 순 해석으로 예측된 변위를 적용한(forward)

역문제 해석 결과를 사용하여 상호 수직인 기저

함수들을 선정하였다 결과적으로 알고자 하는.

트랙션에서 가까운 영역에서 변위를 사용하여 안

정된 역시스템을 구성할 수 있게 되며 기존의 역

해석 방법에 비하여 상당히 안정적인 결과를 얻

을 수 있게 된다 본 연구를 바탕으로 구조물 내.

부의 잔류응력을 평가하는 방법이 정립되면 다양

한 대상으로 확대 적용 될 수 있을 것이며 구조

물 내부 강도 평가 및 해석에 활용될 수 있을 것

이다.
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