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복합재료 H형 단면 보의 자유진동 해석
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ABSTRACT

Equations of motion of thin-walled composite H-type cross-section beams incorporating a number 
of nonclassical effects of transverse shear and primary and secondary warping, and anisotropy of 
constituent materials are derived. The vibrational characteristics of a composite thin-walled beam 
exhibiting the circumferentially asymmetric stiffness system(CAS) and the circumferentially uniform 
stiffness system(CUS) are exploited in connection with the bending-transverse shear coupling and the 
bending-twist coupling resulting from directional properties of fiber reinforced composite materials. 

* 
1. 서  론

섬유강화복합재료(fiber-reinforced composites)는 

높은 강도(strength) 및 강성(stiffness), 내부식성, 높

은 피로수명, 낮은 열팽창율 등의 장점 때문에 토

목, 건축, 기계, 항공우주 산업 등에서 광범위하게 

사용되고 있다. 특히 개방형 단면(open-section 
beam, OSB)을 갖는 보는 인공위성 및 우주선에 설

치된 붐(boom), 항공기의 날개, 헬리콥터의 로터, 
잠수함 및 건축물의 지지 골격 등에서 쉽게 찾아 

볼 수 있다. 복합재료는 높은 강도의 재료 특성 때

문에 얇은 벽판으로 설계되며, 높은 강도로 인해 피

로, 파괴보다는 구조물의 동적 안정성 측면을 주로 

고려하여 설계되고 있다. 따라서 복합재료의 구조 

진동의 정확한 예측은 복합재료 구조물의 설계에 

있어 매우 중요하다. 
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보의 연구는 1940년에 Vlasov(1)에 의해 처음 시

작되었으며, 그 후 Goodier, Timoshenko, 및 

Genre(2~4) 등이 개방형 금속 보에 대한 좌굴 및 진

동에 대한 연구를 수행하였다. 그리고 Yu, Beam 
및 Murozono(5~7)는 길이가 긴 붐을 개방형 보로 가

정하여 열적 플러터에 관한 연구를 수행하였다. 
최근 복합재료에 대한 관심이 증가되면서 Song, 

Librescu, Choi, Chopra 및 Lee(8~13) 등은 복합재료

의 구조물의 선형 문제에 대한 연구를 수행하였으

며, Savic과 Cardoso(14,15) 등은 개방형 복합재료 보

의 최적설계에 관한 연구를 수행하였다. 
현재까지 일반보(metallic beam)와 복합재 판 및 

폐단형(closed-section) 얇은 벽판 보에 대해서는 많

은 연구가 진행된 반면, 개방형 복합재료 보에 대한 

연구는 상대적으로 미진한 상태이다. 
따라서 이 연구에서는 개방형 얇은 벽판 복합재 

보인 H형 보에 대해 전단효과, 와핑구속 등을 고려

한 운동방정식 및 경계조건을 유도하였다. 또한 확

장된 Galerkin 방법을 이용하여 운동방정식을 근사

화하여 수치해석을 수행하였다. 그리고 수치해석을 
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통해 복합재료 H형 단면 보의 진동특성에 있어 전

단효과, 와핑구속, 연성효과의 영향을 고찰하였다.  

2. 운동방정식

2.1 개방형 단면을 갖는 보의 운동방정식
H형 단면 보는 전체좌표계(global coordinate)로 

보의 길이 방향 축을 z축으로 하는 (x,y,z) 좌표계

를 설정하였으며, 보의 단면형상을 정의하기 위해 

국소좌표계(local coordinate)인 (n,s,z)를 설정하였

다. 여기서 n과 s는 각각 윤곽선의 수직 및 접선 

좌표를 나타낸다. Fig. 1은 H형 단면 보의 구조적 

테일러링 기법에 따라 상판과 하판의 섬유각 방향

이 비대칭이면 CAS(circumferentially asymmetric 
stiffness), 대칭이면 CUS(circumferentially uniform 
stiffness)인 보의 형상을 나타내고 있다. 

얇은 벽판 복합재료 보의 운동방정식을 유도하기 

위해 다음과 같은 가정을 사용하였다. 
(a) 보의 단면에 대한 윤곽선 평면은 변형되지 않

는다.
(b) 1차, 2차 와핑 구속 효과를 고려한다. 
(c) 횡 전단 변형을 고려한다. 
(d) 원주방향 합응력 는 다른 방향 합응력에 

비해 무시할 정도로 작다. 
위의 가정을 기본으로 하여 벽판 보의 3-D 탄성 

문제를 1-D 문제로 변형할 수 있다. 따라서 3-D 변

위 벡터항은 다음과 같이 쓸 수 있다. 

  (1a)

  (1b)







 










 




′  
(1c)

수식 (1a~1c)에서  는 x,y,z
축 방향 변위로 횡방향, 종방향, 인장 변위를 나타

내며,  , 는 x,y,z축에 대한 회전

변위로 횡전단, 종전단, 비틀림 변위를 나타낸다. 식 

(1c)에서 (‘)=d/dz이다. 
또한 와 는 각각 1차 및 2차 와핑을 

나타내며 는 다음과 같이 표현된다. 






 (2)

여기서, 적분은 H형 보의 단면 형상을 따라 s의 함

수인 을 선적분함을 의미하며, 는 적분하기 위

한 매개변수이다. 과 는 다음과 같은 기하학적 

관계를 갖는다. 

 





(3)

 





(4)

식 (1a~1c)를 이용하여 변형율을 구하면 다음과 

같다. 

(a) CAS

(b) CUS

Fig. 1 Geometry of the H-beam 
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  
 

 (5a)

  
 

 (5b)

  
 (5c)

여기서


 ′′′″ (6a)


  ′


′


″  (6b)


  ′


′


(6c)


  ′ (6d)


  ′


′


(6e)

식(6)에서 ′ 이다. 위 식을 Hamilton 
principle에 대입하여 운동방정식을 구하고 무차원

화 하면 CAS와 CUS에 대해 외팔보 경계조건에서

의 운동방정식과 경계조건이 얻어진다. 운동방정식

에 사용한 강성계수 와 질량계수 은 논문의 부

록에 기술하였다. 

(1) CAS
가. 횡방향 굽힘-축방향 인장-횡전단 연성 운동

방정식


″ ″ ′ 


″ ′″   (7)

  ″ ′′  
    

   

    
′′ 


′ ′ 

  ′ 
(8)

여기서 ′ 를 의미하며, 운동방정식에 사용한 

계수는 다음과 같이 정의하였다.

 ,  , 

 

 ,  

 ,  




,  




,

 




,  




,  

 


(9)

나. 종방향 굽힘-축방향 비틀림-종전단 연성 운동

방정식


″ ′ 

  ″ ″ ′  
  ′′′′″ ″ ′′ 

(10)

      ′ 
    

′  
  ′′ 
  ′′′′′′ 
′  ′′ 

(11)

여기서 운동방정식에 사용한 계수는 다음과 같이 

정의하였다.

  ,  

 ,  




,  




, 

 




,  




,  

 


,

 

   


,  

 


 

(12)

(2) CUS
가. 횡방향 굽힘-종방향 굽힘-횡전단-종전단 연성 

운동방정식


″ ′″  


″ ′ 

  ″ ′′  
(13)

  ″ ″ ′′  
    

     

    
′ ′ 


′  

  ′ 
  ′′ 

(14)

여기서 운동방정식에 사용한 계수는 다음과 같이 

정의하였다.
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

 , 




, 

 , 

 ,






, 




, 




, (15)



 


, 

 


나. 인장 방향 운동방정식

 
′′  (16)

    

    
′  (17)

여기서 운동방정식에 사용한 계수는 다음과 같이 

정의하였다.






(18)

다. 비틀림 방향 운동방정식

 ′′′′′′′′  (19)

      ′ 
      ′′′′′ 

′  ′′ 
(20)

2.2 개방형 단면을 갖는 보의 진동방정식
앞 절에서 유도한 운동방정식을 통해 섬유각 변

화에 따른 고유진동수를 얻기 위해 확장된 Galerkin 
방법을 적용하여 수치해석하였다. 즉, 해밀턴 원리

에 의해 유도된 결과 식에 다음의 식을 대입하였다. 

  
  
  

      

  
(21)

여기에서     함수는 

식 (22)와 같이 근사화 할 수 있다.  

 




  






 




  






 




  






(22)

위 식을 해밀턴 원리에 대입하여 다음과 같은 행

렬식을 유도하였다. 

      (23)

여기서 는 보의 강성행렬을 나타내고, 는 질

량 행렬을 나타내며, 는 고유진동수를 나타낸다. 
위 행렬식으로 부터 섬유각의 변화에 따른 고유각

진동수(rad/s)를 구하게 된다.

3. 수치해석

수치해석에 사용한 보의 재질은 T300/5028 
graphite-epoxy이며 보의 크기는 0.254(b) × 0.254(c) 
× 0.01(h) × 2.032(L) m이고, 재질의 물성치는 Table 
1과 같다. Fig. 2는 CAS의 수치해석 결과로 Fig. 
2(a)는 횡방향 굽힘-축방향 인장 연성의 경우 섬유

각의 변화에 따른 가장 낮은 3개의 고유진동수의 

변화를 나타내며, Fig. 2(b)는 종방향 굽힘-비틀림 

연성의 경우 섬유각의 변화에 따른 가장 낮은 3개

의 고유진동수의 변화를 보여주고 있다. 그림에서 

섬유각이 낮을 때에는 전단효과가 미미한 반면, 섬

유각이 50도를 넘어서면서 전단 효과에 의한 격차

가 현격하게 나타나는 것을 알 수 있다. 
Fig. 3은 CAS의 횡굽힘-비틀림 연성의 경우, 섬

유각의 증가에 따른 와핑 구속의 효과를 나타내고 

있다. 그림에서 와핑 구속이 없는 경우에 비해 와핑 

구속이 있는 경우 고유진동수의 경향이 크게 차이

나는 것을 알 수 있다. 
Fig. 4는 CAS의 횡굽힘-인장 연성의 경우, 섬유

각의 변화에 따라 굽힘과 인장 방향을 연성시키는 

인장-횡전단 강성계수 의 효과를 보여주고 있다. 

Table 1 Material properties
Item Material properties

 206.75 GPa

  5.17 GPa

 3.10 GPa

  2.55 GPa

   0.00625

 0.25

 1528.15 kg/m3
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(a) Lateral bending - extension (=94.7 rad/s)
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Fig. 2 Effects of the ply-angle and transverse shear 
on the three coupled frequency ratios 
(≡) (CAS)
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Fig. 3 Effects of ply-angle and warping inhibition on 
the three coupled transversal bending-twist 
frequency ratios  (≡  116.3 rad/s) 
(CAS)

그림에서 섬유각이 60도 근방을 넘어서면서 가 

0인 경우와 0이 아닌 경우가 차이가 발생하는 것을 

알 수 있으며, 연성 효과가 순수 횡 굽힘의 고유진

동수를 낮추는 효과를 지니고 있음을 알 수 있다. 
Fig. 5는 Fig. 2(a)에서 섬유각이 45도 일 때 횡방

향, 전단방향, 인장방향의 상대적 변위를 나타내고 

있으며, 서로 연성된 모드를 나타내고 있다. 이 해석

의 경계조건으로 설정한 외팔보 경계조건인 1차, 2
차, 3차 모드 형상이 나타나는 것을 알 수 있다. 

Fig. 6은 Fig. 5에서 섬유각 변화에 따른 횡방향  

모드의 변화를 나타내고 있다. 그림에서 섬유각이 증

가할수록 모드의 진폭이 더 커지는 것을 알 수 있다. 
이는 섬유각이 증가할수록 강성의 증가하여 저차 모

드와 고차 모드가 교차하려는 초기 현상으로 설명할 

수 있다. 고차 모드들에서는 섬유각 변화에 따라 모

드형상들 간의 교차현상은 자주 발생한다(17). 
Fig. 7은 CUS의 경우 섬유각 변화에 따른 가장 

낮은 3개의 고유진동수 변화를 보여주고 있다. 그림

에서 보는 바와 같이 1차 고유진동수의 경우 전단 

효과가 매우 미미한 반면 2차와 3차 고유진동수의 

경우 격차가 매우 크게 발생하는 것을 알 수 있다. 
이는 운동방정식 내에 포함되어 있는 전단 항이 고

유진동수를 크게 감소시키는 것을 의미한다.   
Table 2는 Fig. 7의 해석결과에 대한 검증을 위

해 섬유각이 0도 및 90도일 때에 대해 laplace 

0 15 30 45 60 75 90
0

10

20

30

40

50

60

70

 
Fr

eq
ue

nc
y 

ra
tio

 ( 
   

   
   

   
)

ω
i=
ω

i/ω
0

 a14 = 0
 a14 = 0

Ply-anlge (deg.)

ω1

ω2

ω3

Fig. 4 Effects of ply-angle and the lateral 
bending-extension coupling stiffness  on 
the three coupled transversal bending-twist 
frequency ratios  (≡  94.7 
rad/s) (CAS)
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transform method(LTM)(17)을 사용하여 엄밀해와 

확장된 Galerkine 방법(EGM) 통해 구한 결과를 비

교하였다. 표에서는 보는 바와 같이 엄밀해와 EGM
으로 수치 해석한 결과가 상당히 정확히 일치하는 

것을 알 수 있다.
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Fig. 5 Mode shapes of lag-extension-transverse share 
coupling with the ply-angle 45 deg. (CAS)

Fig. 8은 섬유각이 45도 일 때 횡방향 굽힘, 종방

향 굽힘, 횡방향, 종방향 전단방향의 상대적 변위를 

나타내고 있다. Fig. 5의 CAS 모드와 마찬가지로 

CUS에서도 1차, 2차, 3차 외팔보 모드 형상이 나

타나는 것을 알 수 있다.
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Fig. 6 Mode shapes for each ply-angle (CAS)
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Fig. 7 Effects of the ply-angle and transverse shear 
on the three coupled frequency ratios (CUS)
 (≡   94.7 rad/s) 
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Fig. 8 Mode shapes of flap-lag-transverse share 
coupling with the ply-angle 45 deg. (CUS) 

Table 2 Comparison of bending(flap-lag decoupled) 
natural frequencies   (rad/s)


(rad/s)

Solution 
methods

Ply angle(deg.)

0 90


EGM 94.7 518.6

Exact 94.7 518.6


EGM 408.9 740.3

Exact 408.9 740.3


EGM 574.0 2123.7

Exact 574.0 2123.7
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Fig. 9 Variation of the three dimensionless exten-
sional frequency ratios with the ply-angle; 
(≡   5320.55 rad/s) (CUS)
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Fig. 10 Variation of the torsional frequency ratios 
(≡  116.3 rad/s), with the ply-
angle (CUS)

Fig. 9는 CUS의 축방향인장에 대해 섬유각 변화에 

따른 고유진동수 변화를 나타내고 있다. 그림에서 

Table 3 Comparison of extensional natural frequencies 
  (rad/s) 


(rad/s)

Solution 
methods

Ply angle(deg.)

0 90


EGM 5320.55 8996.37

Exact 5320.55 8996.37


EGM 15961.6 26980.1

Exact 15961.6 26980.1


EGM 26603.1 44967.3

Exact 26603.3 44967.9

섬유각의 증가에 따라 고유진동수가 점차 증가하는 

데 그 이유는 식 (18)의 인장방향 강성계수인 이 

섬유각의 증가에 따라 점차 증가하기 때문이다.
Table 3은 Fig. 9의 해석결과를 검증하기 위해 

LTM 방법으로 엄밀해를 구해 해석결과를 비교하였

다. 표에서 보는 바와 같이 근사해가 엄밀해와 거의 

유사한 결과를 나타내는 것을 알 수 있다. 
Fig. 10은 H형 단면 보의 섬유각의 변화에 따른 

순 비틀림 고유진동수의 변화를 나타내고 있다. 그

림에서 Case (A)는 보의 크기가 0.254(b) × 0.254(c) 
× 0.01(h) × 2.032(L) m이며 Case (C)는 0.05(b) ×
0.05(c) × 0.01(h) × 2.032(L) m의 보를 나타내고 있

다. Case (C)의 경우 와핑 구속의 효과가 미미한 

반면, Case (A)의 경우에는 와핑효과가 현저하게 

나타나는 것을 알 수 있었다. 그리고 와핑 구속의 

효과는 섬유각의 클수록 와핑 강성이 더 커지는 것

을 확인하였다.

4. 결  론

이 연구에서는 복합재 H형 단면 보에 대해 1차, 
2차 와핑효과, 전단변형 효과를 고려한 운동방정식

과 경계조건을 유도하였다. 유도한 운동방정식을 

Extended Galerkin 방법을 이용하여 수치해석을 수

행하였으며 섬유각의 변화에 따른 와핑효과, 전단변

형 효과, 구조연성 효과에 대한 영향을 고찰하였다. 
해석결과를 통해 두께가 얇은 벽판 복합재의 경우 

와핑효과와 전단변형 효과가 무시될 수 없음을 확

인하였으며 섬유각을 달리함에 따라 구조물의 고유

진동수가 대단히 크게 변화 하였으며 구조물의 중
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량, 형상, 크기를 변화시키지 않고도 복합재료의 이

방성에 따른 각 거동간의 연성효과를 적절히 이용

하여 구조물의 사용조건에 맞게 설계가 가능함을 

확인하였다. 
이 연구 결과를 통해 무게가 가볍고 높은 강성을 

요하는 첨단 건축물이나 항공기 및 우주선을 복합

재 보를 이용하여 설계 시 유용하게 사용될 수 있

을 것으로 판단된다. 
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부  록

A.1 강성계수(Stiffness coefficients)

  




 


  







 











  


 


  




  




 













  




여기서 b와 c는 보의 폭과 높이를 의미하며(Fig. 1

참조), (1)은 H형 보의 플랜지(flange)를 의미하며, 
(2) 보의 웹(web)을 의미한다. 여기서 는 다음과 

같다. 

  
 

   

   

  
 

    

위 식에서   는 다음식으로 구할 수 있다.

 




   

  
 




   

  
 




   

A.2 질량계수(Mass coefficients)

  

  



 
  



  



  





  





 

 



 
여기서 는 보의 밀도를 의미한다. 




