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서 론1.

다양한 형태의 재료들로 구성되는 복합재료에서

의 정확한 변형률 및 응력 성분을 계산하기 위한

연구는 많은 연구자들에 의하여 진행되고 있다.

복합재료를 이루는 재료들은 일반적으로 등방성 재

료이나 항공분야에 사용되고 있는 금속기지 복합재료,

에서는 기지는 등방성 재료로 이루어지지만Ti , SiC

섬유는 이방성 재료로 이루어지는 경우도 있다.

Corresponding Author, inq3jkl@wow.hongik.ac.kr

따라서 복합재료에서의 파손 메카니즘을 정확,

히 예측하기 위해서는 등방성 함유체 또는 이방,

성 함유체가 포함된 등방성 무한고체에서의 탄성

해석이 필요하다.

인장하중을 받을 때 단일 또는 다수의 함유체,

를 포함하는 무한 고체에서의 탄성해석에 관한

연구는 Eshelby,
(1)
Hashin,

(2) 와Achenbach Zhu,
(3)

Christensen,
(4) 외Nimmer ,

(5) 그리고 많은 연구자들(6~12)

에 의하여 연구되었다.

본 논문에서는 체적 적분방정식법, (Volume Int-
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초록: 체적 적분방정식법 이라는 새로운 수치해석 방법을 이용하여 서로 상(Volume Integral Equation Method) ,

호작용을 하는 등방성 함유체를 포함하는 등방성 무한고체가 정적 인장하중을 받을 때 무한고체 내부에 발생

하는 응력분포 해석을 매우 효과적으로 수행하였다 즉 등방성 기지에 다수의 등방성 함유체가 정사각형. , 1)

배열 형태 또는 정육각형 배열 형태로 포함되어 있는 경우에 다양한 함유체의 체적비에 대하여 중앙에2) , ,

위치한 등방성 함유체와 등방성 기지의 경계면에서의 인장응력 분포의 변화를 구체적으로 조사하였다 또한. ,

체적 적분방정식법을 이용한 해를 해석해 또는 유한요소법을 이용한 해와 비교해 봄으로서 체적 적분방정식,

법을 이용하여 구한 해의 정확도를 검증하였다.

Abstract: A volume integral equation method (VIEM) is introduced for solving the elastostatic problems related to an

unbounded isotropic elastic solid; this solid is subjected to remote uniaxial tension, and it contains multiple interacting

isotropic inclusions. The method is applied to two-dimensional problems involving long parallel cylindrical inclusions. A

detailed analysis of the stress field at the interface between the matrix and the central inclusion is carried out; square

and hexagonal packing of the inclusions are considered. The effects of the number of isotropic inclusions and different

fiber volume fractions on the stress field at the interface between the matrix and the central inclusion are also

investigated in detail. The accuracy and efficiency of the method are clarified by comparing the results obtained by

analytical and finite element methods. The VIEM is shown to be very accurate and effective for investigating the local

stresses in composites containing isotropic fibers.
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이라는 새로운 수치해석 방egral Equation Method)

법을 이용하여 서로 상호작용을 하는 등방성 함유,

체를 포함하는 등방성 무한고체가 정적 인장하중

을 받을 때 무한고체 내부에 발생하는 응력분포

해석을 매우 효과적으로 수행하였다 즉 등방성. ,

기지에 다수의 등방성 함유체가 정사각형 배열1)

형태 또는 정육각형 배열 형태로 포함되어 있는2)

경우에 대하여 함유체의 체적비 가 부터, (c) 0.20 0.50

까지 만큼씩 증가할 때 중앙에 위치한 등방성0.05 ,

함유체와 등방성 기지의 경계면에서의 인장응력

분포의 변화를 구체적으로 조사하였다.

또한 체적 적분방정식법을 이용한 해를 해석,

해 또는 유한요소법을 이용한 해와 비교해 봄으

로서 체적 적분방정식법을 이용하여 구한 해의,

정확도를 검증하였다.

끝으로 본 논문에서 체적 적분방정법을 이용,

하여 구한 해를 그림과 표로 정리함으로써 다른,

연구자들이 다른 다양한 방법들을 사용하여 구한

해들의 정확도를 검증할 때 벤치마킹(benchmark)

할 수 있도록 하였다.

체적 적분방정식법2. (VIEM)

은 재료특성이 다른 다양한 형태를 갖는Fig. 1

다수의 함유체를 포함하는 무한고체가 무한하중

을 받는 일반적인 탄성정역학 문제를 나타낸다.

여기서 무한하중이란 무한원방에서 작용하는 하,

중을 나타낸다.

에서 기지 는 무한공간을 차지하Fig. 1 , (matrix)

는 균일한 등방성 재료로 이루어지고 함유체들,

은 기지와 다른 등방성 재료로 이루어진다고 가

정한다. c(1)ijkl은 함유체의 탄성상수를 나타내고,

c
(2)
ijkl는 기지의 탄성상수를 나타낸다 함유체들과.

기지 사이의 경계면은 변위와 표면력 벡터(traction

Fig. 1 Geometry of the general elastostatic problem

의 연속성vector)

   
  (1)



   

   

의 방정식을 만족함을 보였다 식 에서 적분은. (1)

전체 무한공간에 대해서 이루어지고, δcijkl =

c
(1)
ijkl - c

(2)
ijkl이며 등방성 함유체와 기지 사이의 탄

성상수의 차이를 나타낸다. uom(x 는 무한 하중에)

대한 변위를 나타내며, gi
m
(ξ,x 은 등방성 무한기)

지에서의 탄성정역학 함수이다 즉Green . , gi
m
(ξ,x)

은 등방성 무한기지의 x에서 방향으로 작용하는m

단위 집중하중 em때문에 ξ에서 발생하게 되는 변

위 벡터의 방향 성분을 나타낸다 식 에서 합i . (1)

의 규약과 콤마 표기법이 사용되었으며 미분은,

적분변수 ξi에 관해서 행해진다 여기서. , δcijkl가

함유체 내부에서만 이 아니므로 피 적분함수0 ,

는 함유체 외부의 무한공간에서는 이(integrand) 0

된다는 사실을 주목해야 한다.(7)

만약 x가 함유체 내부에 속하면 식 은 함유체, (1)

내부에서의 미정 변위 벡터 u(x에 관한 적분미분) -

방정식 이 된다 따라서(integro-differential equation) . ,

임의의 형상을 갖는 단일의 함유체라 할지라도 식,

의 해를 해석적으로 구한다는 것은 매우 어려운(1)

문제가 된다 그러므로 함유체 내부를 표준의 유한. ,

요소들을 사용해서 요소 분할하여 함유체 내부에서

의 u(x를 수치해석 방법으로 결정하는 체적 적분방)

정식법이 와Lee Mal
(7,14)에 의하여 개발되었다 일단. ,

함유체 내부에서의 u(x가 결정되면 함유체 내부에) ,

서의 변형률 및 응력을 계산할 수 있고 또한 함유,

체 외부에서의 변위 변형률 및 응력도 식 의 적, (1)

분 값을 구함으로써 별다른 어려움없이 계산할 수

있다 식 에서. (1) gi
m은 등방성 무한기지에서의 탄성

정역학 함수이므로 비록 함유체가 이방성 재Green ,

료로 이루어진다 할지라도 체적 적분방정식법에서,

는 이방성 함유체에서의 함수를 필요로 하지Green

않는다는 장점이 있다.

등방성 무한기지에 다수의 등방성 함유체가 포함

된 무한고체에서의 일반적인 탄성동역학 및 탄성정

역학 문제를 해석하기 위한 체적 적분방정식법에 대

한 자세한 기술은 와Lee Mal
(7,14)에 잘 나타나 있다.

다수의 함유체 문제3.

에 있는 다수의 등방성 함유체가 등방성Fig. 2
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기지에 포함되어 있는 무한고체가 무한 인장하중

을 받는 경우를 평면 변형률 문제로 가정하여, ,

고찰해 본다 다수의 함유체의 상호작용을 조사.

하기 위하여 함유체의 체적비 가 부터, (c) 0.20 0.50

까지 만큼씩 증가할 때 함유체의 개수를 늘0.05 ,

려가면서 중앙에 위치한 함유체에서의 응력분포,

의 변화를 조사하였다 이 경우는 체적 적분방정.

식법이 최적의 수치해석 방법임을 알 수 있

다.(7,15) 왜냐하면 경계요소법과 달리 모든 경, 1) ,

계면에서의 연속 조건이 자동적으로 만족하고,

함유체 내부를 유한요소를 사용하여 요소 분할하

므로 임의 형상을 갖는 함유체를 해석할 때 도

전혀 어려움이 없게 되며 유한요소법과 달리, 2) ,

무한공간을 이루고 있는 기지는 요소분할할 필요

가 없이 함유체 내부만을 요소분할하면 되기 때,

문이다 특히 함유체의 체적비가 변화할 때. , 3) ,

기지를 요소분할할 필요가 없이 함유체의 위치만

변경하면 되므로 체적 적분방정식법 모델링을,

매우 효율적으로 수행할 수 있게 된다.

(Uni5t: GPa) Isotropic Matrix Isotropic Inclusion

λ 67.34 176.06

μ 37.88 176.06

Table 1 Material properties of the isotropic matrix
and the isotropic inclusion for the
elastostatic problems

Fig. 2 Multiple isotropic cylindrical inclusions in
unbounded isotropic matrix under uniform
remote tensile loading

등방성 무한 기지에서의 탄성정역학3.1 Green

함수

식 에서 등방성 무한기지에 대한 함수(1) Green
(16)

는 다음과 같이 주어진다.


  

 


 
     (2)

여기서, r = | x - ξ 그리고|, , = 1, 2 ,α β λ μ

는 등방성 무한기지에서의 상수를 나타낸다Lamé .

다수의 등방성 함유체의 배열이 정사각형3.2

형태일 때(square)

다수의 등방성 함유체가 정사각형 형태로 등방

성 기지에 포함되어 있는 무한고체가 무한 인장

하중을 받는 경우를 평면 변형률 문제로 가정하,

여 고찰해 본다, .

우선 체적 적분방정식법을 이용한 해의 정확도를,

검증하기 위하여 단일의 등방성 함유체가 등방성,

기지에 포함되어 있는 경우에 함유체 내부에서의 응

력분포를 조사하였다 다음에 다수의 함유체의 상호. ,

작용을 조사하기 위하여 함유체의 체적비, (c)가 0.20

부터 까지 만큼씩 증가할 때 함유체의 개수0.50 0.05 ,

를 개 개 개로 늘려가면서 중앙에a) 9 , b) 25 , c) 49 ,

위치한 함유체에서의 응력분포의 변화를 조사하였

다 등방성 함유체와 등방성 기지의 물질 특성치는.

에 나타나 있으며 등방성 함유체의Table 1 , Lamé

등방성 기지의 Lamé 보다 큰

. 는 함유체의 체적비에 따라 달라Table 2

지는 함유체 사이의 거리함유체의 반지름 를 나/ (d/a)

타낸다 예를 들어 함유체의 체적비 가 인 경. , (c) 0.40

Fiber

volume
fraction

(c)

Fiber separation distance

/ Radius of inclusion (d/a)

Square array Hexagonal array

0.20 3.9633 4.2589

0.25 3.5449 3.8093

0.30 3.2360 3.4774

0.35 2.9960 3.2194

0.40 2.8025 3.0115

0.45 2.6422 2.8392

0.50 2.5066 2.6935

Table 2 Fiber separation distances according to
different fiber volume fractions
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Normalized tensile stress component
inside the isotropic inclusion

Exact 1.3167

VIEM 1.3167 (Average)

Table 3 Normalized tensile stress component ( σ σ )

within the isotropic cylindrical inclusion due to

uniform remote tensile loading ( σ )

Fig. 3 A typical discretized model in the volume integral
equation method

우에 함유체 사이의 거리 는, (d) 2.8025a .

, a .

Fig. 3
(17)

,

256 8- 6-

.

은 등방성 기지와 원형 단면을 갖는 실린Table 3

더 형태의 단일의 등방성 함유체로 이루어진 무

한고체가 무한 인장하중을 받을 때 함유체 내부

에 발생하는 규준화된 인장응력 성분(σxx/σ
o
xx 에)

대한 체적 적분방정식법의 해와 해석해와의 비교

를 나타낸다 이때 실린더 형태의 등방성 함유체. ,

내부에서의 인장응력 성분은 일정한 값을 갖게

된다.(18~20) 체적 적분방정식법의 해와 해석해가

서로 잘 일치함을 알 수 있다 다음으로 는. , Fig. 4

다수의 함유체의 상호작용을 조사하기 위하여,

체적 적분방정식법에 사용된 대표적인분할된 모

델(17)의 예를 나타내며 각각의 함유체 내부를 각,

각 개의 표준의 절점 사각형 및 절점 삼256 8- 6-

각형 유한요소를 사용하여 분할하였다 는.Fig. 5

서로 다른 함유체의 체적비에 대하여 서로 다른,

Fig. 4 A typical discretized model in the volume
integral equation method

개수의 함유체가 포함되어 있을 때 중앙에 위치,

한 등방성 함유체와 등방성 기지의 경계면에서의

규준화된 인장응력 성분(σxx/σ
o
xx 을 나타낸다) (θ

= 0
o
~ 360

o
).

동일한 함유체의 체적비에 대하여 등방성 함,

유체의 개수가 증가하여도 규준화된 인장응력 성

분(σxx/σ
o
xx 이 크게 변하지 않는 것을 볼 수 있)

다.

그러나 함유체의 체적비가 증가함에 따라서, ,

규준화된 인장응력 성분(σxx/σ
o
xx 이 크게 변하는)

것을 볼 수 있다 그 이유는 함유체의 체적비가. ,

증가함에 따라서 중앙에 위치한 함유체와 주변,

에 있는 함유체들 사이의 상호작용이 커지기 때

문으로 판단된다.

에 나와 있는 체적 적분방정법을 이용하Fig. 5

여 구한 해를 에 구체적인 수치들로 정리Table 4

함으로써 다른 연구자들이 다른 다양한 방법들,

을 사용하여 구한 해들의 정확도를 검증할 때 벤

치마킹 할 수 있도록 하였다(benchmark) .

다수의 등방성 함유체의 배열이 정육각형3.3

형태일 때(hexagon)

다음에는 다수의 등방성 함유체가 정육각형,

형태로 등방성 기지에 포함되어 있는 무한고체가

무한 인장하중을 받는 경우를 평면 변형률 문제,

로 가정하여 고찰해 본다, .
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(a)

(b)

(c)

Fig. 5 Normalized tensile stress component

xxxxo  at the interface between the
central isotropic inclusion and the
isotropic matrix under uniform remote
tensile loading

다수의 함유체의 상호작용을 조사하기 위하여,

함유체의 체적비 가 부터 까지 만큼(c) 0.20 0.50 0.05

씩 증가할 때 함유체의 개수를 개 개, a) 7 , b) 19 ,

개로 늘려가면서 중앙에 위치한 함유체에서c) 37 ,

Table 4 Normalized tensile stress component (σxx/xx/xx/ σxx
o
)

at the interface between the matrix and the
central inclusion for models containing square
array of 9, 25 and 49 isotropic inclusions due to
uniform remote tensile loading (σxx

o
)

의 응력분포의 변화를 조사하였다 등방성 함유체와.

등방성 기지의 물질 특성치는 에 나타나 있Table 1

다 는 함유체의 체적비에 따라 달라지는 함. Table 2

유체 사이의 거리함유체의 반지름 를 나타낸다/ (d/a) .

예를 들어 함유체의 체적비 가, (c) 0.45 ,

(d) 2.8392a . , a

.

은 다수의 함유체의 상호작용을 조사하기Fig. 6

위하여 체적 적분방정식법에 사용된 대표적인,

분할된 모델(17)의 예를 나타내며 각각의 함유체,

내부를 각각 개의 표준의 절점 사각형 및256 8- 6-

절점 삼각형 유한요소를 사용하여 분할하였다.

은 서로 다른 함유체의 체적비에 대하여Fig. 7 ,

서로 다른 개수의 함유체가 포함되어 있을 때,

중앙에 위치한 등방성 함유체와 등방성 기지의경

계면에서의 규준화된 인장응력 성분(σxx/σ
o
xx 을)

나 타낸다( = 0θ o
~ 360

o
).

동일한 함유체의 체적비에 대하여 등방성 함,

Fiber

Volume

Fraction

(c)

Number of

Inclusions

Location

= 0θ
o

45
o

90
o

0.20

9 1.40233 1.35022 1.32772

25 1.40257 1.34957 1.32593

49 1.40432 1.34839 1.31899

0.25

9 1.42863 1.34297 1.31026

25 1.42932 1.34065 1.30532

49 1.42909 1.34050 1.30532

0.30

9 1.45785 1.32846 1.28267

25 1.45711 1.32627 1.27807

49 1.45711 1.32627 1.27807

0.35

9 1.48886 1.30757 1.24500

25 1.48730 1.30450 1.23907

49 1.48705 1.30393 1.23758

0.40

9 1.52228 1.28038 1.19566

25 1.51937 1.27668 1.18876

49 1.51931 1.27609 1.18698

0.45

9 1.55809 1.24793 1.13343

25 1.55425 1.24386 1.12615

49 1.55407 1.24339 1.12427

0.50

9 1.59649 1.21090 1.05788

25 1.59228 1.20699 1.05036

49 1.59214 1.20643 1.04846
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Fig. 6 A typical discretized model in the volume
integral equation method for hexagonal
inclusion packing array

유체의 개수가 증가하여도 규준화된 인장응력 성

분(σxx/σ
o
xx 이 크게 변하지 않는 것을 볼 수 있)

다 그러나 함유체의 체적비가 증가함에 따라서. , ,

규준화된 인장응력 성분(σxx/σ
o
xx 이 크게 변하는)

것을 볼 수 있다 그 이유는 함유체의 체적비가. ,

증가함에 따라서 중앙에 위치한 함유체와 주변,

에 있는 함유체들 사이의 상호작용이 커지기 때

문으로 판단된다.

에 나와 있는 체적 적분방정법을 이용하Fig. 7

여 구한 해를 에 구체적인 수치들로 정리Table 5

함으로써 다른 연구자들이 다른 다양한 방법들,

을 사용하여 구한 해들의 정확도를 검증할 때 벤

치마킹 할 수 있도록 하였다(benchmark) .

체적 적분방정식법을 이용한 해의 검증3.4

에서 단일의 함유체에 대한 체적 적분Table 3

방정식법을 이용한 해와 해석해가 서로 잘 일치

함을 알 수 있었다 이번에는 다수의 함유체에. ,

대한 체적 적분방정식법을 이용한 해를 검증하기

위하여 함유체의 체적비 가 이고 개의 등, (c) 0.35 , 9

방성 함유체의 배열이 정사각형 형태일 때 체적,

적분방정식법을 이용한 해와 ADINA
(21)라는 상업

용 유한요소법 코드를 이용한 해를 비교해 보기

로 한다.

은 에 사용된 유한요소법 모델을Fig. 8 ADINA

나타낸다 는 전체 모델을 나타내고. Fig. 8(a) , (b)

는 개의 함유체 주위 로 표시 를 확대한 모델9 ( )Ⓐ
을 나타내며 는 중앙의 함유체 주위 로 표, (c) (Ⓑ
시 를 확대한 모델을 나타낸다) .

(a)

(b)

(c)

Fig. 7 Normalized tensile stress component

xxxxo  at the interface between the
central isotropic inclusion and the
isotropic matrix under uniform remote
tensile loading

에 사용된 개의 절점을 갖는 사각형 요Fig. 8 4

소의 개수는 이고 절점의 개수는121,600 , 129,786

이다 중앙의 함유체와 기지의 경계면에서의 정.

확한 응력분포를 구하기 위하여 매우 세밀한,
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Table 5 Normalized tensile stress component (σxxxxxx /σxx
o
)

at the interface between the matrix and the
central inclusion for models containing
hexagonal array of 7, 19 and 37 isotropic
inclusions due to uniform remote tensile
loading (σxx

o
)

유한요소들을 사용하여 요소 분할하였(refined)

다 또한 무한공간을 충분히 고려하기 위하여. , ,

한 변의 길이가 함유체 지름의 약 배가 되는22.5

정사각형이 무한 공간의 경계가 되도록 하였다.

의 체적 적분방정식법 모델과 에 있Fig. 4 Fig. 8

는 유한요소법 모델을 비교해보면 체적 적분방,

정식법에 사용되는 모델이 매우 효율적임을 확인

할 수 있다 그 이유로는 무한 공간을 이루고. 1)

있는 기지를 요소 분할할 필요가 없기 때문에 많

은 개수의 유한요소를 절약할 수 있고 특히, 2) ,

함유체의 체적비 가 바뀌어도 함유체의 위치만(c) ,

변경하면 되기 때문이다.

는 중앙에 위치한 등방성 함유체와 등방Fig. 9

(a)

(b)

(c)

Fig. 8 A typical discretized model in the finite
element method for square inclusion
packing array

성 기지의 경계면에서의 규준화된 인장응력 성분

(σxx/σ
o
xx 에 대한 체적 적분방정식법에 의한 해)

와 를 이용한 해와의 비교를 나타낸다ADINA ( =θ

Fiber

Volume

Fraction

(c)

Number of

Inclusions

Location

= 0θ o 45o 90o

0.20

7 1.36143 1.30882 1.27712

19 1.36136 1.31035 1.27910

37 1.35940 1.30898 1.27822

0.25

7 1.40244 1.31486 1.25779

19 1.39795 1.31434 1.26286

37 1.39515 1.31255 1.26185

0.30

7 1.43708 1.31065 1.24106

19 1.43025 1.30970 1.24825

37 1.42637 1.30727 1.24695

0.35

7 1.47617 1.30377 1.22508

19 1.46676 1.30169 1.23439

37 1.46174 1.29878 1.23326

0.40

7 1.51940 1.29239 1.21046

19 1.50447 1.29067 1.22176

37 1.49855 1.28788 1.22123

0.45

7 1.56787 1.27493 1.19671

19 1.54662 1.27388 1.21254

37 1.53997 1.27050 1.21249

0.50

7 1.61821 1.25151 1.18652

19 1.59138 1.25128 1.20703

37 1.58401 1.24774 1.20759
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Fig. 9 Comparison of volume integral equation
method and ADINA solutions for
normalized tensile stress component

xxxxo  at the interface between the

central isotropic inclusion and the isotropic
matrix under uniform remote tensile loading

0
o
~360

o 체적 적분방정식법에 의한 해와). ADINA

를 이용한 해가 서로 잘 일치함을 확인할 수 있

다.

여기서 주의할 점은 를 이용한 해에서, ADINA ,

경계면의 각 절점에서의 응력성분은 각 절점에서

의 응력성분이 아니라 경계면에 접한 매우 세밀,

한 유한요소들의 각 절점에서의 평균 응력성분임

을 밝혀둔다.

결 론4.

료의 응력에 미치는 영향에 대하여 조사하기 위

하여 체적 적분방정식법이라는 새로운 수치해석,

방법을 적용하여 등방성 무한기지에 다수의 등,

방성 함유체가 포함된 무한고체가 정적 무한하중

을 받을 때 복합재료에 발생하는 응력분포에 관

한 해석을 수행하였다.

첫째로 등방성 기지에 다수의 등방성 함유체,

가 정사각형 배열 형태 정육각형 배열 형1) , 2)

태로 포함되어 있는 경우에 대하여 고찰해 보았

다 등방성 함유체의 배열이 정사각형 또는 정육.

각형 형태인 각각의 경우에 함유체의 체적비가,

부터 까지 만큼씩 증가할 때 중앙에0.20 0.50 0.05 ,

위치한 등방성 함유체와 등방성 기지의 경계면에

서의 인장응력 분포의 변화를 조사하였다.

둘째로 체적 적분방정식법을 이용한 해의 정,

확도를 검증하기 위하여 체적 적분방정식법을,

이용한 해와 ADINA
(21)라는 상업용 유한요소법

코드를 이용한 해를 비교해 보았으며 서로 다른,

방법을 이용한 해들이 서로 잘 일치하는 것을 확

인하였다 또한 체적 적분방정식법을 이용하는. ,

것이 유한요소법을 이용하는 것보다 매우 효율적

이라는 것을 확인하였다.

끝으로 본 논문에서 체적 적분방정법을 이용,

하여 구한 해를 그림과 표로 정리함으로써 다른,

연구자들이 다른 다양한 방법들을 사용하여 구한

해들의 정확도를 검증할 때 벤치마킹(benchmark)

할 수 있도록 하였다.
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