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마찰재 강성에 따른 디스크 이크 진동모드 형상화
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Abstract : Eigensolutions associated with self-excited vibration of disc brake system can be obtained by complex 
eigenvalue analysis. The eigenvalue sensitivity to change in contact stiffness can be used to demonstrate stability 
criteria and eigenvalue veering. Dynamic instability on eigenvalue loci with respect to the variation of contact stiffness 
is found to be related to mode interaction between two adjacent modes. This modal interaction can be effectively shown 
by mode shape visualization. This paper presents the methodology to construct the mode shape of disc brake system 
where a disc and two brake pads are coupled with contact stiffness. 

Key words : Brake squeal( 이크 스퀼노이즈), Mode shape(모드형상), Mode-veering(모드-비어링), Mode- 
coupling(모드연성)

1. 서 론1)

자동차용 이크 스퀼(squeal) 문제는 재 빈
번히 발생하고 있는 상으로 지속 인 심을 받

아왔다. 많은 연구자들이 이를 측하고 제거하기 
한 해석법에 한 연구를 수행하여 왔다.1-3) 

Nack4)은 유한요소법(FEM)을 기반으로한 복소수해
석법(complex eigenvalue analysis)을 사용하여 불안
정 모드를 해석하 다. Flint5)는 모드연성에 따른 스

퀼모드를 수학  모델을 통해 측하 다. 
이러한 모드연성에 의한 불안정성을 보다 근본

으로 해석하기 해 고유치 민감도 해석(eigenvalue 
sensitivity analysis)이 수행되었다. Huang6,7)은 드럼

이크에 한 해석을 수행하여 모드 연성이 

강성에 따른 두 모드의 주 수간격에 크게 향
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을 받음을 제시하 고, 두 연성모드의 모드형상이 
부합되면 스퀼이 발생할 가능성이 크다고 가정하

다. 최근들어 Kang8-12)은 스퀼 상에 한 매카니즘

을 선형  비선형 모델을 통해 규명하 다. 이

크 디스크의 회 속도  마찰특성, 물리  매카니

즘  비선형 스퀼 상 등이 기술되어 있다. 
이크 시스템은 디스크와 패드간 강성으

로 해 있는 시스템으로써 강성의 변화에 따라 

체 시스템의 진동형상이 변하게 된다. 이를 통해 스
퀼이 발생하는 주 수에서의 시스템 진동형상, 즉 
스퀼 형상을 악하게 된다. 하지만 기존 연구에서
는 디스크 이크 시스템의 모드형상화에 한 

구체 인 이론 개를 제시하지 않았다. 
본 연구에서는 상기 제시된 스퀼 상에 한 해

석결과를 보다 효과 으로 분석할 수 있도록 스퀼 

진동모드 형상화방법을 이론 으로 제시한다. 스퀼
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이 발생하는 주 수의 모드형상을 형상화함으로써 

모드연성에 여하고 있는 진동모드를 별할 수 

있다. 한 강성에 한 고유치 민감도 해석

(eigenvalue sensitivity analysis)을 수행하여 스퀼이 
발생하는 두 모드간 임계마찰계수(critical friction 
coefficient)를 주 수 간격과 련하여 설명하 다.

2. 모델링

2.1 디스크 이크 시스템 운동방정식

마찰에 의한 진동(friction-induced vibration) 모델
을 구축하기 해 디스크와 패드간 발생하는 상

변   그에 따른 가상일을 유도해야 한다. 빔 진동
이론에 따르면 디스크 선방향의 변 를 정의하는

데 도움이 된다(Fig. 1).

Fig. 1 면에서의 변

빔의 면 상의 선방향 ( )의 변 에 의해 발

생하는 가상일(virtual work)은 다음과 같다.

    
   (1)

여기서 , , 는 각각 마찰계수, 면 당 강

성, 빔의 두께를 나타낸다. 그에 따른 빔의 면에

서 발생하는 마찰력에 의한 총 가상일은 다음과 같

이 나타낼 수 있다.

 

   

    (2)

 식을 디스크 이크 유한요소 모델(Fig. 2)에 
용하기 해 디스크  패드의 면의 변 벡

터를 면 상에 Fig. 3과 같이 정의한다.
유한요소 모델에서의 모델링을 해 면 

상의 임의의 한 노드(node)에 해 디스크와 패드간

                            (a)                                                (b)
Fig. 2 유한요소 모델 (a)디스크, (b) 패드

Fig. 3 양 면에서의 디스크  패드변

면상의 힘(contact force)을 정의하면, 첨자 
“p”와 “d”를 각각 패드  디스크라고 할 때 미소 가
상일을 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

            (3)

            (4)

 
          (5)

 
           (6)

이때 각 노드의 실제 변 를 개의 진동모

드로 모드 개(modal expansion)하면 모드좌표
(modal coordinates)를 이용하여 다음과 같이 나타낼 
수 있다.

   




          (7)
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                     (a)                                     (b)
Fig. 4 유한요소 모델, (a) 면 형상(정규화된 노드), 

(b) 디스크/패드 힘,      

   




         (8)

여기서 은 모드 개에 사용된 진동모드의 갯수

이고,  는 모드좌표이다. 한  와  는 각

각 노드 에 한     방향의 노달 매트릭스
(nodal matrix)이다. 식 (7)과 식 (8)을 식 (3)-(6)에 
입하여 면 상의 모든 노드(Fig. 4)에 한 
가상일의 합으로 다음과 같이 수식화 할 수 있다.

 

 

    

 
  

   (9)

따라서, 가상모드법(assumed mode method)을 이
용하여 디스크 이크 시스템의 운동방정식을 라

그랑지 방정식(Lagrange equation)으로 표 하면 다

음과 같다.

 








    (10)

여기서

 
 






 (11)

 









    (12)

이때 유한요소 모델의 모드해석(modal analysis)
시 질량에 한 정규화(normalization)를 통해 다음
과 같은 ×  매트릭스로 운동방정식을 표 할 수 

있다.

          (13)

여기서    으로 디스크와 패드의 단

품 고유주 수 매트릭스이고,  와  는 각각 
강성(contact stiffness) 매트릭스와 마찰연성

(friction-coupling) 매트릭스가 된다.8-10) 이때  는 
칭으로 강성에 의한 이크 시스템의 고유

주 수 변화를 나타내고,  는 비 칭으로 이

크 시스템의 동  불안정성(dynamic instability)에 
직 인 향을 미친다.

2.2 이크 시스템 모드형상 수식화

이크 디스크와 패드가 한 상태에서의 모

드형상을 형상화하기 해 마찰이 없는 상태 

(statically coupled system)를 다음과 같이 고려한다.

       (14)

 시스템의 해를 하모닉 함수로 가정하여 다음

과 같이 나타낼 수 있다. 

      (15)

       (16)

따라서 식 (14)의 최종해는 다음과 같이 개할 
수 있다.

   
   

    
  

     
  

  

  

  

  



   

























     ≡       (17) 

여기서  는 모달 매트릭스(modal matrix)이고 
와  는 각각 고유치 매트릭스(eigenvalue 
diagonal matix)  임의 개수 매트릭스이다.  식 

(17)을 식 (7)에 입하면 강성으로 연성이 되어

있는 이크 시스템의 진동형상을 표 하는 수직

방향의 변 함수를 표 하게 된다. 즉,

            (18)

이때   는 기조건(initial condition)에 따



Jaeyoung Kang

한국자동차공학회논문집 제18권 제3호, 2010130

른 시간함수를 나타내고,    는 이크 시스

템의 강성 연성(stiffness coupled)에 따른 시스템 진
동 모드형상을 나타내므로 이를 모드형상 매트릭스

라고 정의한다.

      (19) 

3. 해석  결과

ANSYS를 통해 Table 1과 2에 나와 있는 시스템 
라매터를 이용하여 모달해석을 수행하 다. 이때 
구한 노달매트릭스를 운동방정식(13)에 입하여 
고유치(eigenvalue) 해석을 수행하 다. 이때 고유치
는 복소수해로 나오며, 이러한 복소수해 에서 실
수부가 양이면 시스템이 불안정(instability)해지며, 
이때 스퀼이 발생한다고 가정한다. Fig. 5는 마찰계
수()가 0에서 0.5까지 변할 때 복소수해를 추 하

여 실수부를 한 평면에 표시한 그림이다. 여기서 
12000Hz까지 세 개의 표 인 불안정 모드(un-
stable mode)가 발생함을 알 수가 있다. 하지만 이러
한 불안정 모드를 별하는데 그치지 않고, 이들의 
동  특성을 자세히 분석할 필요가 있다. 이를 해
서 강성을 라매터로 취하고 강성의 변화

에 따른 불안정 모드의 특성변화를 살펴보기로 한다.
우선 Fig. 5에서 나타난 세 개의 불안정 모드에 

해 와 의 변화에 따른 고유치 민감도 해석

(eigenvalue sensitivity analysis)를 수행하 다. Fig. 6 
(a), (b), (c)는 각각 7000Hz 역, 9000Hz 역, 11000Hz
역에서의 복소수해의 동  특성을 나타낸다. 특

Table 1 래이크 디스크 라매터

Parameter Value
Young’s modulus 

Density   

Poisson ratio 

Table 2 이크 패드 라매터

Parameter Value
Young’s modulus 

Density   

Poisson ratio 

contact stiffness
( , nominal ) × 

Fig. 5 기  강성(  )   ∼일 때의 실수
부  주 수

           

(a)

           

(b)

       

(c)

Fig. 6 불안정 모드에 한 복소수해 추  (a) 7000Hz 역 
(b) 9000Hz 역 (c) 11000Hz 역, 검정 역  물

방울 표시가 불안정 역임,   ×
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히  주 수(Hz) 평면에서 두 불안정 모드의 궤

을 살펴보면 서로 나란히 쫓아가면서 근 하다가 

멀어지는 상을 보게 된다. 이를 모드 비어링
(mode-veering)이라고 한다. 이러한 두 모드간 주
수가 모드 비어링(mode-veering)을 하면서 최소 근
거리가 되는 강성 시 에 스퀼이 발생할 수 

있는 최소 마찰계수가 됨을 알 수 있다. 이를 임계마
찰계수(critical friction coefficient)라고 한다. 즉, 두 
모드간 발생하는 불안정성은 모드연성(mode-cou-
pling)에 기인한 것이므로, 가 변하면서 생기는 모

드 비어링(mode-veering)에 따라 시스템 모드형상의 
변화를 추 해 볼 필요가 있다.

이크 시스템의 진동모드형상을 구 하기 

해 식 (18)을 이용하여 변 함수를 구하고, 이를 원
형좌표(polar coordinates)에 맵핑(mapping)해주면 시
스템 모드가 형상화된다. 이를 통해 Fig. 7에서 보듯
이 7000Hz 역에서 발생하는 불안정성은 노달선

(nodal line)이 3개인 디스크 모드(double mode)간 
모드연성에 의해 발생함을 알 수 있다. 한 두 모드
간 모드 비어링(mode-veering)이 특정 강성에서 

강하게 발생함을 알 수 있다. 마찬가지로 Fig. 8에 의
하면 노달선이 4개인 디스크 모드간 연성에 의해 
불안정성이 나타난다. Fig. 9에서는 노달선이 5개인 
디스크모드와 디스크 복합형 모드간 연성에 의해 

불안정성이 발생한다. 특히 모드 비어링(mode-vee-
ring) 하면서 모드형상은 서로 교환되어 진행됨을 
알 수 있다. 따라서, 이크 시스템의 스퀼모드의 

형상은 강성이 변함에 따라 변할 수 있음을 주

의하여야 한다.

Fig. 7 강성 변화에 따른 모드형상 변화, 7000Hz 
역 불안정 모드

Fig. 8 강성 변화에 따른 모드형상 변화, 9000Hz 
역 불안정 모드

Fig. 9 강성 변화에 따른 모드형상 변화, 11000Hz 
역 불안정 모드

4. 결 론

유한요소 모델 기반의 이론  모델을 통해 디스

크 이크의 불안정성 특성을 살펴보았다. 특히 
시스템 라매터에 한 고유치 민감도 해석(eigen-
value sensitivity analysis)이 가능하도록 운동방정식
을 유도하 고, 모드형상을 형상화 할 수 있도록 모
드 형상 방정식을 제시하 다. 이를 바탕으로 다음
과 같은 결론을 낼 수 있다.
첫째, 불안정한 이크 스퀼모드는 두 모드간 

연성에 의해 발생되고, 이는 강성 변화에 따른 

모드 비어링(mode-veering)으로 특성화할 수 있다. 
둘째, 모드 비어링(mode-veering) 하는 두 모드간 

불안정성은 두 주 수가 가장 가까울 때 최 가 된다.
마지막으로 불안정성을 나타내는 두 모드의 진동

형상을 형상화하여 이를 확인할 수 있다.
본 연구에서는 확인된 불안정 모드에 한 설계

개선 방향은 제외하 다. 하지만 향후 연구에서는 
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불안정 모드형상을 바탕으로 한 설계 개선 라매

터를 확인하고 불안정성을 효과 으로 제거할 수 

있는 방법론을 지속 으로 연구해 나갈 정이다.
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