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유한회전과 4원수를 이용한 유니버설 조인트 시스템의

기구해석 비교
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요  지

본 논문에서는 자동차의 구동계 등에 사용되는 유니버설 조인트의 기구학적 거동을 관찰하기 위하여 오일러 각과 4원수

(quaternion)를 적용한 두 가지 방법을 비교하였다. 이와 관련된 종래의 연구자들은 오일러 각을 사용하여 회전체의 동적인 

거동을 해석하였으나 결과의 일관성과 정확도가 부족하였다. 유니버설 조인트 시스템 해석에서도 이러한 단점을 확인하였

고 이를 극복하고자 4원수를 적용하였다. 구동시 원동축 1개축 회전과 원동축과 직각방향 회전축 2개의 축이 동시에 존재

하는 경우에 대하여 수치해석을 통하여 기하학적인 물리량을 산출하였다. 4원수를 채용한 방법이 세차운동을 포함하는 2개

축 회전에서 유니버설 조인트 시스템을 해석하는데 있어 더욱 유용한 방법임을 보여 주었다.

핵심용어 : 유니버설 조인트, 오일러 각, 4원수, 세차운동, 기구학적 해석

Abstract

This paper deals with the comparison of analysis methodologies by applying both Euler angle and quaternion to observe the 

kinematical behavior of the universal joint system used as an automotive drive-shaft. At first, conventional approaches are applied 

to predict a kinematical behavior by introducing only Euler angles into the universal joint system, but turns out to be lack in 

consistency and reliability of the analysis. Then to overcome this deficiency in numerical analysis a different methodology is 

proposed by using quaternion in this system. Its corresponding advantage is discussed in terms of kinetic energy, rotational velocity 

and rotational displacement. The application of quaternions in the numerical experiment is shown to be a more useful and valid way 

of establishing the ideal analytical model of the universal joint system.

Keywords : universal joint, Euler angle, quaternion, precession, kinematical analysis
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1. 서    론

유니버설 조인트는 오랫동안 자동차의 구동계, 항공기의 제

어기, 공작기계의 전동축과 같이 두 개의 축을 연결하는 각이 

변할 때 유용하게 사용되어 왔다. 최근에는 두 축의 굴절각이 

큰 것을 채택하여 큰 토크에도 견딜 수 있도록 의학용으로도 

사용하고 있다(Hummel, 2000). 특히 차량에서 고장의 1/4 

가량이 동력전달 계통에서 일어나고 있으며, 이는 제작 및 설

계의 오차, 정비 불량, 재료의 피로에 의하여 야기되는 것으로 

보고되고 있다(Heyes, 1998; Bayrackceken 등, 2007).

제조 공차를 가진 유니버설 조인트의 십자부위에서 내력을 

산정하고자 이중 행렬(dual matrices)을 사용하여 기구학적 

해석을 수행하였다(Fischer 등, 1984). 또한 종동축의 속도 

변화에 의한 구동계(driveline)의 비틀림 진동을 저감시키는 

방안을 연구하거나 구동축의 안정성을 평가하는 문제를 다루

어 왔다(박보용 등, 1991; Kato 등, 1997). 최근에는 구동

축의 지지대 뿐만 아니라 회전축 자체에도 댐핑이 존재할때 동

적인 거동을 관찰하였다(Mazzei 등, 2001; 2003).

기존 연구자들은 회전체의 회전운동을 표현하기 위하여 좌

표변환 행렬에 오일러 각(Euler angle)을 사용하여 시스템 
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그림 1 유니버설 조인트의 기준좌표계와 회전좌표계

모델을 설정하였다(Nelson 등, 1980; Mohiuddin 등, 

1994; 1999, Al-Bedor, 1999). 이 때, 산출된 회전 운동

에너지에서 저차항만을 고려하여 선형의 운동방정식을 도출

하였다. 그러나 오일러 각에 의한 유한회전 표현법을 사용하

여 일반적인 회전자세를 설명하는데 있어 잠재적으로 낮은 

신뢰도를 가지고 있다(윤성호, 2008). 상기에 언급한 유니

버설 조인트 운동에 대한 종래의 해석들은 단지 구동축의 회

전에 의한 종동축의 회전만을 다루어 왔다. 이 경우 오일러 

각의 사용은 적절할지 모르나 구동축이 축 방향과 함께 다른 

직각 방향 축의 회전을 동반한다면 오일러 각의 연속적인 순

서가 상이하므로 해석 결과의 독립성을 보장할 수 없으리라 

예측된다. 

강체가 연속적으로 회전한 후의 자세는 어느 한 축에 대하여 

일정한 각도를 회전시켜도 동일한 자세를 얻을 수 있다는 오일

러 이론에 의하여 회전 벡터의 성질과 오일러 매개변수를 이용

하여 4원수(quaternion)을 도입할 수 있다(Spring, 1986; 

Nikravesh, 1988; Haug, 1989; Dooley 등, 1991; 

Geradin 등 2001). 관측하는 좌표계도 필요에 따라서 관성

좌표계(inertial frame) 또는 국부좌표계(local frame)를 편

리하게 사용할 수 있어 회전 시스템에 적용에 편리하다.

본 논문에서는 유니버설 조인트의 기구학적인 해석을 위하

여 구동시 원동축만 회전하는 경우와 다른 축의 세차운동

(precession)도 동반하는 경우를 다룰 것이다. 종동축의 운

동과 시스템의 운동에너지를 산출하는 과정에서 상이한 오일

러 각의 순서를 적용하면 상이한 결과가 도출되는지를 수치 

예제를 통하여 확인하고 이 방법의 단점을 지적할 것이다. 

아울러 이를 극복하기 위하여 회전운동을 매개화할 수 있는 

4원수를 적용한 후 기존의 유한회전 방법과 비교할 것이다.

2. 기구학적 해석

2.1 평면내 유한회전 

그림 1에서 는 유니버설 조인트 시스템의 기준

좌표계이다. 축 1은 요크(yoke)로서 원동축 역할을 하며, 이 

축은 으로 회전하고 있다. 축 1에서 축이 종동축인 축 2

의 축과 직각으로 교차하여 십자형 부재(cross trunnion)

를 이루고 있고, 축 2는 로 회전하고 있다. 축 1과 2가 회

전할 때 평면 내에 회전축이 존재하는 경우를 먼저 생

각해 보기로 한다. 이 때 회전의 순서를 오일러 각으로 표현

하기로 한다. 축 1에서 기본좌표계  가 축에 대하

여 만큼 회전하여 
′′  ′  ′ 로 변할 때 식 (1a)가 성립

한다. 여기서 는 여현(cosine), 는 정현(sine)을 나타내

며, 은 회전텐서, 의 윗 첨자 는 전치행렬, 아래 첨자

는 회전각을 나타낸다.
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축 2에서는 기본좌표계  가 축에 대하여 일정한 

오프셋(off-set) 각도 만큼 회전하여  ′′ ′ ′로 변하고 

축 ′에 대하여 만큼 회전한 후 최종적으로 
′′  ′  ′ 로 

변하면 식 (1b)를 만족한다. 시스템이 회전 중에 어느 순간에

서도 십자형 부재는 직교조건인 
′⊥′이 만족하므로 식 (2a)

를 유도할 수 있다. 식 (2b)를 시간 에 관하여 미분을 수행하

면 원동축과 종동축의 각속도 과 의 관계식 (2c)를 얻을 

수 있다. 
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2.2 평면외 유한회전 

다음에 고려할 문제는 축 1과 2가 회전할때 평면 

내에 회전축이 존재하지 않고 십자형 부재의 길이 방향인 

축과 축에 대하여 각각 또는 만큼 회전하는 경우이다. 
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축에 대한 미세한 세차운동(precession)으로 인하여 원동

축이 평면을 벗어나는 경우를 생각해 보기로 하자. 축 

1에서 기본좌표계  가 축에 대하여 만큼 회전

한 후 
′′  ′  ′ 에서 

′축에 대하여 만큼 회전하여 


″″ ″ ″ 로 변할때 다음 식 (3)이 성립하고, 축 2는 상

기의 식 (1b)를 그대로 만족한다. 조인트의 기하학적인 직교

조건인 
′′⊥′로부터 구속 조건식이 구해지는데, 이는 식 

(2a)와 동일하다. 따라서 원동축과 종동축의 각변위와 각속

도 관계식은 (2b,c)와 동일하게 되어   ,   

가 성립한다.
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다음은 축의 회전순서를 달리하여 즉, 축 1에서 기본좌표

계  가 축에 대하여 만큼 회전한 
′′  ′  ′ 

에서 축 
′대하여 만큼 회전하여 

″″ ″ ″ 로 변할때 

좌표계의 관계식은 식 (4)와 같고, 축 2에 관한 변환식은 식 

(1b)와 동일하다. 이 때, 십자형 부재의 기하적인 직교조건

식 (5a)으로부터 원동축과 종동축의 각변위와 각속도 관계는 

식 (5b,c)와 같이 구해진다. 
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2.3 유한회전 에너지 

우선 회전축이 평면 내에서 운동할 때, 축 1에 구동

모멘트 를 가하여 종동축의 각속도를 관찰하기로 한다. 축

에 설정된 회전좌표계에서 각속도 
과 

에 관한 반대칭행

렬(skew-symmetric matrix) 

와 


는 식 (6a,b)와 같

이 표현되고, 이로부터 각속도를 식 (7a,b)와 같이 구할 수 

있다.

(6a)

(6b)

(7a)

(7b)

상기의 속도 표현식 (7a,b)를 이용하여 평면 내

에서 회전할때 시스템의 총 운동에너지는 는 다음 식 

(8a,b)와 같이 표현되며, 이 때 종동축의 오프셋 각도 는 

일정하고, 는 축 의 질량관성모멘트이다. 평면내 운동의 

경우 아래 첨자는 , 평면외의 경우는 와 로 나타낼 

것이다. 또한  ∙는 시간 에 관한 미분을 나타낸다.

)()( 2
2x2

2
1x1

*
22

T*
2

*
11

T*
1ip II

2
1JJ

2
1K θθωωωω +=+= (8a)

)2,1i(,
I00
0I0
00I

J

iz

iy

ix

i =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= (8b)

이와 동일한 방법으로 평면외에서 회전할 때 원동축

의 유한회전 순서가 →와 →에 따른 운동에너지 

와 를 구한다. 먼저 오일러 각의 순서가 →인 경

우에 대하여 각속도를 구하면 
은 식 (9a,b)와 같이 구해

지고, 
는 식 (7b)와 동일하다. 이에 따른 운동에너지 

는 식 (9c)로 표현된다.

(9a)

(9b)

(9c)

다음은 오일러 각의 순서가 →인 경우에 대하여 각속

도를 구하면 
은 식 (10a,b)와 같이 구해지고, 

는 식 

(7b)와 동일하다. 운동에너지는 식 (10c)로 표현된다.

(10a)
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그림 2 Y축에 대하여 회전하는 평면외 운동 

(10b)

(10c)

2.4 4원수(Quaternion) 회전

회전운동을 다른 방법으로 표현하기 위하여 회전축 방향이 

벡터 이고 크기 로 회전하는 경우를 생각한다. 이 때 회

전텐서 은 다음과 같으며 는 단위행렬을 나타낸다. 오일

러 매개변수(Euler parameter)를 4개의 원소로 하는 4원

수(quaternion)를 식 (11)과 같이 정의하여 회전텐서를 구

하면 다음과 같다(Spring, 1986).

[ ] [ ]TT
o 2/sin2/coseê n)()(e φφ== (11)

n~sincos1cos T φφφφ +−+= nnUR )()( (12a)

)()( e~e221-e2)ê( o
T2

o ++= eeUR (12b)

또한, 직교성질(orthogonality) 
 를 만족하는 단위 

4원수(unit quaternion)이다. 회전좌표계와 관성좌표계에서 

각속도 

와 에 대한 4원수에서 각속도 성분은 다음과 같

이 구하여 진다.

;)()( êêC2êêA2ˆ TT* && ==ω (13a)

eeCeeBT ˆ)ˆ(2ˆ)ˆ(2ˆ && ==ω (13b)

여기서, 4×4행렬 A, B, C는 다음과 같이 정의된다.

;)( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−

=
e~e

e
êA

o

T
0

Ie
e ;)( ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

=
e~e

e
êB

o

T
0

Ie
e

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
=

e~e
e

)ê(C
o

T
0

Ie
e

(14a,b,c)

각속도는 와 에서 스칼라 성분인 첫 번째 매개변수 


와 는 단위 4원수라는 정규성(unit normality) 때문에 0

이며 다음의 관계식이 성립한다.

4

2ˆ)ˆ()ˆ()ˆ()ˆ()ˆ()ˆ( UeeCeCeBeBeAeA TTT === (15)

0êê2eeee2 TT
oo ==+== &&& )(o

*
o ωω (16)

여기서, 

, 는 대각 원소가 1인 단위행렬이다. 과 

은 직교 연산자이므로 역으로 오일러 매개변수를 식 

(17a,b)로부터 계산할 수 있다.

*ˆ)ˆ(
2
1ˆ ωeAe =& , ω̂)ˆ(

2
1ˆ eBe =& (17a,b)

그림 2와 같이 원동축은 벡터 방향, 종동축은 방향으

로 평면 외에서 회전을 할 때 각각의 4원수를 과 으로 

표현하면 다음과 같다.

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= y

1
y

11T
1 s2s0c2s2cê ϕθϕθθ

(18a)

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= y

22
y

22T
2 sc2ss2scc2s2cê ϕφθφθϕφθθ

(18b)

벡터 으로 회전하여 초기 원동축의 십자부재 축이 

축으로 변하였고, 마찬가지로 벡터 로 회전하여 초기 종

동축의 십자부재 축이 축으로 변하였을때 다음 식이 성

립한다.

;)( Yy 1êR= [ ]010T =Y (19a,b)

;)( Zz 2êR= [ ]100T =Z (20a,b)

식 (12a,b)를 회전텐서 을 행렬로 표현하면 식 

(21)과 같고, 이를 식 (19a,b)와 (20a,b)에 적용하면 단위 

벡터 와 가 회전중에 변한 벡터 와 의 성분을 식 

(22a,b)와 같이 구할 수 있다.
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[ ]y11y1
T cscss ϕθθϕθ=y (22a)

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
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⎧

−−++
−−−

−
=

1scc1c1
ccsscc1

scs

y
22

22

y2y2

y2

ϕφθθ
ϕφθϕφθ

ϕφθ

)()(
)(z (22b)

회전중 어느 때라도 만족하는 십자부재의 직교조건 ⊥

로부터 다음의 구속식이 유도된다.

)()()( y12y12y1 ,,c,,s,, ϕθφγθϕθφβθϕθφα =+ (23)

여기서, 계수   는 식 (24a,b,c)과 같이 주어지며 는 

식 (25)와 같이 표현된다.

; )( y1y1y1 cscsss,, ϕθφϕθφϕθφα −=

; )( y1y1y1 cssccs,, ϕθϕθφφϕθφβ +=

y1y1 sccs,, ϕθφφϕθφγ =)( (24a,b,c)

α
β

βα
γθ 1

22

1
q2 tansin −− −

+
= (25)

식 (25)를 시간에 대하여 미분하면 종동축의 각속도 

는 다음과 같이 구하여 진다.
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여기서, 함수 와 는 다음과 같다.
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또한 식 (13a,b)과 (16)을 적용하여 축 에 해당하는 운

동에너지 와 질량관성모멘트 행렬 는 식 (28a,b)와 같

이 표현된다.

;ˆˆˆˆ e)e(A)JeA(e2K T
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qi &&= (28a)
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0

J 31

0
0

(28b)

그리고 원동축 1의 축과 축의 4원수를 각각 
  



라고 하고 종동축 2의 경우를 
 라고 할 때 이를 식 (28)

을 적용하여 운동에너지를 나타내면 다음과 같다.
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따라서 4원수를 적용한 시스템의 전체 운동에너지 

 를 구할 수 있다.

3. 수치해석

기하학적인 물리량을 산출하기 위하여 식 (8b)에서  

1kg․m2,    0.5kg․m2로 질량관성모멘트의 양으로 

하였고, 회전속도는  10    10로 

정하였다. 이러한 수치모델에서 먼저 평면내 회전과 평면외 
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그림 3 평면내외 회전의 종동축 각변위 비교
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그림 4 평면내외 회전의 종동축 각속도 비교
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그림 5 평면내 에너지를 기준으로 한 평면내외 회전의 

운동에너지 비교
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그림 6 4원수에 의한 운동에너지를 기준으로 한 평면외 회전의 

운동에너지 비교
회전의 종동축 각변위(angular displacement)를 평면내 회

전의 각변위 에 대한 비   ,   , 

  를 그림 3에 나타냈다. 평면외에서 회전

할 때 원동축의 유한회전 순서가 →인 경우에는   

이며, →인 경우는 →인 경우보다 최대 약 200% 

크게 관찰되었다. 이는 회전각 순서를 달리하는 유한회전에 

의한 각변위는 일관성 없는 결과를 초래함을 알 수 있다. 평

면내 회전시 종동축의 각속도 에 대한 비  , 

 ,  를 그림 4에 나타냈다. 각변위 

에서 관찰한 바와 같이 평면외에서 유한회전에 의해서 산출

한 각속도는 평면내의 결과 또는 진동형의 결과를 보여주고 

있다. 상기 그림 3~5에서 살펴 본 바와 같이 4원수에 의한 

방법은 오일러 각에 의한 평면외 운동의 두 가지 해석방법과 

비교하여 현저히 상이한 결과를 도출하고 있음을 알 수 있다.

시스템이 가지고 있는 에너지를 관찰하고자 평면내 에너지 

를 기준으로 하여 평면내외 회전의 운동에너지 비 

 ,  ,  를 그림 5에 나

타냈다. 각속도가 상이함에 따라서 평면외 유한회전의 경우

에도 서로 상이한 운동에너지가 관찰됨을 알 수 있다. 이러

한 유한회전법에 의하여 계산되는 기하학적 물리량의 가변성

을 없애고자 4원수를 기준으로 운동에너지를 다시 산정하였

다. 4원수에 의한 운동에너지 를 기준으로 하여 평면외 

회전의 운동에너지 비  ,   를 그림 

6에 나타냈다. 여기에서 유한회전에 의한 결과는 최대 약 

±5%의 편차를 보이고 있음을 알 수 있다. 4원수의 경우는 

오직 회전축에 대하여 정식화함으로써 유한회전법을 사용했

을 때보다 해석의 일관성을 유지하고 결과의 변동성을 방지

할 수 있음을 암시하고 있다. 따라서 향후 시스템을 해석할 

때 신뢰도가 높은 운동에너지로부터 도출될 운동방정식에 주

의를 기울여야 하므로 4원수에 의한 해석이 더욱 합리적이라

고 볼 수 있다.

4. 결    론

유니버설 조인트 시스템의 회전운동을 해석하는데 있어 회

전 매개화 방법 중에서 오일러 각을 채택한 기존의 방법과 4

원수(quaternion)를 사용한 방법을 비교하여 다음과 같은 
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결론을 얻었다.

1) 원동축이 회전할 때 이 축과 직각방향으로 세차운동하

는 회전축이 동시에 존재하는 평면외 회전의 경우 오

일러 각을 사용한 방법은 상이한 결과를 초래한다.

2) 오일러 각을 적용하여 얻은 종동축의 각변위와 각속도

는 4원수 방법과 비교하여 결과치의 일관성이 결여되

어 있음을 발견하였다.

3) 시스템의 운동에너지를 비교하면 오일러 각 방법이 4

원수 방법보다 신뢰도가 떨어짐을 알 수 있다.

4) 향후 유니버설 조인트 시스템의 운동방정식을 도출하

여 일관성이 보장된 동역학적 해석을 수행하려면 4원

수를 적용한 방법이 더욱 유용하리라고 예측한다.
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