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삼각형에서 제곱 직선의 작도 방법에 대한 연구

*김지훈․조성훈․이동찬․안승민․이성현․한인기*

ABSTRACT. In this paper we study construction methods of nth line in

triangle. Russian Mathematician Zetel suggested some construction methods

of nth line in triangle 80 years ago. We find Zetel's papers, in detail explain

the Zetel's construction methods, and suggest two elementary construction

methods. Our results are received in the process of Research and Education

program in science high school.

I. 서론

삼각형은 평면기하학에서 연구하는 중요한 도형 중의 하나이며, 삼각형의 성질

들이 다각형, 다면체로 확장되는 경우가 많기 때문에, 오래 전부터 평면기하학,

입체기하학의 탐구를 위해 삼각형의 다양한 성질들을 진지하게 연구하여 오고

있다. 이를 통해, 삼각형에 대한 많은 성질들이 밝혀졌으며, 삼각형 기하학이라는

연구 영역이 형성되었다. 국내에서도 삼각형의 성질에 대한 다양한 연구들([1],

[2], [3])이 진행되고 있다.

한편 삼각형에 대한 새로운 연구 문제들도 제시되고 있다. 특히 이 문제들은

중등학교 수준의 수학적 개념들, 도구들, 그리고 예리한 수학적 사고 활동을 통

해 해결되는 경우가 많기 때문에 창의적인 수학적 활동을 강조하는 수학교육의

측면에서는 의미있는 교수-학습의 자료가 되기도 한다.

본 연구에서는 1800년대 중반에 새롭게 제시된 삼각형의 제곱 직선에 대한

문제를 과학고등학교 수학 영재학생들과의 탐구활동을 통해 연구할 것이다.

Zetel([6])에 의하면, 삼각형에서 제곱 직선의 개념은 프랑스의 수학자 Poudra가

Nouvelles Annales de Mathematiques에 1856년 게재한 논문에서 처음 소개되었

다. 그 이후에 d'Ocagne, Zetel, Delnbash 등의 학자들이 제곱 직선의 작도, 
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제곱 직선에 관련된 등식들을 연구하였다.

삼각형 의 꼭짓점 에서 그은 제곱 직선 는 변 와 점 에서 만

나며 


 


를 만족시키는 직선이다(단    ,   ). 유사한 방법으로

꼭짓점  , 를 지나는 제곱 직선을 생각할 수 있다.

제곱 직선은 중등학교에서 다루는 각의 이등분선, 중선의 일반화라고 할 수

있다. 꼭짓점 에서 그은 중선 에서   이므로 


 

 


이 되

며,   인 경우의 제곱 직선이다. 그리고 꼭짓점 에서 그은 각의 이등분선

에서 





 


이므로,   인 경우의 제곱 직선이다. 수학적 사고

에서 일반화가 중요하게 취급된다는 것을 감안하면, 제곱 직선의 연구는 삼각

형의 성질 탐구뿐만 아니라, 수학적 사고의 신장에서도 중요한 역할을 할 수 있

을 것이다.

본 연구에서는 제곱 직선의 작도에 대한 기존 연구 결과를 소개하고, 제곱

직선을 작도하는 두 가지 새로운 방법을 제시할 것이다. 이를 통해, 제곱 직선

의 연구에 대한 정보들을 소개하고, 과학고등학교 수준의 R&E에서 활용할 수

있는 새로운 탐구의 한 영역을 소개할 수 있을 것으로 기대된다.

II. 제곱 직선에서 제곱 직선의 작도

1. Zetel의 방법

러시아의 수학자 Zetel은 제곱 직선의 작도 방법을 연구하였다.   인 경우

에 제곱 직선은 중선이며,   인 경우에는 각의 이등분선이므로, 제곱 직선

을 작도하기 위해, Zetel은 1929년 연구([7])에서 평행선과 닮음을 이용하여 제

곱 직선으로부터  제곱 직선을 작도하는 방법을 제시하였다. Zetel의 연구

에 제시된 작도 방법을 자세히 살펴보자.

을 주어진 제곱 직선이라 하면, 


 


이다. 이제 변  , 와 평

행하도록 선분  , 를 작도하자(그림 1). 그러면 삼각형 과 가

닮음이므로, 





, 





, 




 


이다.

이 제곱 직선이므로, 


 


이다. 즉 


 





  

이다. 이
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로부터  
  
  

이 된다. 같은 방법으로  
  
  

이다. 이들 등식을

연립하면, 



  
  

가 된다. 이제 변 를 선분  , 에 비례하도록 분

할하면, 구하는  제곱 직선을 얻을 수 있다.

[그림 1]

그러나 Zetel의 연구에서는 변 를 선분  , 에 비례하도록 분할하는

방법에 대해서는 기술되어 있지 않다. 실제로 변 를 선분  , 에 비례하

도록 분할하려면, [그림 1]에서 꼭짓점 로부터 반직선을 작도하고, 선분  ,

와 같은 선분  , 를 각각 작도한다. 이제 점 를 꼭짓점 와 연결하고,

점 를 지나 선분 와 평행인 선분을 그어 와의 교점을 라 하면, 닮음인

삼각형 와 를 얻을 수 있다. 삼각형의 닮음으로부터 점 가 변 를

선분  , 에 비례하도록 분할하는 점이라는 것을 알 수 있다.

다른 작도 방법으로, Zetel은 1934년의 연구([6])에서 삼각형 의 제곱 직

선 에 대해,sin
sin


  
  

이 성립한다는 것을 이용하여 제곱 직선으로

부터  제곱 직선을 작도하였다. 이를 자세히 살펴보자.

우선 등식sin
sin


  
  

의 증명을 살펴보자. 삼각형 와 의 넓이

를 생각하면, 높이가 같으므로 





 


이다. 한편 삼각형 와

의 넓이에 대해, 등식 


⋅⋅sin
⋅⋅sin

sin
sin

가 성립한

다. 이 등식을


 


과 연립하면,sin

sin

  
  

이 성립함을 알 수 있

다.
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이제   인 삼각형 에 제곱 직선 가 주어졌다고 하자. 변 

에   인 점 을 잡아, 선분 을 작도하자(그림 2).

[그림 2] [그림 3]

그러면 삼각형 은 이등변삼각형이며, 선분 와 의 교점 에 대해







이 성립한다. 그리고


⋅⋅sin
⋅⋅sin

이다. 이때 선분

 , 가 같으므로, 이들 등식으로부터 


sin
sin

이 성립한다. 그런데

[그림 2]에서sin
sin


  
  

이므로, 



  
  

이 된다. 결국 변 에서




 


인 점 에 대해 선분 와 의 교점 을 생각하면 



  
  

가 된다.

이로부터 선분 을   으로 나누는 점 를 잡아 직선 와 의 교

점을 라 하면(그림 3), 



  
  

이 된다는 것을 추측할 수 있다. 실제로 [그

림 2]에서 점 를 지나 변 와 평행한 직선을 그어 선분 와의 교점을 

라 하면, 삼각형 와 의 닮음에 의해 


 


이 된다. 이제 직선

와 의 교점을 라 하면,  제곱 직선 를 얻게 된다.

한편, Zetel은 음수인 에 대한 제곱 직선의 작도를 등분할 직선들(isotomic

lines)의 개념을 이용하여 제시하였다. 삼각형 의 한 꼭짓점을 지나며 이 꼭

짓점의 대변의 중점으로부터 같은 거리만큼 떨어진 두 점을 각각 지나는 두 직

선을 삼각형에서 등분할(isotomic) 직선들이라 한다.

등분할 직선들을 작도하려면, 삼각형 의 꼭짓점 의 대변인 의 중점

을 잡는다. 그리고 선분 의 점 를 잡아, 직선 를 작도한다. 이제 중심
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이고 반지름이 인 원을 그려 선분 과의 교점을 라 하면(그림 4), 직

선 와 는 등분할 직선들이 된다.

[그림 4]

이제 음수인 경우에 대해 제곱 직선의 작도를 생각하자. 를 제곱 직선이

라 하고, 와 는 등분할 직선들이라 하자. 그러면 


 


이며, 등식

       ,       가 성립

한다. 이로부터 





 



 
 
이 성립하며, 는  제곱 직선이 된

다는 것을 알 수 있다.

2. 삼각형의 닮음을 이용하는 방법

본 연구에서는 삼각형의 닮음, 체바의 정리를 이용하여, 제곱 직선을 작도하

는 평이하고 새로운 방법을 찾았다. 이를 살펴보자.   인 경우는 각의 이등분

선의 작도가 되므로,   인 경우 제곱 직선의 작도를 살펴보자. 즉 변 에




 


인 점 를 잡아, 를 작도해야 한다.

우선 선분들의 비가  :인 두 선분을 작도하자. 어떤 반직선에   ,

  가 되도록  ,  , 를 잡고, 다른 반직선에    ,   가 되도

록 점  , 를 잡자(그림 5).
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[그림 5]

이제 점 와  , 와  , 와 를 연결하고, 선분  , 의 교점을 

라 놓으면, 삼각형 를 얻을 수 있다. 그리고 직선 을 그어 선분

와의 교점을 라 하자(그림 6). 그러면 체바의 정리를 사용하여등식




⋅


⋅


 을 얻고,       가 된다. 결국 비가  :인

선분  , 를 얻을 수 있다.

[그림 6]

이제, 삼각형 에서   인 제곱 직선을 작도하자. 삼각형 의 꼭짓

점 로부터 반직선을 그어   가 되는 점 를 잡고, 선분 를 작도하자

(그림 7).
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[그림 7]

이제 점 와 를 직선으로 연결하고, 점 를 지나며 선분 와 평행한 선분

를 작도하고 점 와 를 연결하는 직선을 작도하자(그림 8). 그러면




 


가 되며, 직선 는   인 경우의 제곱 직선이 된다.

[그림 8]

실제로 삼각형 와 는 닮음이며,       가 된다. 한편

      이므로,       가 되며, 직선 는   인 경우의 

제곱 직선이다.

  인 경우의 제곱 직선 작도 방법을 분석하면, 첫째 삼각형 에 대한

제곱 직선을 작도하기 위해 보조 삼각형을 생각하여   인 선분을 작도하고,

둘째 얻어진 선분들을 삼각형 의 한 꼭짓점을 지나는 보조선에 작도하여,

삼각형 의 제곱 직선을 작도하였다.

이제 이 방법을 일반화하여, 제곱 직선이 주어진 경우에  제곱 직선을

작도할 수 있다.

가령       인 선분 와 가 주어졌다고 가정하자. 이로부터

  인 경우의 제곱 직선을 작도하자. 점 로부터 반직선을 그어   ,

  인 점을 작도하고, 점 과  , 과  , 과 를 연결하고, 선분 와

의 교점을 라 하자(그림 9). 직선 와 의 교점을 라 하면, 체바의

정리에 의해 


 


이 된다. 이로부터 비가   인 선분  , 을 얻을
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수 있다.

[그림 9] [그림 10]

이제 삼각형 의 꼭짓점 로부터 보조선을 긋고, 보조선에    ,

  인 점  , 를 표시하자. 점  , 를 연결하고, 점 를 지나 선분 

에 평행한 선분 을 작도하면(그림 10), 닮음인 삼각형  , 를 얻게 된

다. 이로부터 





 


이 된다. 즉 직선 은   인 경우의 제곱 직

선이 되며,   인 경우의 제곱 직선으로부터   인 경우의 제곱 직선을

얻었다.

[그림 9, 10]과 유사한 작도와 방법으로,   인 경우의 제곱 직선이 주어지

면,    인 경우의 제곱 직선을 작도할 수 있다. 즉 첫째, 꼭짓점 로부터

제곱 직선 가 주어지면, 


 


인 것과 체바의 정리를 이용하여





 
 

인 선분  , 을 작도하고, 둘째 꼭짓점 로부터 반직선을 그

어    ,   인 점을 잡고, 점 를 지나며 선분 와 평행한 선분

를 작도한다. 그러면 이 구하는  제곱 직선이 된다.

이제   인 경우에 제곱 직선을 작도하자. 삼각형 의 꼭짓점 로부

터 반직선을 그어, 반직선에    ,   인 선분을 작도하자. 이제 점 와

를 연결하고, 점 를 지나 와 평행한 선분 를 작도하자(그림 11). 그러

면 삼각형 와 는 닮음이므로, 


 


가 된다. 그런데 


 














 
 
이므로, 선분 는   인 경우의 제곱 직선이 된다.
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[그림 11]

한편   인 경우에 제곱 직선의 작도를 살펴보자. 임의의 반직선에

   ,   인 점  ,  , 을 잡자. 이제 점 을 지나는 다른 반직선

에    ,   인 점 , 를 잡자(그림 12). 이제 점 과  , 과 

를 연결하여 교점을 라 하고, 선분 와 직선 의 교점을 이라 하자. 그

러면 삼각형 에서 체바의 정리에 의해 


 



 
 
가 성립한다. 즉 선

분   ,   이 주어졌을 경우에 



 
 
인 선분  , 를 얻을 수

있다.

[그림 12] [그림 13]

이제 삼각형 의 꼭짓점 로부터 반직선을 긋고, 이 반직선에    ,

  인 점  , 를 잡자. 그러면 닮음인 삼각형  , 를 얻게 된다

(그림 13). 그러면 






 
 
이 된다. 이로부터 직선 는   인 경
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우에 제곱 직선임을 알 수 있다.

[그림 13]과 같은 작도를 통해,   인 경우의 제곱 직선이 주어지면,

   인 경우의 제곱 직선을 작도할 수 있다.

III. 제곱 직선, 제곱 직선에서 제곱 직선의 작도

제곱 직선으로부터  제곱 직선을 작도하는 몇몇 방법들을 살펴보았다.

제곱 직선을 작도하는 다른 접근으로, 제곱 직선과 제곱 직선이 주어졌을

때에 제곱 직선을 작도하는 방법을 살펴보자. 즉 1제곱 직선과 1제곱 직

선이 주어지면 2제곱 직선을 얻을 수 있고, 1제곱 직선과 2제곱 직선이 주어지면

3제곱 직선이 얻을 수 있는 그러한 방법을 살펴보자.

1. 복비를 이용한 Zetel의 방법

Zetel([5])은 복비 개념을 이용하여, 제곱 직선과 제곱 직선이 주어진 경우

에 제곱 직선을 작도하는 방법을 제시하였다. Zetel의 작도 방법을 자세

히 살펴보자.

삼각형 에서 은 제곱 직선, 은 제곱 직선, 는 변 의

중점이라 하자(그림 14). 점 를 지나며 변 와 평행인 직선을 그어 과

의 교점을 라 하자. 이제 점  , 를 지나는 직선을 긋고, 점 을 지나 변

와 평행인 직선을 긋자. 이들 두 직선의 교점을 이라 하면, 이 구하는

제곱 직선이 된다.

[그림 14] [그림 15]
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실제로 복비의 정의에 의해   ⋅

⋅
⋅

⋅








,    



이 성립하며,      



,  

    


이다. 그리고  

  



 


이고  

  

  

  

이

성립한다. 이로부터   이 제곱 직선이 된다는 것을 알 수 있다.

복비 개념은 기하학에서 중요한 개념이지만, 현재 중등학교에서는 교육과정이

나 심화학습의 수준에서 다루어지고 있지는 않다. 본 연구에서는 중등학교 수준

에서 접근이 가능한 작도 방법을 탐구하였다.

2. 닮음을 이용하는 방법

본 연구에서는 등분할 직선들, 체바의 정리, 닮음을 이용하여 제곱 직선과 

제곱 직선이 주어진 경우에 제곱 직선을 작도하는 새로운 방법을 찾았다.

이를 살펴보자.

삼각형 에서 제곱 직선 와 제곱 직선 를 작도하자. 그리고

의 등분할 직선 ′을 작도하자(그림 15).

[그림 16] [그림 17]

이제 점 ′으로부터 변 와 평행한 선분을 그어, 변 와의 교점을 라

하고 선분 를 작도한다. 그리고 선분 와 의 교점을 라 하자(그림

16). 한편 직선 와 변 의 교점을 라 하고, 를 지나며 변 와 평행인

선분 을 작도하자(그림 17). 그러면 이 구하는 제곱 직선이 된다.

실제로 직선  , 가 각각 제곱 직선, 제곱 직선이므로, 등식
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이 성립한다. 한편 직선 ′은 직선 의 등분할 직선이

므로, ′
′

 


이다. [그림 17]에서 삼각형 ′와 는 닮음이므로,

′
′




 


가 성립한다.

이제 삼각형 의 선분  ,  , 에 대해 체바의 정리를 사용하자. 그

러면 


⋅


⋅


 이며 
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이며, 


 


이므로,

등식 



  

  

이 성립한다. 한편 삼각형 과 가 닮음이므로,






이다. 결국 



  

  

이 되며, 직선 은 제곱 직선이 된

다는 것을 알 수 있다.

삼각형의 제곱 직선을 작도하는 다양한 방법들을 살펴보았다. 후속연구로는

제곱 직선에 대한 다양한 대수적 성질을 탐구할 수 있을 것이다. 특히 Delibash

의 연구([4]) 등에서 제곱 직선의 길이에 대한 대수적 성질이 연구되기는 하였

지만, 아직 제곱 직선에 대한 대수적 성질들이 많이 밝혀지지 않았다.

IV. 결론

삼각형은 평면기하학에서 연구하는 중요한 도형 중의 하나이며, 삼각형의 성질

들은 다양한 확장이 가능한 경우가 많으므로, 오래 전부터 다양하게 연구되어 왔

다. 그리고 삼각형에 대한 문제들은 중등학교 수준의 수학적 개념들, 도구들, 예

리한 수학적 사고 활동을 통해 해결되는 경우가 많기 때문에, 창의적인 수학적

활동이라는 측면에서 흥미로운 교수-학습 자료가 되기도 한다. 본 연구에서는

1800년대 중반에 소개된 삼각형의 제곱 직선에 대한 문제들 중에서 제곱 직

선의 작도 문제를 과학고등학교 수학 영재학생들과의 탐구활동을 통해 연구하였

다.

러시아의 수학자 Zetel은 제곱 직선의 작도 방법을 연구하였는데, 첫 번째 방

법은 평행선과 닮음을 이용하여 제곱 직선으로부터  제곱 직선을 작도하

는 방법이며, 두 번째 방법은 삼각형 의 제곱 직선 에 대해,

sin
sin


  
  

이 성립한다는 것을 이용하여 제곱 직선으로부터  제곱
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직선을 작도하는 방법이며, 세 번째 방법은 복비 개념을 이용하여, 제곱 직선과

제곱 직선이 주어진 경우에 제곱 직선을 작도하는 방법이다. 본 연구에

서는 Zetel의 작도 방법 및 특징을 자세히 소개하였다.

한편 본 연구에서는 제곱 직선을 작도하는 두 가지 새로운 방법을 제시하였

는데, 첫 번째 방법은 삼각형의 닮음을 이용하여 제곱 직선으로부터  제

곱 직선을 작도하는 방법이며, 두 번째 방법은 등분할 직선들, 체바의 정리, 닮음

을 이용하여 제곱 직선과 제곱 직선이 주어진 경우에 제곱 직선을 작

도하는 방법이다. 본 연구에서 발견한 방법들은 Zetel의 방법에서처럼 삼각함수

나 복비를 사용하지 않고, 삼각형의 닮음, 체바의 정리를 사용하여 얻어진 평이

한 방법들이다.

본 연구를 통해, 제곱 직선의 연구에 대한 정보들을 소개하고, 과학고등학교

수준의 R&E에서 활용할 수 있는 새로운 탐구의 한 영역을 소개할 수 있을 것으

로 기대된다.
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