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ABSTRACT: In this paper, an electroelastic analysis is performed on a piezoelectric material with an open crack in anti-plane deformation. 
Bueckner’s weight function theory is extended to piezoelectric materials in anti-plane deformation. The stress intensity factors and electric 

displacement intensity factor are calculated by the weight function theory.
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1. 서 론

압 재료는 외부에서 기계 인 힘을 가해주면 재료 내부에 

기 인 분극 상이 발생하고 반 로 외부에서 기장을 작용

시키면 재료가 변형을 일으키는 기-기계 인 커 링(Electro- 

mechanical coupling) 특성으로 인해 감지기(Sensor), 변환기

(Transducer), 작동기(Actuator) 등 첨단산업분야  마이크로 

자기계시스템(MEMS) 에도 리 사용되고 있다.

압 재료의 사용이 늘어나면서 재료 내부의 결함이 압 재료

를 이용한 기기들의 성능에 많은 향을 미친다는 것을 인식하

게 되었고 압 재료의 괴역학에 한 이론 인 연구는 많은 

연구자들(Parton and Kudryavtsev, 1988; Pak, 1990; Sosa, 1991; 

Suo et al., 1992; McMeeking and Ricoeur, 2003)에 의해 활기를 

뛰며 이루어 지고 있다.

본 연구에서는 가 함수이론을 이용하여 면외변형(Anti-plane 

deformation)에서 균열을 가진 압 재료의 응력확 계수와 

기변 확 계수를 구하는 방법을 제시하고 이를 이용하여 일례

로서 SEN시편에서 기  하 이 작용하는 경우에 기변 확

계수와 변형률확 계수를 구하고자 한다.

2. 균열을 가진 압전재료

2.1 압전재료의 지배방정식

압 상의 기-기계  커 링 특성을 표 하기 해서는 

기계  특성을 나타내는 응력과 변형률 그리고 기  특성을 

나타내는 기장, 기 변  이 게 네 개의 변수가 필요하다. 

여기에서 변형률과 기장을 독립변수로 생각하면 구성식은 

다음과 같다(Parton and Kudryavtsev, 1988; Chen et al., 

2004).

σij = cijklεkl − ekijEk (1a)

Di = eiklεkl + εikEk (1b)

σij는 응력, εij는 변형률, Di는 기변  그리고 Ei는 기장을 

나타낸다. cijkl는 탄성상수, eijk는 압 상수, εij는 유 체상수를 나

타내며 식 (2)를 만족한다(Suo et al., 1992).

cijkl = cjikl = cklij, ekij = ekji, εij = εji (2)

변형률과 기장은 식 (3a)와 식 (3b)를 각각 만족한다. u는 

변 , φ는 기포텐셜을 나타낸다(Sosa, 1991).

  


  (3a)

Ek = − φ,k (3b)

압 재료는 평형방정식과 가우스의 법칙(Gauss's law of 

Electrostatics)을 만족해야 한다. 체 력과 자유 하(Free charge)

가 없을 때의 평행방정식과 가우스의 법칙은 다음과 같이 주어

진다(Zhang and Hack, 1992).

σij, j = 0 (4a)

Di, i = 0 (4b)
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2.2 면외변형에서의 압전재료

육방결정구조(Transversely isotropic medium-hexagonal crystal 

class 6mm)를 가진 압 재료에 해서 식 (1)을 행렬형태로 표

하면 다음과 같다(McMeeking and Ricoeur, 2003).
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(5b)

면외변형(Anti-plane deformation)에서의 변 조건과 기장

은 다음과 같이 주어진다.

ux = uy = 0, uz = uz(x, y) (6a)

Ex = Ex(x, y), Ey = Ey(x, y), Ez = 0 (6b)

이 경우에 구성식 (1)은 다음과 같이 나타내어진다.

  






  





(7a)

  






  





(7b)

지배방정식 (4)는 다음과 같이 구체 으로 나타내어진다.

c44∇
2
uz + e15∇

2φ = 0 (8a)

e15∇
2uz − ε11∇

2φ = 0 (8b)

uz, φ는 라 라스미분방정식을 만족하는 조화함수(Harmonic 

function)임으로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

uz = ImU(z), φ = ImΦ(z) (9)

Ψ(z), Ω(z)를 다음과 같이 정의하고

Ψ(z) = c44U(z) + e15Φ(z)

Ω(z) = e15U(z) − ε11Φ(z) (10)

식 (9)를 식 (7)에 입하면 응력과 기변 는 다음과 같이 

구해진다.

σzx = Im[c44U '(z) + e15Φ '(z)] = ImΨ '(z)

σzy = Re[c44U '(z) + e15Φ '(z)] = ReΨ '(z) (11a)

Dx = Im[e15U '(z) − ε11Φ '(z)] = ImΩ '(z)

Dy = Re[e15U '(z) − ε11Φ '(z)] = ReΩ '(z) (11b)

2.3 모드 III 상태의 균열을 가진 압전재료

Fig. 1 Infinite piezoelectric medium with an open crack

Fig. 1과 같이 균열이 존재하는 무한체의 압 재료가 경계를 

따라 단력(모드 III 상태)과 기변 가 경계를 따라서 분포하

고 균열면에서는 표면력과 표면 하가 없다고 가정하면 균열면

에서의 경계조건은 다음과 같다(Pak, 1990).

T = 0, D․n = 0 (12)

균열선단에서 U(z), Φ(z)는 일반 으로 다음과 같이 주어진다

(Gao et al., 1997).

        
 (13)

응력확 계수(KT)와 기변 확 계수(KD)를 다음과 같이 정

의하고

 




 

 




  (14)

식 (13)을 식 (11)에 입하여 정리하면 응력과 기변 가 다

음과 같이 구해진다.

 

 
 









 

 
 





 



 

 










 

 
 





 


(15)

식 (5)와 식 (15)를 이용하면 변형률과 기장은 다음과 같이 
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구해진다.

 






 


 



 






 


 


(16)

변형률확 계수(KS)와 기장확 계수(KE)는 다음과 같이 나

타내어진다.

 
 



 

 
 




(17)

3. 가중함수이론

단 길이(ds)에 작용하는 표면력과 표면 하는 다음과 같다

(An and Son, 2007).

Tds = σzxdy − σzydx = −RedΨ(z)

Dnds = Dxdy −Dydx = −RedΩ(z) (18)

U(z), Φ(z)가 식 (13)과 같이 주어지는 장(Field)을 정상장

(Regular field)이라고 하고 다음과 같이 주어진 U(z)f와 Φ(z)f를 

이용해 표면력과 표면 하를 계산 한 후 방향이 반 인 표면력

과 표면 하를 합해주게 되면 경계에서의 표면력과 표면 하가 

없어지게 되는데 이러한 장을 기 장(Fundamental field)이라고 

하고 기 장에서의 변 와 기포텐셜을 가 함수라고 한다

(An and Son, 2007; An, 1987).

 


  


(19)

Fig. 2 Simply connected region which deleted the crack tip

Betti의 상반정리를 체 력과 자유 하가 존재하지 않는 정상

장과 기 장에 용하기 해 Fig. 2와 같은 균열선단을 제거한 

역 A에 해서 Betti의 상반정리를 용하면 다음과 같다.



 







 



 (20)

식 (20)에 기 장의 특성을 용하게 되면 다음과 같이 정리된다.



  



   



  (21)

K와 M을 다음과 같이 정의하고



  

    (22)

식 (10), (13), (18), (19)를 식 (21)에 입하여 정리하면 K는 

다음과 같이 나타내어진다.



 





  (23)

부분부 법을 이용하여 식 (23)를 풀면 다음과 같다.

K = − πM (24)

식 (14), (22), (24)를 이용하면 응력확 계수와 기변 확

계수를 구할 수 있다. 다음과 같은 특별한 두가지 경우를 생각

하고, KT, KD를 구하면 다음과 같다.

case 1.  




   

case 1.   

 (25a)

case 2.      





case 2.   

 (25b)

4. 수치예제

Fig. 3과 같은 SEN(Single edge notch)시편에 기  하 (표

면 하)이 작용하는 상태에서의 기변 확 계수를 가 함수

이론을 이용하여 구하고자 한다. 먼  가 함수를 구하기 하

여 식 (19)와 식 (25b)를 이용하여 Φ(z)f를 구하고 구한 Φ(z)f를 

이용하여 기포텐셜과 기변 를 해석 으로 구한 후 계산되

어진 기변 와 방향이 반 인 기변 를 경계를 따라 작용

시키게 되면 경계에는 표면 하가 존재하지 않는 기 장을 얻

을 수 있다. 한 반  방향의 기변 를 작용 시킬 때 얻어진 

기포텐셀과 Φ(z)
f
를 이용해 구한 기포텐셜을 합해주게 되면 
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Fig. 3 Specimen under electric load

가 함수 φf를 구할 수 있다. 식 (19)를 사용하여 Fig. 3의 SEN 

시편의 경계에서의 기변 를 계산한 다음 시편 내부에서의 

기 포텐셜의 지배방정식 (8b)를 만족하는 기포텐셜을 유한

요소법으로 구하 다. 유한요소해석에는 ANSYS 11을 이용하

으며 시편이 x1축에 하여 칭이므로 x1축 윗부분을 

(Node) 389개와 요소(Element) 122개로 모델링하 다. 

해석에 사용된 압 재료는 PZT-5H이고 물성치는 Table 1과 같다.

Table 1 Material properties of PZT-5H (Pak, 1990; Li and 

Weng, 2002)

PZT-5H

c44 3.53 ×1010 N/m2

e15 17.0 C/m
2

ε11 151 × 10−10 C/Vm

경계에서의 각 의 가 함수 φf는 Table 2와 같이 주어진다.

Table 2 Weight function

x1 x2 φf x1 x2 φf

2.0 0.0 0.0000 −0.5 4.0 0.54737

2.0 0.5 0.0878 −1 4.0 0.54652

2.0 1.0 0.6235 −1.5 4.0 0.54017

2.0 1.5 0.11466 −2 4.0 0.53405

2.0 2.0 0.17480 −2 3.5 0.44260

2.0 2.5 0.24229 −2 3.0 0.36824

2.0 3.0 0.31750 −2 2.5 0.30359

2.0 3.5 0.40185 −2 2.0 0.24873

2.0 4.0 0.50396 −2 1.5 0.20566

1.5 4.0 0.51272 −2 1.0 0.17464

1.0 4.0 0.52663 −2 0.5 0.15666

0.5 4.0 0.53718 −2 0.0 0.15155

0.0 4.0 0.54354

가 함수이론을 이용하여 시편의 경계에 Griffith 균열을 가진 

무한체의 무한 에서 기 인 하 이 작용하는 상태와 같게 되

는 기변 가 작용할 때 기변 확 계수를 구하고자 한다.

Griffith 균열을 가진 무한체에서 기 인 하  D가 무한

에서 작용할 때 U(z), Φ(z)는 다음과 같다(Pak, 1990).

 


 


 



  (26)

z = ± a에서의 기변 확 계수 KD는 다음과 같이 주어진다.

  (27)

기  하 을 변화시켜가면서 가 함수이론과 식 (27)을 이

용하여 기변 확 계수 KD를 각각 구하면 Fig. 4와 같이 나타

내어진다.

Fig. 4 Electric displacement intensity factor

구한 기변 확 계수와 식 (17)을 이용해 변형률확 계수 

KS를 구하면 Fig. 5와 같이 나타내어진다.

Fig. 5 Strain intensity factor
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Fig. 4와 Fig. 5에서 보는 것과 같이 기  하 이 용하

는 상태에서의 기변 확 계수 와 변형률 확 계수를 가

함수이론과 이론식 (27)을 이용해서 구한 각각의 결과는 약 

1.2~1.3%의 차이가 나타나는데 이는 가 함수이론을 이용할 

때 수치해석 인 방법을 사용하 기 때문이라 생각된다.

5. 결 론

면외(Anti-plane)변형에서 균열을 가진 압 재료에 해 응력, 

변형률, 기변 와 기장을 구하 고 가 함수이론을 이용하

여 응력확 계수와 기변 확 계수를 구하는 방법을 유도하

고, 가 함수이론을 이용한 로 SEN 시편의 경계에 Griffith 

균열과 같은 기변  상태를 주는 기 인 하 이 작용하는 

경우에 한 기변 확 계수와 변형률 확  계수를 구하 다.

가 함수는 기계- 기  하 이 작용하지 않는 경우에서의 

변 와 기포텐셜이므로 이를 구하면 주어진 기하학  형상에

서의 모든 하 에 한 응력확 계수와 기변 확 계수를 균

열선단부근에 한 특별한 해석 없이도 구할 수 있다.
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