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요 약

정준상관 행렬도는 두 변수군 사이에 연관성이 있는 데이터 행렬을 시각적으로 묘사하고 데이터가 가진 패턴을 찾
는데 유용하고, 분석의 더욱 정형화된 방법으로써 결과를 보여주기에도 유용하다. 그럼에도 불구하고, 자료에 결측

값이 존재하는 경우에 대부분의 행렬도는 바르게 적용되지 않는다. 이 문제를 해결하기 위해, 결측률에 따라 중앙값

과 평균, EM알고리즘, MCMC대체법을 사용해서 결측 자료를 추정한다. 완전하지 않은 자료의 행렬도의 결측값을

추정하더라도, 대체법과 결측률에 따라 행렬도의 모양이 달라진다. 따라서 Shin 둥 (2008)에서 제안한 RMS(root

mean square)와 원 행렬도와 추정된 행렬도간의 형상 변동을 측정하고 비교하기 위한 PS(Procrustes statistic)를

사용한다.

주요용어: 정준상관행렬도, 형상변동, 프로크러스티즈, 결측구조, 대체법.

1. 서론

정준상관 행렬도(canonical correlation biplot)는 일반적인 자료 분석 방법에서 나아가, 데이터가 가진

패턴을 발견하고 두 변수군 사이의 연관성을 포함한 데이터 행렬의 시각적 기술을 제공하는데 유용하게
사용된다. 국내에선 Park과 Huh (1996)가 정준상관분석에서 수량화 방법(quantification method) 관
점에서 2차원그림을제안하였고이를정준상관행렬도라하였다.

행렬도는 Gabriel (1971)에 의해서 개발되었고 국내에서 Choi (1991)가 저항성 버전을 개발하면서 처

음으로 소개하였다. 행렬도는 복잡한 다변량 분석의 결과 해석의 용이성을 통해 활발한 연구와 응용이
여러 분야에서 이루어지고 있다. Shin 등 (2008)은 결측값을 가진 행렬도에 관한 연구를 진행하였으며,

최태훈과 최용석 (2008)은 2006년도 KLPGA 선수 중 상금 순위 상위 50명을 대상으로 정준상관 행렬
도를 통해 기술요인 변수군과 경기성적요인 변수군 간의 관련성과 더불어 군집분석의 활용을 가미하였
다. 또한최태훈등 (2009)은테니스그랜드슬램대회의선수특성요인과경기요인에대한행렬도에서
프로크러스티즈분석(Procrustes analysis)을통하여행렬도의형상비교를하였다.

정준상관 분석에서 변수군의 일부 데이터가 결측이 되면, 그 결측 자료를 포함한 자료의 행 전체가 분
석에서 제외되어 분석의 정확성이 떨어지게 된다. 따라서 본 논문에서는 이러한 정보의 손실을 없애고,

원 데이터로부터 도출된 변수들 간의 관계를 잘 나타낼 수 있도록 하는 대체방법들에 대하여 각 결측률
에 따른 형상변동을 비교 분석하였다. 평균, 중위수대체, EM알고리즘과 MCMC방법을 사용한 다중대

체를 통한 결측값을 추정한 자료행렬을 생성하였다. 기존의 주성분, 판별분석, 대응분석 행렬도 등과는
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다르게두변수군의형상의변동을동시적으로확인하는것이필요하여, 추정된자료행렬을이용한정준

상관 행렬도를 원 자료의 정준상관 행렬도에 적합 시키는 프로크러스티즈 분석을 활용하였다. 2절에서

는 정준상관 행렬도의 소개와 더불어 형상변동 측정과 프로크러스티즈 분석을 설명하고자 한다. 3절에

서는결측구조와다중대체법에대한소개를다루었으며, EM알고리즘법, MCMC방법을통한다중대체

법을정리하였다. 4절에서는적용사례를제시하려한다.

2. 정준상관 행렬도와 형상변동

2.1. 정준상관 행렬도

이 절에서는 최용석 (2006)을 참고로 하여 정준상관 분석과 관련된 정준상관 행렬도에 대하여 정리하기
로한다.

정준상관분석은 두 변수군 사이의 관계를 분석하는 다변량 기법이다. 두 변수군의 선형 조합(linear

combination)간의 상관관계를 가장 크게 만드는 최대의 선형 조합을 찾아내어 그 관계를 분석하는 것
이 목적이다. q개의 변수로 이루어진 두 변수군 x = (x1, . . . , xp)

T와 y = (y1, . . . , yq)
T는 각각 평균

µx = (µx1 , . . . , µxp)
T와 µy = (µy1 , . . . , µyq )

T를 가지며 공분산행렬 Σxx, Σyy, Σxy = ΣT
yx을 가지는

확률벡터이다.

임의의계수벡터 u와 v에대하여두변수군각각의선형결합

Zx = u1x1 + · · ·+ u1xp = uTx, Zy = v1y1 + · · ·+ v1yq = vTy (2.1)

에서식 (2.1)의두선형결합 Zx와 Zy의상관은

rZxZy =

n∑
i=1

zxizyi√
n∑

i=1

z2xi

√
n∑

i=1

z2yi

=
uTSxyv√

uTSxxu
√

vTSyyv
(2.2)

이다. 여기서 계수벡터 u와 v는 식 (2.2)의 두 선형 결합의 상관을 최대화하는 알고리즘을 통하여 구할
수있다. 상관을최대화하는알고리즘은 Zx와 Zy의분산이 1인제약조건을 uTSxxu = 1과 vTSyyv =

1을 두고 uTSxyv를 최대화하는 계수벡터 u와 v를 찾는 것과 동일하다. 이는 라그랑즈 승수(Lagrange

multiplier) 방법을 이용하면 고유체계 문제로 유도하여 풀 수 있다. 또한 이 알고리즘은 정준계수벡터

와정준상관을대수적으로한꺼번에제공하는비정칙값분해(singular value decomposition)

S
− 1

2
xx SxyS

− 1
2

yy Syx = UD√
λV

T

를 이용하면 간편하게 구할 수 있다. 여기서 크기가 p × r과 q × r행렬 U = (u1, . . . ,ur)
T
와 V =

(v1, . . . ,vr)
T
은 정준계수벡터의 직교행렬이며 대각행렬 D√

λ = daig
(√
λ1, . . . ,

√
λr

)
는

√
λ1 ≥ · · · ≥√

λr > 0의관계를갖는비정칙값이정준상관에해당하고이를대각원소로하고있다. 이를통하여, i번

째정준상관계수벡터를구하면각각

ai = S
− 1

2
xx ui, bi = S

− 1
2

yy vi, i = 1, . . . , r

이다. 이들에 의해 구성된 정준상관계수행렬은 A = (a1, . . . , ar)과 B = (b1, . . . ,br)이 된다. 이를 통

해계산된자료행렬 X에대한정준상관행렬도의행좌표행렬과열좌표행렬은

RX = XAD√
λ, CX = AD√

λ
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이되며, 자료행렬 Y에대한정준상관행렬도의행좌표행렬과열좌표행렬은

RY = YBD√
λ, CY = BD√

λ

가된다.

2.2. 형상변동의 측정

원 자료의 정준상관 행렬도와 각각의 결측 대체방법을 적용한 정준상관 행렬도와의 비교를 위하여 형
상변동을 측정한다. 본 연구에서는 결측이 대체된 자료행렬을 통한 정준상관 행렬도의 변수군의 형상
변동을 측정하기 위해 Shin 등 (2008)이 제안한 RMS(root mean squared)방법을 사용하였다. 이 외

에도 형상변동 측정과 관련하여 Kim 등 (2010a, 2010b)의 최근 연구도 참고할 만하다. 최종적으로 생

성된 X,Y 개체군과 변수군의 자표 행렬을 R̂X, R̂Y, ĈX, ĈY라고 하자. R̂X, R̂Y는 n × 2 행렬이고,

ĈX, ĈY는각각 p×2, q×2행렬이다. 여기서개체군과변수군의좌표행렬을세로로병합한행렬을각
각 R̂, Ĉ라하면다음과같다.

R̂ =

(
R̂X

R̂Y

)
, Ĉ =

(
ĈX

ĈY

)

행렬 R̂은 2n× 2, Ĉ은 (p+ q)× 2 행렬이되며, 이들행렬을벡터화하면 vec(R̂)는 4n× 1, vec(Ĉ)는

2(p+ q)× 1인벡터가된다.

vec
(
R̂
)
=
(
r̂T1 , . . . , r̂

T
4n

)T
, vec

(
Ĉ
)
=
(
ĉT1 , . . . , ĉ

T
2(p+q)

)T
.

이를이용한원자료정준상관행렬도의변수군의좌표와추정된자료의정준상관행렬도좌표간거리의
RMS

RMSR =

√
1

4n

∥∥∥∥vec(R̂−R
)2∥∥∥∥ , RMSC =

√
1

2(p+ q)

∥∥∥∥vec(Ĉ−C
)2∥∥∥∥

가 0에 가까울수록 형상변동이 작아 추정이 잘 이루어 졌음을 보여준다. 하지만, 정준상관 행렬도의
형상변동에서는 각각의 변수 군에서 동시적인 변동을 고려해야 하므로, 단순한 변동에 대한 측도인

RMS는 한계를 가진다. 따라서 원 자료의 정준상관 행렬도의 변수들의 형상과 대체된 자료의 정준상
관 행렬도의 변수들의 형상의 비교를 위해 프로크러스티즈 분석을 추가적으로 고려하였다. 프로크러스

티즈 분석이란 기하학적 공간상에서 형상점(landmark)에 의해서 나타낸 개체들의 형상을 측정하고, 기

술하며비교하는형상분석에서개체간의형상비교를위해한개체를다른개체쪽으로적합시키는방법
이다 (최용석과현기홍, 2006). 원자료행렬은Ws, 대체된자료행렬은Wr라고하고, 두중심화형상

좌표행렬의크기는 k ×m이라고하자. 벡터 t와직교행렬 R에의해서Wr의 l번째점 wr(l)의좌표점

을변환한 Rwr(l) + t을고려하자. 그러면Ws의 l번째점 ws(l)과 Rwr(l) + t간의제곱거리합

k∑
l=1

(
ws(l)Rwr(l) − t

)T (
ws(l)Rwr(l) − t

)
(2.3)

을 생각할 수 있으며, 식 (2.3)을 최소화 하는 R과 t를 찾는 것이 두 형상 Ws과 Wr가 잘 일치되

도록 하는 정보를 제공한다. 비정칙치분해(singular value decomposition) WT
r Ws = UΛVT를 이
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용하여 R̂ = VUT과 t̂ = 0를 제공받을 수 있으며 이를 이용하여 두 형상의 일치성을 평가하는 측

도(measure)인프로크러스티즈통계량

PS (Wr,Ws) = tr
(
WT

r Wr

)
+ tr

(
WT

s Ws

)
− 2tr(Λ) (2.4)

을 얻을 수 있다. 식 (2.4)의 프로크러스티즈 통계량 값이 0이면 두 형상은 일치한다고 평가할 수 있다.

본 연구에서는 크기가 (p + q) × 2인 변수군의 형상좌표를 사용하여 변수들의 형상변동을 측정하였고,

앞서사용된 RMS와함께형상변동을나타내고자한다.

3. 결측구조와 다중대체법

3.1. 결측구조(Missing Mechanism)

결측구조에 대한 자료행렬 Y = {yij}는 결측값을 가진 N × p행렬이고, yij가 결측되었을 때는 1,

그렇지 않을 때는 0을 가지는 N × p 지시 행렬을 R = {rij}이라고 하자. Pr{rij = 0|yij} =

Pr{yij observed|yij} = pij라고 정의할 때, 자료행렬 Y는 미지의 모수 θ에 대해 P (Y|θ)를 가지

고, R은 미지의 모수 ξ에 의해 영향을 받는 확률 분포 P = (R|ξ,Y)를 가진다고 할 수 있다. 또한

Y = (Yobs,Ymis)로 표현되고, Yobs는 관찰된 값이며, Ymis는 결측치를 뜻한다. 이러한 가정 하에 반

응변수들과결측지시변수들의결합확률분포(joint probability distribution)는다음과같이표현된다.

P (Y,R|θ, ξ) = P (Y|θ)P (R|ξ,Y)

여기에서 Little과 Rubin (2002)에서는 조건부 분포인 P (R|ξ,Y)에 기초하여 결측구조를 3가지로 범

주화하였다. 첫 번째, 완전임의결측(MCAR; missing completely at random)은 결측의 발생여부가 주

어진데이터에전혀의존하지않는것을의미한다. 즉

P (R|ξ, (Yobs,Ymis)) = P (R|ξ)

으로 표현할 수 있다. 두 번째로 결측의 발생여부가 관찰된 원소(Yobs)에만 의존할 때, 조건적 임의결

측(MAR; missing at random)이라고 정의한다. 즉 결측이 Y의 결측값에 영향을 받지 않으나 관측값
에는영향을받아모든 Ymis에대하여

P (R|ξ, (Yobs,Ymis)) = P (R|ξ,Yobs)

가 성립함을 뜻한다. 마지막으로 결측 발생이 관찰되지 않는 값(Ymis)에 의존할 경우를 NMAR(not

missing at random)으로 정의하고 결측이 임의로 이루어지지도 않으며, 모형의 변수들을 가지고 특정

한 변수의 값을 예측할 수 없는 경우를 뜻한다. 그리고 MCAR과 MAR을 무시할 수 있는 결측 구조라
고 하였다. 본 연구의 경우 결측이 결측된 값에 영향을 받지 않고, 관찰된 값에 영향을 받는 MAR 상황

을가정하여진행하였다.

3.2. 다중대체법(Multiple Imputation)

대체법은불완전한데이터를채워넣는일반적인방법으로, 각각의결측값은예측분포와여러방법을통

하여 추출된 값으로 채워진다. 하지만 이러한 과정에서 대체된 값은 고려되지 않은 불확실성에 기인한

변동을 일으킨다. 다중대체법은 반복적인 수행을 통하여 결측값을 대체하여 변동성을 줄이고자 하는데

그의의가있다. Rubin (1987)에따르면다중대체의스텝은아래와같다.
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Step 1. 대체방법들을통하여완전한 m개의데이터셋을만든다.

Step 2. m개의 대체 데이터 셋으로부터 모수 θ의 추정량 θ̂j를 산출하고 θ̂j의 분산을 V (θ̂j)표기 한

다(j = 1, . . . ,m).

Step 3. θ̂1, . . . , θ̂m을결합하여 θ에대한추정량과그것의분산을산출한다.

θ̄MI =
1

m

(
θ̂1 + · · ·+ θ̂m

)
, V

(
θ̄MI

)
=

1

m

m∑
j=1

V
(
θ̂j
)
+

(
1 +

1

m

)
1

m− 1

m∑
j=1

(
θ̂j − θ̄MI

)2
.

3.3. EM알고리즘법

EM의 각 반복 단계는 E(Expectation)-단계와 M(Maximization)-단계로 구성된다. 먼저, Y = (Yobs,

Ymis)라고 하면, Yobs는 관측된 데이터이고, Ymis는 결측이 발생한 것을 뜻한다. 불완전한 데이터 문

제에서완전한데이터의분포는다음과같이분해될수있다 (Schafer, 1997, pp. 37–39).

P (Y|θ) = P (Yobs|θ)P (Ymis|Yobs, θ). (3.1)

식 (3.1)의양변에 log-likeligood를취하면다음과같다.

l(Y|θ) = l(Yobs|θ) + logP (Ymis|Yobs, θ) + C. (3.2)

식 (3.2)의 l(Y|θ) = logP (Y|θ)는 완전한 데이터의 로그 우도이며 l(Yobs|θ) = logL(θ|Yobs)는 관측
된데이터의로그우도이며 C는임의의상수이다.

E-단계에서 식 (3.2)에 기댓값을 P (Ymis|Yobs, θ
(t))에 대해 취하여 Q(θ|θ(t))를 계산하면 아래와 같은

결과를얻을수있다.

Q
(
θ|θ(t)

)
= l(θ|Yobs) +H

(
θ|θ(t)

)
+ C,

여기에서

Q
(
θ|θ(t)

)
=

∫
l(θ|Y)P

(
Ymis|Yobs, θ

(t)
)
dYmis

이고,

H
(
θ|θ(t)

)
=

∫
logP (Ymis|Yobs, θ)P

(
Ymis|Yobs, θ

(t)
)
dYmis

이다. M-단계에서는 Q(θ|θ(t))를최대화하는 θt+1을찾는다. 또한여기에서 θt+1는

l
(
θ(t+1)

∣∣Yobs

)
≥ l
(
θ(t)
∣∣Yobs

)
를항상만족한다. 이를다시표현하면,

Q
(
θ(t+1)

∣∣θ(t))−Q
(
θ(t)
∣∣θ(t))−

[
H
(
θ(t+1)

∣∣θ(t))−H
(
θ(t)|θ(t)

)]
≥ 0

이고, 모든 θ에대해아래의식이성립한다.

Q
(
θ(t+1)

∣∣θ(t)) ≥ Q
(
θ(t)
∣∣θ(t))
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그리고,

H
(
θ(t+1)

∣∣θ(t))−H
(
θ(t)
∣∣θ(t)) =

∫
log

P
(
Ymis

∣∣Yobs, θ
(t+1)

)
P
(
Ymis

∣∣Yobs, θ(t)
) P

(
Ymis

∣∣Yobs, θ
(t)
)
dYmis

이므로, log x ≤ x− 1 혹은 Jensen의부등식을이용하면

H
(
θ(t)
∣∣θ(t)) ≥ H

(
θ(t+1)

∣∣θ(t))
를만족한다. 이러한 E-단계와 M-단계를추정치가수렴할때까지계속해서반복한다.

3.4. MCMC법

MCMC의 한 방법인 자료확대(data augmentation)는 결측 데이터와 모수들을 반복적인 마르코프 연

쇄(Markov chain) 시뮬레이션을 통하여 안정적인 분포로 수렴하는 값을 구하여 분포를 추정하는 방법
이다 (Tanner와 Wong, 1987). 확률벡터 z가 z = (u,v)와 같이 두 개의 하위 벡터로 분할된다고 가정

하면, 결합확률분포 P (Z)는쉽게시뮬레이션되지않지만각각의조건부분포인

P (u|v) = g(u|v), P (v|u) = h(v|u)

로쉽게계산되어질수있다. 각각의반복계산에서

z =
(
zt1, z

t
2, . . . , z

t
m

)
=
((
ut
1,v

t
1

)
,
(
ut
2,v

t
2

)
, . . . ,

(
ut
m,v

t
m

))
라고 두면, P (Z)와 근사한 분포로부터 추출된 크기가 m인 표본이 된다. 그리고 이 표본은 두 가지 단
계에의해갱신되어진다. 첫번째로

u
(t+1)
i ∼ g

(
u|v(t)

i

)
에의해독립적인 i = 1, . . . ,m 까지의추출을통해

U(t+1) =
(
u
(t+1)
1 ,u

(t+1)
2 ,u

(t+1)
3 , . . . ,u(t+1)

m

)
를생성하고, h(v|u(t)

i )에서의추출을통하여

V(t+1) =
(
v
(t+1)
1 ,v

(t+1)
2 ,v

(t+1)
3 , . . . ,v(t+1)

m

)
을생성한다. 이과정을거치면서새로운표본 z(t+1)이생성된다.

z(t+1) =
((
ut+1
1 ,vt+1

1

)
,
(
ut+1
2 ,vt+1

2

)
, . . . ,

(
ut+1
m ,vt+1

m

))
.

Tanner와 Wong (1987)은 Z(t)의분포가 t→ ∞임에따라 P (Z)로수렴하는것을보였다. 이러한과정

을결측자료데이터에적용한다. MCMC방법에서는 I-단계와 P-단계로나누어진다.

Y
(t+1)
mis ∼ P

(
Ymis|Yobs, θ

(t)
)
, (3.3)

θ(t+1) ∼ P
(
θ|Yobs,Y

(t+1)
mis

)
. (3.4)

I-단계인 식 (3.3)에서는 사후 예측 분포 P (Ymis|Yobs, θ
(t))에서 Y

(t+1)
mis 을 추출하고, P-단계인 식

(3.4)에서는 추출된 Y
(t+1)
mis 을 통해 대체된 자료의 사후분포 P (θ|Yobs,Y

(t+1)
mis )에서 θ(t+1)을 추출한다.

위의두단계를반복적으로충분히시행하면궁극적으로모수의사후분포 P (θ,Y)로부터모수의추출이

가능해진다.
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표 4.1. 헬스클럽 자료

Weight Waist Pulse Chin-up Abdominal High jump

191 36 50 5 162 60

189 37 52 2 110 60

193 38 58 12 101 101

162 35 62 12 105 37

189 35 46 13 155 58

182 36 56 4 101 42

211 38 56 8 101 38

167 34 60 6 125 40

176 31 74 15 200 40

154 33 56 17 251 250

169 34 50 17 120 38

166 33 52 13 210 115

154 34 64 14 215 105

247 46 50 1 50 50

193 36 46 6 70 31

202 37 62 12 210 120

176 37 54 4 60 25

157 32 52 11 230 80

156 33 54 15 225 73

138 33 68 2 110 43

그림 4.1. 헬스클럽 자료의 정준상관 행렬도(결측률 0.0%)

4. 활용 사례

표 4.1은 헬스클럽의 중년회원 20명을 대상으로 몸무게(Weight), 허리둘레(Waist), 맥박수(Pulse), 턱

걸이(Chin-up), 복근운동(Abdominal), 높이뛰기(High jump)에 대해 측정한 자료이다 (SAS Institute

Inc., 1990, Chapter 15).

그림 4.1은 표 4.1의 신체적 변수군(몸무게(x1), 허리둘레(x2), 맥박수(x3))과 체력적 변수군(턱걸

이(y1), 복근운동(y2), 높이뛰기(y3))의 정준상관 행렬도를 보여준다. 몸무게(x1), 맥박수(x3), 턱걸

이(y1), 복근운동(y2)은제 1축(dim1)에대해왼쪽편에위치해있고그들이이루는사이의각이좁아서
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그림 4.2. 헬스클럽 자료의 정준상관 행렬도(결측률 5.0%)

로 상관이 높은 변수임을 보여준다. 허리둘레(x2)와 높이뛰기(y3)는 오른편에 위치해 있고, 그들이 이
루는사이의각이좁아서로상관이높은변수임을보여준다. 외쪽편의변수군은근력적인부분의의미
가강하며, 오른쪽의변수군은유연성과관련된다고볼수있다. 이러한변수군사이의관계의시각적인
측면에서, 원 자료에서 결측이 발생한 경우를 가정하여, 각각의 대체법에 따른 변수군의 관게에 대한 그
림을 살펴보도록 한다. 결측은 임의로 5, 10, 15, 20%로 나누어 각각의 대체법에 따른 형상을 살펴보았

다.

그림 4.2는 표 4.1의 헬스클럽 자료에서 결측률 5.0%의 상황 하에서 각각의 대체법을 적용한 정준상

관 행렬도를 나타낸다. 원 자료의 정준상관 행렬도에서 몸무게(x1), 맥박수(x3), 턱걸이(y1), 복근운
동(y2)은 왼쪽 편에 위치하고 있으나, 평균과 중위수대체의 결과에서는 그 변수들 중, 맥박수(x3)가 오

른쪽편으로이동한결과를보여주고있다. 하지만전체적인형상에서는평균, 중위수대체는원자료의

정준상관 행렬도와 비슷한 형상을 유지하고 있는 것으로 나타났다. EM알고리즘법과 MCMC법을 이용

한다중대체의경우, 원데이터의형상을거의비슷하게나타내는것으로확인할수있다.

그림 4.3은 표 4.1의 헬스클럽 자료에서 결측률 10.0%의 상황 하에서 각각의 대체법을 적용한 정준상

관 행렬도를 나타낸다. 원 자료의 정준상관 행렬도에서 몸무게(x1), 맥박수(x3), 턱걸이(y1), 복근운
동(y2)은 왼쪽 편에 위치하고 허리둘레(x2)와 높이뛰기(y3)는 오른쪽 편에 위치하나, 평균, 중위수대체

를 통한 정준상관 행렬도에서는 맥박수(x3), 복근운동(y2)가 왼쪽 편에 위치하고 나머지는 오른편에 위

치함을 보여준다. EM알고리즘법과 MCMC법을 통한 대체의 결과에서는 원 자료의 정준상관 행렬도의
변수들의 위치에 비하여 변동이 적게 나타났음을 알 수 있다. 복근운동(y2), 맥박수(x3)가 위로 올라간

형태로나타났고, 턱걸이(y1), 높이뛰기(y3)는아래로내려간형태로나타났다.

그림 4.4는 표 4.1의 헬스클럽 자료에서 결측률 15.0%의 상황 하에서 각각의 대체법을 적용한 정준상관
행렬도를 나타낸다. 평균, 중위수대체를 통한 정준상관 행렬도에서는 원 자료의 정준상관 행렬도와 비
교하여 변수들의 위치에 큰 변화가 생겼다. 턱걸이(y1), 복근운동(y2)가 왼쪽 편에 위치하고 나머지는
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그림 4.3. 헬스클럽 자료의 정준상관 행렬도(결측률 10.0%)

그림 4.4. 헬스클럽 자료의 정준상관 행렬도(결측률 15.0%)

오른쪽 편에 위치함을 나타내 형상변동이 커졌음을 의미한다. EM알고리즘법과 MCMC법을 이용한 다

중대체의결과에서는기존의형상은유지하지만, 왼쪽편에있던맥박수(x3)가오른쪽편으로위치했다.

결측률이 15%일 때, EM알고리즘법과 MCMC법을 이용한 다중대체의 결과는 어느 정도 원 자료의 형

상에근접하는것을확인할수있다.
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그림 4.5. 헬스클럽 자료의 정준상관 행렬도(결측률 20.0%)

표 4.2. 결측률에 따른 X, Y 개체군과 변수의 평균제곱근(RMS)

개체군 변수군
대체법 결측률 결측률

5.0% 10.0% 15.0% 20.0% 5.0% 10.0% 15.0% 20.0%

MEAN 0.182 0.361 0.437 0.511 0.134 0.380 0.365 0.291

MEDIAN 0.188 0.367 0.466 0.578 0.134 0.380 0.365 0.291

EM 0.136 0.357 0.394 0.486 0.058 0.353 0.267 0.273

MCMC 0.126 0.387 0.329 0.476 0.059 0.306 0.269 0.280

그림 4.5는 표 4.1의 헬스클럽 자료에서 결측률 20.0%의 상황 하에서 각각의 대체법을 적용한 정준상관
행렬도를 나타낸다. 평균과 중위수대체를 통한 정준상관 행렬도의 변수들의 형상은 비슷한 경향을 나
타낸다. 맥박수(x3)를 제외한 턱걸이(y1), 복근운동(y2)은 몸무게(x1)는 원 자료의 행렬도와 같이 왼쪽

편에 위치함을 보인다. EM알고리즘법과 MCMC법을 이용한 다중대체의 결과에서는 기존의 형상과 비

슷하게 나타났지만, 턱걸이(y1), 맥박수(x3)의 움직임이 오른쪽 편으로 위치함에 따라 변수간의 상관관
계를 해석함에 있어 어려움을 나타내고 있다. 각각의 결측률에 따라 여러 대체법을 사용한 결과를 비교
해보면, 대체적으로 EM알고리즘법과 MCMC법을 이용한 다중대체법의 결과가 원 자료의 정준상관 행
렬도와 유사한 형상을 나타낸 것을 확인할 수 있었다. 평균제곱근(RMS)와 프로크러스티즈 통계량으로

각각의 변동성을 측정한 결과를 살펴보자. 표 4.2는 결측률에 따른 개체군과 변수의 RMS를 나타내고

있다.

표 4.2에 따르면 각각의 결측률에 따라 전반적으로 EM알고리즘법과 MCMC법에서 RMS가 낮게 나타

나고 있음을 확인 할 수 있다. 또한 프로크러스티즈 통계량을 보여주는 표 4.3에서도 평균과 중위수대
체법에 비하여 EM알고리즘법 그리고 MCMC법을 통한 다중대체법이 각각의 결측률에 따라 형상변동

이 작게 일어났음을 보여준다. RMS의 결과와 프로크러스티즈 통계량(PS)값을 동시적으로 확인한 결
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표 4.3. 결측률에 따른 프로크러스티즈 통계량

대체법
결측률

5.0% 10.0% 15.0% 20.0%

MEAN 0.208 1.732 1.468 0.950

MEDIAN 0.271 1.780 1.694 1.081

EM 0.041 1.496 0.767 0.896

MCMC 0.040 1.087 0.796 0.943

과 EM알고리즘법과 MCMC법을통한다중대체에서정준상관행렬도의변동이작았음을알수있었다.

각각의 결측률에 따른 형상의 변동을 나타낸 그림과 RMS, 프로크러스티즈 통계량을 확인한 결과

EM알고리즘법과 MCMC법에서 평균과 중위수대체의 방법을 통한 결과보다 원 자료의 정준상관 행렬
도와의형상변동이적었음을알수있었다.
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Abstract
Canonical correlation biplot is a useful biplot for giving a graphical description of the data matrix which

consists of the association between two sets of variables, for detecting patterns and displaying results found

by more formal methods of analysis. Nevertheless, when some values are missing in data, most biplots are

not directly applicable. To solve this problem, we estimate the missing data using the median, mean, EM

algorithm and MCMC imputation methods according to missing rates. Even though we estimate the missing

values of biplot of incomplete data, we have different shapes of biplots according to the imputation methods

and missing rates. Therefore we use a RMS(root mean square) which was proposed by Shin et al. (2007)

and PS(procrustes statistic) for measuring and comparing the shape variability between the original biplots

and the estimated biplots.

Keywords: Canonical correlation biplot, shape variability, procrustes, missing mechanism, imputation

methods.
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