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층화추출에 의한 통제변수의 시뮬레이션 성과분석
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Simulation Analysis of Control Variates Method Using Stratified sampling
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ABSTRACT

This research suggests a unified scheme for using stratified sampling and control variates method to improve the 
efficiency of estimation for parameters in simulation experiments. We utilize standardized concomitant variables 
defined during the course of simulation runs. We first use these concomitant variables to counteract the unknown 
error of response by the method of control variates, then use a concomitant variable not used in the controlled 
response and stratify the response into appropriate strata to reduce the variation of controlled response additionally. 
In case that the covariance between the response and a set of control variates is known, we identify the simulation 
efficiency of suggested method using control variates and stratified sampling. We conjecture the simulation efficiency 
of this method is better than that achieved by separated application of either control variates or stratified sampling 
in a simulation experiments. We investigate such an efficiency gain through simulation on a selected model.
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요   약

본 연구는 층화추출법과 통제변수기법을 시뮬레이션 실험설계에서 동시에 사용하여 파라미터의 추정 효율성을 개선하는 

방법을 제안하였다. 시뮬레이션을 수행하는 도중에 수집한 표준화 부가변수를 통제변수기법에 활용하여 파라미터 추정을 위한 

반응변수의 오차를 줄이도록 하였으며 통제변수 구성에 사용되지 않은 부가변수를 층화변수로 활용하는 층화추출기법을 적용

하여 통제반응변수의 변이성을 추가로 감소하였다. 반응변수와 통제변수 사이의 공분산 관계가 알려진 경우에 두 방법을 동시

에 활용하여 파라미터를 추정하는 기법의 시뮬레이션 효율성을 이론적으로 도출하였다. 반응변수와 통제변수 사이의 상관관계 

구조가 알려지지 않은 경우 선택된 모형의 시뮬레이션 결과는 제안된 층화 통제 추정기법이 층화추출법이나 통제변수기법을 

개별적으로 적용하여 파라미터를 추정하는 것보다 우수한 것으로 나타나고 있다.

주요어 : 시뮬레이션 효율성, 층화추출, 통제변수기법, 분산감소기법
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1. 서  론

복잡한 대기행렬 시스템의 연구에서 이론적인 측면이

나 실제 응용 측면에서 시뮬레이션 분석이 자주 활용된다. 
시뮬레이션에 의한 분석은 시뮬레이션 실험과 관련된 비

용이 많이 소요될 수 있다. 시뮬레이션을 통한 시스템 성

과(반응변수) 파라미터의 추정에서 추정치의 정확성을 사

용자가 수용할 수 있는 수준이 되게 하려면 방대한 량의 

시뮬레이션 런이 요구될 수도 있다. 따라서 같은 량의 시

뮬레이션 런을 수행하여 시스템 반응변수에 대한 추정치

의 정확도를 높일 수 있는 방법에 대한 연구는 의미가 있

으며 이러한 목적으로 시뮬레이션 실험 설계에서 성과 추

정치의 효율성을 개선하는 분산감소기법이 제안되었다.
분산감소기법 중에서 부가변수를 활용하여 시뮬레이션

의 효율성을 재고하는 방법으로는 통제변수기법(control 
variates method)과 층화추출법(stratified sampling method)
이 사용되고 있다

[3]. 통제변수기법은 반응변수와 부가변
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수(concomitant variable) 사이의 선형관련성을 이용하여 

반응변수의 추정치의 분산을 감소시키며 층화추출법은 

반응변수와 부가변수 사이에 내재한 복잡한 비선형 관계

를 이용하여 반응변수를 층화함으로써 추정치의 분산을 

감소시키는 확률표본추출법을 사용한다
[4].

본 연구에서는 시뮬레이션 과정에서 반응변수와 함께 적

은 비용으로 다수의 부가변수를 수집하고 이를 활용하여 반

응변수의 변이성을 감소시키고자 한다. 수집 부가변수가 반

응변수와 선형상관성이 높을 경우에 통제변수기법은 반응

변수를 추정하는데 매우 효과적인 기법으로 알려져 있다. 
층화변수기법은 층화변수가 반응변수를 효과적으로 층화할 

수 있는 경우 반응변수의 정도(precision)를 효율적으로 개

선시킬 수 있다. 층화변수 기법은 부가변수가 반응변수와 

선형상관성이 높을 경우 효과적일 수 있지만 비선형인 경우

에도 사용될 수 있다. 따라서 수집 부가변수 중에서 반응변

수와 선형관련성이 적으나 반응변수를 효과적으로 층화할 

수 있는 1개의 변수를 층화변수로 선정할 수 있으면 수집 

부가변수를 통제변수와 층화변수로 각각 사용하여 층화추

출법과 통제변수기법을 동시에 시뮬레이션 실험에 적용하

여 반응변수 추정에 활용할 수 있을 것으로 기대한다.
본 연구는 선형상관성은 적으나 반응변수를 효과적으

로 층화하는 부가변수를 선정하고 이를 이용하여 반응변

수를 층화하고 층화된 내부에서는 층화에 사용되지 않은 

부가변수를 이용하여 반응변수의 변이성을 감소시키는 

방안을 연구하고자 한다. 이러한 방법은 시뮬레이션 실험

설계에서 부가변수를 활용하여 반응변수 추정치의 분산

을 감소시키는 통제변수기법과 층화추출법을 동시에 적

용하는 것으로 만일 두 기법의 장점이 반응변수의 추정에 

함께 반영될 수 있다면 반응변수의 추정 정도는 개별 기

법을 독립적으로 적용하여 추정하는 경우보다 개선될 수 

있을 것으로 기대할 수 있다. 반응변수와 관련성을 가지

는 부가변수를 층화변수와 통제변수로 활용하는 두 기법

의 결합 방법에서 반응변수 파라미터 추정치의 특성과 그 

효율성을 조사하고자 한다. 이를 위해 본 연구에서는 결

합 방법에 의한 반응변수의 추정치를 불편성과 유효성의 

측면에서 이론적으로 고찰하고 선택된 모형에 대한 시뮬

레이션을 통하여 그 타당성을 조사하고자 한다. 

2. 관련 연구

시스템 반응변수 의 기대치   을 추정하기 

위해 시간    동안 시뮬레이션 런을 독립적으로 회 

수행하는 반복분석에서 의 단순추정량으로 회 독립적

인 시뮬레이션 런으로부터 얻은 반응변수      

의 표본평균, 가 사용된다. 분산감소기법은 원래의 단순 

확률표본 추출 과정을 새로운 표본추출 과정으로 대체하여 

얻은 표본으로부터 에 대한 새로운 추정치를 제공한다.

새로운 추정치 가 의 불편추정치이며 만일 그 분

산이 단순 추정치의 분산보다 적게 되면 새로운 추정치는 

단순 추정치에 비해 효율적으로 을 추정한다고 볼 수 

있다. 통제변수기법과 층화추출법은 시뮬레이션 도중에 

반응변수와 관련이 있는 변수, 즉 부가변수를 수집하고 

그 정보를 활용하여 이러한 목적을 달성한다. 층화추출법

에서는 반응변수를 층화하는 기준으로 부가변수를 층화

변수로 사용하고 통제변수기법에서는 부가변수를 반응변

수의 변이성을 축소하는 통제변수로 사용한다.
본 장에서는 관심 반응변수 기대치의 추정을 효율적으로 

하기 위해서 시뮬레이션 도중에 반응변수와 함께 수집하는 

부가변수의 설정과 그 분포 그리고 이를 활용하는 통제변수

기법과 층화추출법의 추정 효율성에 대해 살펴보고자 한다. 

2.1 부가변수의 표준화와 분포함수 
시뮬레이션 실험에서 시스템 요소의 확률적인 재현은 

알려진 확률분포나 경험적인 확률분포로부터 확률변수를 

추출하는 과정이다. 이러한 확률변수 중에는 시스템 반응

변수 와 어느 정도 선형상관성이 있는 확률변수가 있을 

수 있는데 보통 이러한 변수가 부가변수로 선택된다. 예
를 들어 대기행렬 네트워크의 번째 대기행렬에서 평균

이 이고 표준편차가 인 확률분포로부터 재현되는 서

비스 시간은 시스템 체재시간이라는 반응변수와 어느 정

도 선형상관성을 가질 수 있다. 여기서 을 시뮬레이

션 과정에서 난수의 부여로 재현되는 번째 대기행렬의 

번째 서비스 시간이라고 하면 {   ≥ }는 평균이 

이고 표준편차가 인 확률분포로부터 추출된 확률표

본으로 생각할 수 있다.
시뮬레이션 런 시간    동안 번째 대기행렬에서 

추출된 서비스 시간의 표본 개수를  라 할 때 표준

화 부가변수(standardized concomitant variable)는 다음

과 같이 정의할 수 있다.

   
 



 

     (1)

이 식에서 만일 시뮬레이션 런 시간 가 충분히 커지게 

될 때 를 로 표시하면 표준화 부가변수 의 분포

는 평균이 0이고 분산이 1인 정규분포에 수렴한다
[10].
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표 1. 층의 수에 따른 각 층의 상한 

층수 

() 

층

1 2 3 4 5 6

2 0.000 ∞

3 -0.612 0.612 ∞

4 -0.982 0.000 0.982 ∞

5 -1.244 -0.382 0.382 1.244 ∞

6 -1.447 -0.659 0.000 0.659 1.447 ∞

 →      →∞         (2)

식 (1)에서 수집 부가변수의 수가 1개인 경우는 부가변수

의 수가 인 일반적인 경우로 확장될 수 있다. 시뮬레이션 

과정에서 수집된 개의 부가변수, 즉       

는 시뮬레이션 모형의 확률적 요소에 서로 독립적인 난수

를 부여하여 실현되는 확률변수이므로 개의 부가변수는 

서로 독립적이다. 이러한 경우 시뮬레이션 런 시간 가 충분

히 커지게 되면 -변량 부가변수 벡터     ⋯  

는 -변량 정규분포(-variates normal distribution)로 수렴

한다
[10].

 →       →∞         (3)

단 여기서 와 는 각각  차원의  벡터와 단위행

렬이다. 

2.2 층화추출법
층화추출법은 표본조사에서 반응변수 의 기대치 

에 대한 추정치의 정도를 높이기 위해 자주 사용되는 표

본추출 방법이다. 층화추출법으로 반응변수의 기대치를 

추정하려면 반응변수와 이를 효과적으로 층화할 수 있는 

층화변수를 시뮬레이션 도중에 부가적으로 수집하여야 

한다. 시간  동안 시뮬레이션 런을 독립적으로 회 

반복수행하는 경우, 번째 런으로부터 얻은 반응변수 

와 층화변수 의 쌍{     ≤ ≤ }에 대해 층화

변수 가 소속하는 구간         ⋯

에 따라 반응변수{   ≤ ≤ }는 개의 층으로 층화

된다. 독립적인 회 시뮬레이션 결과로부터 개의 층으

로 층화된 반응변수의 수를 각각  ≤ ≤라 하

고 층 에서 반응변수의 평균을 
 라 하면 의 층화 

추정량  는 다음과 같다
[2].

   





                (4)

각 층에서 반응변수의 평균은 반응변수가 단순 확률 

추출된 경우이므로      이다. 시뮬레이션 런 시

간 가 충분히 클 때 표준화 부가변수를 층화변수를 로 

정의하면 의 확률분포는 표준정규분포   에 수

렴한다. 층화변수가 번째 층에 속하는 확률을  

  ≤  로 정의하면 층 반응변수 {   ≤
≤ }의 기대치와 분산은 다음과 정의할 수 있다.

     ≤           (5)  


   

   ≤      (6)

시뮬레이션에서 반응변수 는 일반적으로 정규분포 

 
를 따르는 표본으로 가정하는데 이와 유사하게 

층화된 각 층에서의 반응변수도 정규분포  
 를 

따르는 것으로 가정할 수 있다. 만일 관찰된 표본의 수 

에서 독립적으로 수행한 시뮬레이션 런의 수 가 

적지 않고 층의 수 이 크지 않는 경우 층에 속하는 반

응변수가 하나도 없을 확률    은 거의 무시할 

수 있을 정도로 적다   ⋯  . 이러한 경우 의 

층화 추정량  은 다음과 같이 표현할 수 있다
[2].

   





               (7)

위 식에서 층화 추정량은     이며 그 분산은 

다음과 같다. 

    








          (8) 

표준화 부가변수를 층화변수로 사용하려면 먼저 층의 수 

과 층화변수의 층 구간 ≡∞   ⋯≡∞을 

지정하여야 한다. 층화변수가 표준정규분포를 따르는 경우 

층화 추정량의 분산을 최소로 하는 Sethi[8]
의 최적 층화 전

략에 의하면 적절한 층의 수 는 ≤ ≤ 으로 층에 

속하는 표본의 수는  ≥  ≤ ≤  조건을  만

족해야 한다
[2]. 부가변수 의 확률분포가 표준정규분포 

  에 수렴한다는 조건하에서 Wilson과 Pritsker[10]
는 

추정치의 분산을 최소화하는 최적 층화 전략으로 층의 수와 

이에 따른 각 층의 구간 상한을 다음 표와 같이 제시하였다.
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층의 수 이 지정되면 층 에 속하는 층화변수의 확

률 은 표준정규분포로부터 쉽게 계산된다. 시뮬레이션 

결과로부터 층에 속하는 반응변수의 평균과 분산을 각

각 
 와 

이라하면 {   
   ≤ ≤}는 서로 

독립적이다. 그리고 의 층화 추정량   는 의 불편

추정량이 되며  의 분산 추정량  은 다음 식

과 같으며

   








           (9)

이 분산추정량은 식 (8)의  에 대한 불편 추정

량이 된다
[10].

2.3 통제변수기법
통제변수기법은 반응변수 의 기대치 을 추정하기 

위해 시뮬레이션 도중에 반응변수 와 선형상관관계를 

가지는 변수들, 즉 통제변수 벡터         를 

부가적으로 수집하고 반응변수와 통제변수 벡터 사이의 

상관관계를 이용하여 의 추정량에 대한 변이성을 감소

시키는 기법이다. 시간  동안 시뮬레이션 런을 독립

적으로 회 반복수행하는 시뮬레이션 실험에서 표준화 

통제변수 벡터 를 사용하는 의 통제추정량  는 

다음과 같이 정의할 수 있다
[3].

                      (10)

여기서 와 는 각각 반응변수 와 통제변수 의 

평균과 평균 벡터이며 는 통제변수 벡터의 차원 계수 

벡터이다. 식 (10)에서 통제변수 벡터가 표준화 통제변수

로 구성되었다고 가정하면 각 통제변수의 기대치는 0임으

로   이다. 따라서 통제추정량 는 의 불

편추정량이 된다. 또한 통제변수의 공분산행렬을  그
리고 반응변수와 통제변수와의 공분산 벡터를  로 표

시하면   는  
 일 때 최소가 되며 

그 값은 다음과 같다
[5].

     
 

′ 
              

 
          (11)

이 식에서 
  


′ 는 와   사이의 다중

상관계수의 제곱이며 다중상관계수가 커질수록 통제추정

량은 반응변수의 기대치를 추정하는데 효율적이다. 일반

적으로 식 (10)에서 계수 벡터 의 최적 값은 알 수 없으

므로 시뮬레이션 런을 독립적으로 회 반복수행하여 얻

은 반응변수와 통제변수의 결과로부터 추정해야한다. 
와 를 각각 표본으로부터 구한 와 의 표본추정

치라고 하면 의 표본추정치는 
 이며 의 

통제추정량  의 분산은 다음과 같다
[5].

     
 

  (12)

위 식에서 통제변수의 효율성은 반응변수와 통제변수 

사이의 다중상관계수 
 에 의하여 결정되지만 이 식의 

두 번째 항 의 값은 통제변수의 수

가 증가하면 1보다 상당히 큰 값이 될 수 있다. 여기서 

를 손실인자(loss factor)라 부르는데 

반응변수와 상관성이 적은 통제변수가 통제추정량에 포

함되면 손실인자의 값은 증가하지만 다중상관계수는 별 

증가가 없을 수 있어 전체적으로는 통제변수 추정량의 분

산이 증가할 수 있다. 

3. 층화통제변수기법

통제변수기법은 통제변수와 반응변수 사이에 내재한 

선형관계를 이용하여 반응변수에 대한 통제추정량의 분

산을 감소시키며 층화추출법은 반응변수와 층화변수 사

이에 내재한 비선형 관계를 이용하여 추정치의 정도를 개

선하고자 한다. 시뮬레이션 실험설계에서 반응변수와 통

제변수 사이의 관계를 활용하여 통제반응변수를 구성한 

다음 이들에 대하여 층화추출법을 적용하여 반응변수 기

대치의 추정 정도를 높이고자 한다. 이러한 방법은 부가

변수를 활용하여 추정치의 분산을 감소시키는 통제변수

기법과 층화추출기법을 결합하는 것으로 시뮬레이션 실

험설계에 동시에 적용할 경우 두 기법을 개별적으로 적용

하는 것보다 추정 효율성이 개선될 것으로 기대한다. 본 

장에서는 통제변수 및 층화변수를 활용하기 위한 부가변

수의 선정과 통제추정치의 층화 전략, 층화통제 추정량의 

제안 및 추정치의 효율성에 대해 알아보고자 한다. 

3.1 층화변수와 통제추정량의 분포
반응변수와 관련성을 가지는 부가변수는 시뮬레이션 

모형의 구조와 반응변수의 특성에 따라 달라진다. 서비스 

시스템의 시뮬레이션에서 관심 반응변수가 개체의 시스

템 체제시간인 경우에 개체가 서비스를 받는 빈도가 높은 
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서버의 서비스 시간이 보통 부가변수로 선택된다
[10]. 시뮬

레이션 과정에서 수집된 부가변수는 반응변수와 선형적

이거나 또는 비선형적인 관계를 가질 수 있으며 또한 거

의 이러한 관계를 보이지 않을 수도 있다. 수집된 부가변

수 군에서 어떤 변수를 통제변수로 사용할지 아니면 층화

변수로 사용할지에 대한 명확한 기준은 없으나 반응변수

와 깊은 선형관계를 나타내는 변수들은 일반적으로 좋은 

통제변수 후보가 될 수 있다. 그리고 부가변수의 값에 따

라 층화된 반응변수에서 층 내부의 반응변수는 변이성이 

적으며 층간 반응변수는 변이성이 크게 되는 경우 이 부

가변수는 좋은 층화변수의 조건을 갖추게 된다.
시뮬레이션 과정에서 시스템 요소의 확률적 재현은 독

립적인 난수로부터 생성된 확률 표본으로 생각할 수 있다. 
반응변수와 관련성을 가지는 시스템 요소의 확률표본으

로부터 식 (1)과 같은 표준화 부가변수를 개 정의

하고 그 중 1개의 변수 는 층화변수로 나머지 차원의 

부가변수는 통제변수 벡터        로 사용하

고자 한다. 서로 독립적인 난수의 부여로 실현된 부가변

수들은 독립적이므로 시뮬레이션의 런 시간 가 충분히 

클 때 독립적인 회 반복 시뮬레이션 런으로부터 얻은 반

응변수 와 차원의 부가변수 벡터   ⋯  

  ′  , 즉{   ′    ≤ ≤ }는 다음과 같은 

-변량 정규분포의 확률표본으로 생각할 수 있다
[6].














∼






































 
′

 ′
  ×

        (13)

여기서 는 반응변수 와 층화변수   사이의 공분산

이며 는 와 통제변수 벡터   사이의 공분산 벡터이

다. 차원의 통제변수 벡터 를 관찰하였을 때 반응변수

와 층화변수의 조건부 분포는 다음과 같은 2변량 정규분

포를 따른다
[1].













 
∼  





















 ′ 













 

 




  

  

 (14)

단 여기서 
 은 반응변수 와 통제변수 의  



이다. 위의 식으로부터 통제변수 벡터 가 관찰되었을 때 

반응변수의 기대치 를 추정하기 위한 통제추정량을

   ′             (15)

로 정의하면 ′   ′  이며 에 

대한 비조건부 기대치  ′에서   

이므로   ′는 의 불편 추정치이다. 

통제추정치 는 분산이 
 






 으로 단순 추

정치의 분산 
 보다 적어 단순추정치보다 의 효율적

인 추정치가 된다. 층화변수 는 통제변수 벡터 와는 

독립적으로 관찰됨으로 분포함수 (14)로부터 통제반응변

수와 층화변수, 의 에 대한 조건부 결합 확률

분포는











 


∼  



































 

 




  

  

  (16)

이다. 이 분포를 기반으로 하여 층화변수 에 따른 층화 

통제추정량을 도출하고자 한다.

3.2 층화 통제추정치
시뮬레이션 런을 통해 수집되는 층화변수는 통제변수

와는 독립적으로 관찰됨으로써 층화변수 에 의하여 반

응변수 를 층화하는 방법은 통제반응변수 의 층화 

추출 과정에 그대로 적용될 수 있다. 표준정규분포를 따

르는 부가변수 를 층화변수로 사용하여 통제반응변수 

를 층화할 때 Sethi의 최적 층화 전략에 의하면 적

절한 층의 수는 2 내지 6개이다
[10]. 만일 시뮬레이션의 런 

수 이 적지 않으면 시뮬레이션 결과 각 층에 속하는 표

본의 수는 10개 이상 나타날 것으로 기대할 수 있다. 이러

한 조건이 만족되지 않는다면 층의 수 을 축소하여 층

의 구간 확률     ≤  를 증가시킴으

로써  ≥  ≤ ≤  조건을 만족시킬 수 있다. 
독립적인 번째 런으로부터 얻은 반응변수와 층화변수

의 쌍 {     ≤ ≤  }에서 층화변수 가 소속

되는 구간     에 따라 반응변수 {  ≤ ≤ }
는 개의 층으로 나누어지며 층의 하한과 상한

 은 층의 수 에 따라 표 1로부터 결정되며 구간 확

률 도 결정된다. 층에 속하는 반응변수    

⋯ 를 이에 대응하여 관찰된 통제변수   

⋯ 를 사용하여 조정할 때 만일 반응변수와 통제변

수 사이의 상관관계 가 알려져 있다면 통제반응변수

는 다음과 같이 정의된다.

  ′           (17)



권치명 ･ 김성연 ･ 황성원

138 한국시뮬레이션학회 논문지

층의 반응변수의 {  ≤ ≤}의 평균을 

    이라고 하면 의 층화 통제추정치   는 다

음과 같다
[2].

  





           (18)  

만일 파라미터 가 알려진 경우가 아니라면 반응변

수와 통제변수로부터 를 추정해야 한다. 식 (17)에서 

의 표본 대응 추정치 를 사용하는 통제반응변수 

  는

     ′         (19)

이며 {    ≤ ≤}의 평균을     

으로 표시하면 의 층화통제추정치     는 다

음 식과 같다.

      





              (20)

3.3 층화 통제추정치의 효율성
미지의 파라미터에 대한 추정량은 그 분산이 적을수록 

효율적이다. 시뮬레이션에서는 보통 단순 추정량의 분산

에 비하여 분산감소기법에 의해 달성한 추정량의 분산감

소비율에 의하여 추정량의 효율성을 평가한다. 표준화 통

제변수     ⋯ 는  을 따르므로 차원

의 통제변수 벡터 의 기대치는   이다. 또한 

는 층화변수 와는 독립적으로 실현되는 확률변수 값이

므로 층 와는 상관없이    이다. 따라서 통제변

수의 계수 벡터 가 알려진 경우 층화 통제변수 추정량

의 기대치는

  




   ′  

 




   ′  




   (21)

이며 층화 통제추정치는 에 대한 불편 추정량이다. 그

리고 층화 통제추정치   의 분산은 다음과 같다.

   





   ′ 

 





   ′    

  ′  








 ′ 

 








 ′ 










 





               (22)

식 (11)의 통제추정량의 분산에서 
′  






  

이고 
 ×이므로 식 (11)을 다시 쓰면

     




 
 






 

 








 





                  (23)

이다. 식 (22)의 층화 통제추정치   의 분산을 식 

(8)에서의 층화추정량의 분산과 식 (23)에서의 통제추정

량의 분산과 각각 비교하면

      












  (24)

    
  





  

  
  




  (25)

이다. 위의 결과로부터 통제반응변수의 계수 벡터 가 

알려진 경우에는 층화 통제추정치는 층화추정치에 비하여 

효율적이다. 통제추정치와 비교하면 식 (25)에서 







와 
의 크기에 의해 층화통제추정량의 효율성이 결정된

다. 반응변수의 전체분산 
은 층내분산과 층간분산의 합

으로 
 ≥ 






 (층내분산) 이므로 식 (25)에서 층화통

제추정량의 분산이 통제추정량의 분산에 비해 층간분산 

만큼 감소됨을 알 수 있다. 
통제반응변수의 계수 벡터 가 알려져 있지 않는 경우, 

식 (19)의 층화통제추정치의 기대치에서 와  는 서로 

독립이므로 

    

  이며      
이므로 층화통제추정치는 의 불편추정량이다. 즉

    




   

  
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도착환자

퇴원

퇴원

0.75

0.27

0.20

퇴원

회복

치료

0.73

0.25 0.80집중

치료

심장

치료

그림 1. 환자의 이동경로

표 2. 치료시설의 체류시간 및 치료실 수

치료 시설 평균(일) 표준편차(일) 치료실 수(개)
집중  3.4 3.5  15
심장  3.8 1.6 6

회복(집중치료 후) 15.0 7.0
 17

회복(심장치료 후) 17.0 3.0

표 3. 분산감소기법의 효율성

  추정방법  추정량 분산 분산감소 비율

단순
통제
층화추출  
층화추출  
층화통제 
층화통제  

4.136
4.151
4.126
4.130
4.132
4.130

0.280
0.228
0.253
0.260
0.213
0.215

  -
19.6%
9.7%
7.3%
24.0%
23.2%

 





   







            (26)

을 모르는 경우 식 (19)에서의 층화통제추정치의 분

산은 매우 복잡한 형태를 취하고 있어 식 (22)에서와 같

이 직접적으로 그 분산을 유도하는 과정은 쉽지 않다. 이
론적으로 추정량의 분산을 비교 하는 대신 본 연구에서는 

층화추정량, 통제추정량 및 층화 통제추정량의 표본분산

을 서로 비교하여 제안된 기법의 효율성을 평가하고자 한다.

4. 시뮬레이션 실험

4.1 시뮬레이션 모형
그림 1은 집중치료, 심장치료 및 회복치료 시설을 보유

하고 있는 특수병원을 이용하는 환자의 시설 이용경로를 

보여주고 있는데 Schruben과 Margolin[9]
은 이 모델의 시

뮬레이션을 통하여 3가지 시설용량이 도착환자의 병원 수

용비율에 미치는 영향을 조사하였다. 본 연구에서는 현재

의 시설용량에서 수용환자의 병원 입원 평균시간을 추정

하고자 한다.
그림 1에서 환자의 병원 도착 간 시간은 평균이 3인 

Poisson 분포를 따르며 환자의 75%는 집중치료, 25%는 

심장치료를 받고자 한다. 집중치료를 받은 후 27%는 퇴

원하고 나머지 73%는 중간 치료를 추가로 받고 퇴원한

다. 그리고 심장치료를 받은 환자 중 20%는 퇴원하고 나

머지 80%는 중간 치료를 추가로 받고 퇴원한다. 치료 시

설이 부족한 경우 도착환자는 병원에 수용될 수 없으며 

심장치료나 집중치료를 받고 회복치료가 필요한 환자는 

회복치료 시설이 여유가 있을 때까지 심장치료실 또는 회

복치료실에 대기한다. 환자의 치료시설 체류시간은 모두 

log-normal 분포를 따르며 그 평균과 표준편차는 표 2와 

같다.

4.2 시뮬레이션 실험결과
그림 1의 시뮬레이션 모형을 AweSim[7]

으로 구현한 

후 1500 단위시간(일) 동안 시뮬레이션 런을 독립적으로 

70회 수행하였다. 각 시뮬레이션 런에서 처음 300 단위시

간 동안은 warm-up 기간으로 시뮬레이션 결과를 통계량 

수집에서 제외하였다. 시뮬레이션 도중에 반응변수(환자

의 입원시간)와 함께 5개의 부가변수를 수집하였다.
3개의 치료시설에서 치료시간은 환자의 병원 전체 입

원시간과 상관성이 있으므로 집중 및 심장 치료시설

의 진료시간으로부터 2개의 부가변수  을 수집하

고 집중치료 및 심장치료 후의 회복시설에서의 치료시간

과 관련하여 2개의 부가변수  을 수집하였다. 마지

막으로 환자의 병원 도착 간 시간을 부가변수 로 설정

하였다. 부가변수는 모두 표준화변수로 정의하였으며 3개
의 치료시설의 진료시간은 통제변수로 환자의 도착 간 시간

은 층화변수로 사용하였다. 통제변수  는 반응변수 

와 선형상관계수 값은 각각 (-0.128, 0.055)로  와 

의 선형상관계수 값 (0.204, 0.261)보다 적으며 통제추정

량은 통제변수로  을 사용하는 경우가 최적이었다. 
층화변수 에 따라 반응변수는 편의상 층의 수를 2

와 3으로 하여 층화추정을 실시하였다. 표본 자료에서 모든 

층에 속하는 자료의 수가 가장 적은 경우는 층의 수가 3일 

때 층 1에 속하는 경우로써 이 때 이 층에 속하는 자료의 

수는 15이며  ≥  ≤ ≤   조건을 만족하였다.
분산감소기법의 효율성은 기법의 분산추정량이 단순추

정 방법에 의한 추정량분산에 비해 분산이 감소한 비율로 

측정한다
[10]. 표 3은 시뮬레이션 결과로부터 얻은 반응변
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수 기대치의 단순추정치, 통제추정치, 층화추정치와 층화 

통제추정치와 추정치의 표본분산 및 추정기법의 분산의 

감소비율을 나타내고 있다.
시뮬레이션 결과에 의하면 층화 통제추정법이 통제변

수법이나 층화추출법보다 효율적으로 반응변수를 추정하

는 것으로 나타나고 있다. 통제변수기법은 층화추출법에 

비해 효율적으로 반응변수를 추정하고 있는데 이는 2개의 

통제변수와 반응변수 사이의 표본 상관계수가 20%-26% 
정도로 나타나 반응변수와의 관련성이 적지 않은 편이며 

층화변수는 반응변수의 층화에 상대적으로 기여한 부분

이 적은 것이 그 이유로 판단된다. 층화추출에서 층의 수

가 2인 경우가 3인 경우보다 추정 효율성에서 2.4%정도 

효율적인 것으로 나타나고 있다.

5. 결  론

본 연구는 시뮬레이션 과정에서 관심 반응변수와 함께 

적은 비용으로 수집한 부가정보를 활용하여 반응변수의 

변이성을 감소하는 통제변수기법과 층화추출법을 시뮬레

이션 실험 설계에 동시에 응용하는 방법을 분석하였다. 두 

기법의 적용과정에서 반응변수와 관련성을 가지는 부가

변수를 통제변수로 사용하여 반응변수의 변이성을 감소

시키고 통제변수와 독립적으로 수집하는 부가변수를 층

화변수로 사용하여 반응변수의 변이성을 추가로 감소시

키고자 하였다.
반응변수와 통제변수 사이의 상관관계 구조가 알려진 

경우에 반응변수 기대치에 대한 층화 통제변수 추정치는 

층화 추정치에 비해 통제변수와 반응변수 사이의 상관계

수의 제곱에 비례하여 분산이 감소되며 통제추정치와 비

교해서는 층화된 층 사이의 분산 즉 층간분산 만큼 제안

된 추정량의 분산이 감소되는 것으로 나타났다. 일반적으

로 반응변수와 통제변수 사이의 상관관계 구조는 알 수 

없으므로 식 (22)에서와 같이 층내 반응변수의 분산으로 

구성된 층화통제 추정량의 기대치를 구하여 층화 통제변

수 추정치의 효율성을 이론적으로 규명하는 것이 쉽지 않

다. 대신 본 연구에서는 시뮬레이션 실험을 통하여 제안

된 기법의 효율성을 평가하였다.
표본 반응변수와 통제변수의 표본 공분산을 사용한 시

뮬레이션 결과에서는 층화 통제추정에 의한 추정 효율성

이 통제변수기법이나 층화추출법에 의한 추정보다 우수

한 것으로 나타나고 있다. 간단한 시뮬레이션 모형에 적

용한 결과이지만 이러한 결과는 대형 모형의 시뮬레이션

에도 적용될 수 있을 것으로 기대된다. 시뮬레이션 도중

에 수집한 부가변수 중에서 어떤 변수를 통제변수로 또는 

층화변수로 사용하는 것이 효과적인가에 대한 연구는 의

미가 있을 것으로 사료되며 또한 반응변수와 통제변수 사

이의 상관관계를 추정할 경우에 층화 통제추정량의 이론

적인 추정 효율성을 규명하는 부분도 의미가 있을 것으로 

판단된다.
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