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요 약

리만의 제타함수 는 주어진 수 보다 작은 소수의 개수 를 구하는 해답으로 알려져 있으며, 소수정리

에서 지금까지 리만의 제타 함수 이외에ln


와 의 근사치 함수가 제안되었다. 여기서 와의 오차

는      ln


이다. 로그적분함수   




ln 


 , ∼ln
 

 

∞

ln 


 ln


ln 


ln 


 ⋯

이다. 본 논문은 는 유한급수 로 표현됨을 보이며, 일반화된 ±의 소수계량함수를 제안한다. 첫 번

째로, 는 ≤  ≤의 유한급수인    ln



 



ln


± 와   ⌊ln  ln


± ⌋ 

≥ 함수로 표현됨을 보였다.  는 ≃ 가 되도록  값을 구하고 오차를 보정하는  값을 갖도록

조정하였다. 이 결과   에 대해       를 얻었다. 일반화된 함수로  ±를 제안

하였다. 제안된  ± 함수는 리만의 제타함수에 비해 소수를 월등히 계량할 수 있었다.

▸Keywords : 소수 정리, 소수계량함수, 리만 제타함수, 자연로그함수, 옵셋 로그적분함수

Abstract

The Riemann's zeta function   has been known as answer for a number of primes   less than given

number  . In prime number theorem, there are another approximation functionln


  , and  . The error

about  is     ln


. The logarithmic integral function is   




ln 


 ∼ln
 

 

∞

ln 


 ln


ln


ln


 ⋯ . This paper shows that the   can be represent with finite , and

presents generalized prime counting function  ± . Firstly, the  can be represent to

   ln



 



ln


±  and   ⌊ln  ln 


±   ≥  such that  ≤  ≤  . Then,  

is adjusted by ≃ with  and error compensation value  . As a results, this paper get the
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        for   . Then, this paper suggests a generalized function     ± . The

    ± function superior than Riemann's zeta function in representation of prime counting.

▸Keywords : prime number theorem, Riemann zeta function, natural logarithmic

function, offset logarithmic integral function

I. 서 론

1과 자신 이외의 어떤 수로도 나눌 수 없는 수, 즉 소수

(prime number)는 암호체계 (cryptograph)에 널리 활용

되고 있다[1]. RSA 암호체계의 공개키  를 생성하기

위해서는 2개 소수 를 임의로 선택하여 곱한 결과를 쉽

게 얻는다. 이 합성수 을 반소수 (semiprime)라고도 한다.

여기서 임의로 선택한 가 소수인지 여부는 소수 판별법

(primality test, PT)을 적용한다. 또한, RSA 암호 해독은 반

소수 을 로 소인수분해해야 하지만 쉽지가 않다. 따라

서 공개키를 만들기는 쉬운 반면에 역으로 이를 해독하는 소

인수 분해는 어렵다는데 기반하여 RSA 암호체계가 개발되

었으며, 이를 일방향함수 (one-way function)라고도 한다.

고대 그리스의 에라토스테네스 (BC. 278 ~ BC. 195)

가 소수를 구하는 방법인 에라토스테네스 체 (Sieve of

Erathosthenes)를 처음으로 제시하였다[2]. 이 방법은

의 자연수를 나열하고  에 대해 배수를 삭제하

면 남은 수가 보다 작은 소수의 개수이다. 이후 1859년에

리만은 “주어진 수 보다 작은 소수의 개수에 관하여”란 논

문에서 제타 함수 (zeta function)를 제안하고 ⋯의

소수들은 어떤 불규칙한 배열 패턴을 지니고 있는데도 불구

하고 의 직선상에 존재한다고 제시하였다[3]. 리만 가

설이란 “ 
 

∞




 











⋯의 복소수

자명하지 않은 근     의 실수부 는

모두 


이다.”[4]. 소수의분포패턴을하나의함수로제시한

리만 가설이후 150년 동안 리만 가설은 증명되지 못하고 있

다. 리만 가설을 증명할 수 있다면 클레이 수학재단 (Clay

Mathematics Institute)에서 제시한 상금 $1,000,000를 획득

할 수 있다.

소수의 정확한 규칙 (분포 패턴)은 지금까지 밝혀지지 않

고 있다. 소수 정리 (prime number theorem)는 소수의

근사적인 분포에 관한 정리로 소수가 어떻게 분포되어 있는

지를 개략적으로 표현해준다[1]. 지금까지 알려진 소수의

정리는 주어진 수 보다 작은 소수의 개수를 소수계량함수

(prime- counting function) 라 할 때 ∼ln


라

는 소수분포의 근사적 법칙이다. 또한 Gauss는 옵셋 로그 적

분 함수 (offset logarithmic integral function)

 




ln

∼ln



  

∞

ln


를 제시하였다. 리만

가설은 ∼




ln


를 고찰하기 위해 

와 리만 소수계량함수 를 제안하였다. 와의 오

차는   ln


형태를 나타내고 있으며, 

가 에 가장 근사한 값을 얻고 있다[1,5]. 그러나 아직까

지도 의 정확한 값을 추정하는 함수는 제시되지 않고

있다.

소수 정리의 증명은 리만 제타함수에 대해 복소해석법을

사용하는 방법을 해석적 증명 (analytic proof), 복소해석

법을 사용하지 않고 증명하는 방법을 초등적 증명

(elementary proof)이라 한다[5]. 대부분의 수학자들은 오

랫동안 복소해석학을 사용하지 않고 소수정리를 증명할 방

법이 없다고 생각하였다.

본 논문의 초점은 “소수 정리 를 구하는데 있어서

리만 제타함수  이외에 어떠한 다른 함수가 존재하는

가?”이다. 2장에서는 소수 정리와 관련된 연구를 고찰한다. 3

장에서는 를 근사적으로 표현하지 않고 정확히 표현하

는 함수를 제시한다.

II. 소수정리 관련 연구

의 정확한 값은 전수탐색 (Exhaustive or Brute-

Force Search)방법으로   회, 즉 를 수행해야

하며, 포함-배제 원칙 (inclusive-exclusive principle)을 적용

하여 식 (1)로 구할 수 있으나 이는 하노이 타워 (Hanoi

Tower)의 수행횟수와 동일하여 비현실적이다. 포함-배제 원

칙을 변형시킨 소수계량함수로는 Legendre, Lehmer, Mapes와
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Meissel 공식이 있다[5].

   ∑⌊ ⌋∑⌊ ⌋
∑⌊ ⌋ ∑⌊ ⌋⋯ (1)

예로,   에 대해 고찰해 보자.

  ,⌊⌋ ,   ,   ,   

회

    
2

3

5

7

100/2=50

100/3=33

100/5=20

100/7=14

2*3=6: 100/6=16

2*5=10: 100/10=10

2*7=14: 100/14=7

3*5=15: 100/15=6

3*7=21: 100/21=4

5*7=35: 100/35=2

2*3*5=30: 100/30=3

2*3*7=42: 100/42=2

2*5*7=70: 100/70=1

3*5*7=105: x

2*3*5*7=210: 0

4 117 45 6 0

 (99+4)-117+45-6=(103-117+39)=(-14+39)=25

주어진 수 보다 작은 소수의 개수 에 관한 소수

정리는 ∼ln


라는 소수분포의 점근적 법칙이다. 이

소수 분포에 대해 1796년에 Legendre는

∼ln


  의 변형을 제시하였다[6]. 또

한 Gauss는 보다 좋은 근사 공식으로  




ln

을

제시하였으며, 근사적 확장을 하면 식 (2)가 된다[1,7].

∼ln
 



∞

ln


ln


ln


ln


ln


⋯ (2)

식 (2)는 를 잘 표현하는 반면에, 이 식도 무한급수

형태로 계산은 쉽지 않다.

리만의 제타함수 값 이 되는 변수들은 직선상에 존

재한다. 제타함수와 소수를 연관시킨 방법은 오일러가 식 (3)

을 제안하였다[1,8]. 이 함수는 임의로 선택한 정수들 가 서

로소 (coprime)일 확률을 계산하는데 사용된다. 직관적으로

소수 로 나누어질 수 있는 어떤 수의 확률은 이다. 따

라서 정수들 가 이 소수로 나누어질 수 있는 확률은  ,

나누어질 수 없는 확률은 이다.

  
  

∞







∞

     


∞

 


  



 














 ⋯(3)

식 (3)을 만족시키려면 무한급수로 존재하는 모든 소수

에 대해 계산해야한다.

리만의 소수계량함수 는

  


 Ln


∞

 ln


 =


  

∞









 ∼

 







 








 








 


















⋯로 알려져 있다. 여기서, 는 리만 제타함수

의 모든 자명하지 않은 0 값 를 모두 합한 값이며,

은 M"obius 함수이다.

Wikipedia[1]와 Mathworld[5]에서 제시한 와ln




 에 대해 와의 오차는 표 1에 제시되어 있

다.

<표 1>의 데이터와 Legendre와 유사한 공식을 적용하여

와의 오차를 계산하였다. 그 결과   

ln


ln


ln


ln




ln


를 보였다. 즉, ln


는 보다 적은 값을, 

는 를 초과한 값을 보이고 있다. 반면에 가

에 가장근사한값을얻고있다. 결국, 를정확히

표현하는 공식은 아직 제시되지 않고 있다.

 단위로 소수의개수를구한 <표 1>을선택한이유는

RSA 수  의 경우, 의 자리수   짝수라면

    이므로 는 동일한  범위에서

임의로 선택한 소수가 되기 때문이다. 예로, ×

 인 경우        이다. 즉,

는   에서 선택되었다.

Wikipedia[1]가 제시한 <표 1>의 로 계산한 값에

문제가 있다. 식 (3)에 의거  ln


  

∞

ln


 

ln


ln


ln


ln


⋯이다.

  인 경우  이다. 이 경우 ln


 ,

ln


ln


 ,ln


  



ln


 ,ln


  


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ln


  , ln


  



ln


 로 발산하며,

  일 때 는 값을 초과한다.   에 대해서도

동일한 결과가 발생한다. 결국, ∼ln


  

∞

ln


가

성립하지 않아 를 소수계량함수로 사용할 수 없다.






오차

⌊ln ⌋   

 4 0 2 -1

 25 -3 5 -1

 168 -23 10 0

 1,229 -143 17 -2

 9,592 -906 38 5

 78,498 -6,116 130 -29

 664,579 -44,158 339 -88

 5,761,455 -332,774 754 -97

 50,847,534 -2,592,592 1,701 79

 455,052,511 -20,758,029 3,104 1,828

 4,118,054,813 -169,923,159 11,588 2,318

 37,607,912,018 -1,416,705,193 38,263 1,476

 346,065,536,839 -11,992,858,452 108,971 5,773

 3,204,941,750,802 -102,838,308,636 314,890 19,200

 29,844,570,422,669 -891,604,962,452 1,052,619 -73,218

 279,238,341,033,925 -7,804,289,844,393 3,214,632 -327,052

 2,623,557,157,654,233 -68,883,734,693,281 7,956,589 598,255

 24,739,954,287,740,860 -612,483,070,893,536 21,949,555 3,501,366

 234,057,667,276,344,607 -5,481,624,169,369,960 99,877,775 -23,884,333

 2,220,819,602,560,918,840 -49,347,193,044,659,701 222,744,644 4,891,825

 21,127,269,486,018,731,928 -446,579,871,578,168,707 597,394,254 86,432,204

 201,467,286,689,315,906,290 -4,060,704,006,019,620,994 1,932,355,208 127,132,665

 1,925,320,391,606,803,968,923 -37,083,513,766,578,631,309 7,250,186,216

표 1.   ln


            

Table 1.   ln


           

“리만의 소수 계량함수 이외에 를 보다 정확히 표

현할 수 있는 함수는 존재하는가?” 이 함수를 찾는 것이 본

연구의 핵심이다.

III. 유한급수 로  표현

본 장에서 제안하는 공식은 ln


   의

특징에 기반하고 있다. 무한급수 ∼ln


  

∞

ln


는

잘못 계산되었음을 2장에서 증명하였다. 따라서 근사적 무한

급수를 유한급수로 한정시킨 함수를 제안한다. 함수를 제안

하기 위해 먼저, 식 (4)와 식 (5)를 고찰해 본다.

  ln



  



ln


 (4)

  ln


 
  

⌊ ⌋
ln


 
 ⌊⌋ 



ln


 (5)

 와 의 오차를 비교한 결과는 표 2

에 제시되어 있다. 편의상 일반 프로그램으로 표현할 수 있

는 계산 정확도로 수행할 수 있는 까지 제시하였다.

표 2에서 ≤ ≤ 인  ln



  



ln




의 유한급수로 를 충분히 표현할 수 있음을 알 수 있

다. 왜냐하면 은  ≤≤에 대해서는

에비해오차가 보다적은반면  ≤에서

만 오차가 보다 커지는 특징을 갖기 때문이다. 또한,

는  ≤에서만 보다 오차가크기 때문

이다.
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 ln  

    

 2.302585 2 0 0

 4.605170 5 1 0

 6.907755 10 3 -3

 9.210340 17 8 -1

 11.512925 38 25 -11

 13.815511 130 111 59

 16.118096 339 313 100

 18.420681 754 716 403

 20.723266 1,701 1,645 303

 23.025851 3,104 3,021 1,048

 25.328436 11,588 11,470 1,270

 27.631021 38,263 38,245 20,199

 29.933606 108,971 110,584 29,220

 32.236191 314,890 344,571 164,095

 34.538776 1,052,619 1,402,620 973,643

 36.841361 3,214,632 7,019,141 4,262,664

표 2.  와 의오차

Table 2. The error of   and 

본 장에서는 첫 번째로, 를 정확히 표현하는 공식으

로 식 (6)을 제안한다.

 ⌊ln 
  



ln


±⌋ (6)

여기서 는   ⋯를 증가시키면서 

≃가 되는값으로결정하고 오차보정항 를 구하였

다. 는 표 3에 제시되어 있다. 결론적으로, ln



  



ln


±의 유한급수로 를 정확하게 표현할

수 있음을 알 수 있다. 표 3에서는  의   함

수는 프로그램의 표현 정확도로 인해 오차가 발생할 수 있기

때문에 변경될 수 있음을 참고하기 바란다. 본 데이터 처리

는 Python Ver. 3.1로 처리되었다.

추가로 ≠가 아닌 경우도 고찰하였다. 예로,

 에 대해  
  

⌊ln ln


ln


⌋을 적용한 결과 95를 얻어

   으로 정확한 해를 얻었다.

두 번째로, 식 (7)을 제안한다. 식 (7)은 표 4에 제시되

어 있으며, 까지 계산되었다. 와 은 오차로 인

해 계산이 정확하게 수행되지 않아 표현하지 않았다.

 ⌊ln ln


±⌋ ≥  (7)

먼저, 와 제안하였지만 에 대한

를 표현할 수 있는 특징을 찾지 못하여 하나의 정확한

공식은제안하지를못하였다. 따라서추가적으로식 (8)을제

안한다.

 ± (8)

식 (8)로 추정한 결과는 표 5에 제시되어 있다. 여기서

≤≤, ±  의 범위를

갖는특징을 갖고 있다. 또한,  값에 대해  인 경우

 , ≤≤인 경우    ,

≤≤인 경우   와 ≤≤인 경우

 의 규칙을 갖고 있다.

IV. 결론 및 향후 연구과제

소수정리는 아직까지 정확한 공식을 제시하지 못하고 근

사치만을 구할 수 있었다. 또한, 리만의 제타함수가 증명되

지 않고 있으며, 제타함수를 이용하여 를 구한 결과도

근사값이다.

본 논문은 유한급수   ⌊ln 
  



ln


±⌋,

  ⌊ln ln


±⌋로   인 

를 정확히 표현할 수 있음을 보였다. 그러나 의 값에 따라

와 가 모두 달라 일반화된 하나의 공식으로 제시하지는

못하였다. 따라서 비록 추정값을 제시하지만 에 대한

하나의 공식으로 ±를 제안하였으며, 이 공식은 리만

의 제타함수로 추정한 값보다 좋은 성능을 보였다.

본 논문에 제시된 각각의 의 유한급수  과

 에 대해 다른 수식을 제안할 수도 있으며, 하나의 공

통된 수식을 유도할 수도 있을 것이다. 이와 관련된 연구는

추후 과제로 남겨둔다.

비록 리만가설이 증명되더라도 소수 분포 패턴으로 소인

수를 찾을 수 있는지는 의문이다. 예로,  의

경우,    이므로 는 동일한 범위에

서 임의로 선택된 소수들이다. 따라서   의

소수들 중  모두를 대상으로 소인수분해를 하여야만

한다. 이를 소수의 분포 패턴으로풀수 있는지는 의문이다.
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추후에는, ±에서  값을결정하는 방법과 주어진

합성수 (공개키) 을 2개의 소수 로 쉽게 소인수분해하

는 방법이 존재하는지 여부를 연구할 예정이다.

      

 ⌊ln ⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


 ln


ln


⌋ or ⌊ln 
  



ln



  



ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


 ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


 ln


ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln



  



ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln



  



ln


 
  



ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


 ln



  



ln


ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


 ln


 
  



ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln



  



ln


ln


 ln


ln


 
  



ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


 ln


ln


 
  



ln


ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


ln


 
  



ln


ln


ln


ln


 
  



ln


ln


ln


 ⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln



  



ln


ln


ln


ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


ln


ln


 
  



ln


ln


ln


ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


 
  



ln


ln


 
  



ln


ln


ln


ln


ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


ln


 ln


ln


ln


ln


 
  



ln


ln


ln


ln


 ⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


 ln


ln


 
  



ln


ln


 
  



ln


⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


ln


ln


ln


ln


 ln


ln


ln


ln


ln


 
  



ln


ln


ln


 ⌋ 0

 ⌊ln 
  



ln


ln


 ln


ln


ln


ln


ln


ln


ln


ln


 ⌋ 0

표 3.  

Table 3.  
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    

 0 0 0

 2 0 0

 9 0 0

 40 ln


0

 176 0 0

 816 0 0

 3,991 ln


0

 20,155 ln


0

 104,365 ln


0

 551,818 ln


0

 2,967,545 ln


0

 16,184,624 ln


0

 89,303,574 ln


0

 497,625,074 ln


0

 2,796,300,171 ln


0

 15,827,776,599 ln


0

 90,159,481,981 ln


0

 51,640,795,574 ln


0

 2,973,037,792,653 ln


0

 17,190,844,388,314 ln


0

 99,798,695,987,215 ln


0

표 4.  

Table 4.  
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
± ±

  ⌊±⌋ ⌈±⌉
   0 0 -1

   0 1 0

   0 1 0

   0 1 0

   0 1 0

   0 0 -1

  
0 4 3

+ 0 -1

  
0 -3 -4

- 1 0

   
0 -2 -3

- 1 0

   
0 -2 -3

- 1 0

  
0 6 5

+ 1 0

  
0 5 4

+ 1 0

  
0 -3 -4

- 0 -1

  
0 6 5

+ 1 0

  
0 -5 -6

- 0 -1

  
0 -2 -3

- 1 0

  
0 -8 -9

- 0 -1


 


0 8 7

+ 0 -1


 


0 -6 -7

- 0 -1


 


0 4 3

+ 1 0


 


0 5 4

+ 0 -1


 


0 -2 -3

- 1 0


 


0 -4 -5

- 0 -1

표 5. ±

Table 5. ±
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