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요 약

본 논문에서는 Arikan이 제안했던 극 부호[6]의 부호화 및 복호화의 대수적 식을 개선하여 이진 이산 무기억 대칭 채널에서

연속 제거 복호 알고리즘을 이용한 극 부호의 채널의 합성과 분리를 확인했다. 이진 이산 무기억 대칭 채널 에서 양극화 행

렬 
⊗을 통하여 블록 길이 인 극 부호를 효과적으로 구성하여 정보 비트를 전송할 수 있다. 특히, 일 때, Arikan 부

호의 복잡도  이다. 극 부호가 향후 다중점 통신의 문제에 대한 하나의 대안이 될 수 있다는 것을 확인하였다.

Abstract

In this paper, we verify the channel synthesis and decomposition of polar codes using successive cancellation decoding

algorithm over binary discrete memoryless symmetric channel by modifying Arikan's algebraic formular[6] on encoding

and decoding of polar codes. In addition, we found that information bits are sent by efficiently consisting of polar codes

with their size through polarizing matrix 
⊗ over binary discrete memoryless symmetric channel . Expecially, if

, the complexity of Arikan's encoding and decoding for polar codes is   . Furthermore, we found that polar

codes are one of the solution to the challenging problems for the multipoint communication.

Keywords : successive cancellation, channel synthesis, channel decomposition, Polar code.

Ⅰ. 서  론

1948년 Shannon의 채널 용량 이론 발표 후 정보 이

론에 많은 발전이 이루어져 왔다. 특히 채널 부호 분야

는 대수적인 방법을 토대로 부호어간 최소 해밍 거리가

클 뿐만 아니라 좋은 대수적 특성을 가져 정보 전송 중

에 발생한 잡음의 영향을 최소화하여 복호할 수 있는
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선형 이진 부호를 생성하는 데 초점이 맞추어졌다. 이

는 최소 해밍 거리가 클수록 더 많은 오류를 정정할 수

있다는데 착안을 한 것이다.

Hamming이 하나의 오류를 정정할 수 있는 해밍 부

호(Hamming code, 1950년)를 제안한 이후 효율적인 대

수적 복호 알고리즘으로 알려져 있는 BCH 부호(1959

년), 리드-뮬러 부호(1960년), 리드-솔로몬 부호(1960년)

등이 차례로 제안되어 현재 CD, DVD, Modem 분야에

서 사용되고 있다.

Elias는 ‘0’이 아닌 상대적인 해밍 거리와 높은 부호

율을 갖는 적부호(product codes, 1955년)를 제안하였

고, Forney는 MIT 박사 학위 논문에서 블록 길이가 증

가할수록 오류 확률이 지수적으로 감소할 뿐만 아니라

다항식 시간 복호 복잡도를 갖는 부호에 대한 해결책으

로서 ‘안’과 ‘밖’의 부호를 결합하여 생성하는 연접 부호
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(concatenated codes, 1966년)를 제안하였다.

이후 복호 알고리즘에 확률적인 개념을 결합하여 복

호 성능을 향상시킨 여러 부호들이 제안되었다. Elias가

제안한 길쌈 부호(convolutional codes, 1955년)를 필두

로, 블록 크기가 커질수록 복잡도가 선형적으로 증가하

지만 블록 오류 확률을 최소화할 수 있는 비터비 알고

리즘(1969년)과 BCJR 알고리즘(1974년)이 제안되었다.

반면에, Fano는 상한 전송율보다 작은 전송율로 전송

할 때, 블록 크기가 커질수록 복잡도가 선형적으로 증

가하는 순차적인 복호 알고리즘(1963년)을 제안했다.

한편, Gallager는 MIT 박사 학위 논문에서 부호의

해밍 거리를 결정하는 적은 수의 ‘0’이 아닌 원소로 이

루어진 패리티 검사 행렬과 낮은 복잡도의 순환적인 복

호 알고리즘으로 생성할 수 있는 저밀도 패리티 검사

부호(LDPC codes, 1963년)
[13]

를 제안하였지만, 그 당시

의 미약한 하드웨어 기술로 인하여 주목받지 못했다.

이후 Berrou가 반복 복호 알고리즘을 사용하여

Shannon 채널 용량에 가까운 성능을 얻을 수 있는 터

보 부호(Turbo codes, 1993년)
[14]

를 제안하였다. 한편,

MacKay와 Neal은 희소 행렬을 패리티 검사 행렬로 하

여 부호어를 생성하고 신뢰 전파 복호 알고리즘을 통하

여 Shannon 채널 용량에 가까운 성능을 얻을 수 있는

저밀도 패리티 검사 부호(LDPC codes, 1997년)[15]를 재

발견하였다.

터보 부호의 성공과 저밀도 패리티 검사 부호의 재발

견으로 인하여 현재까지 저밀도 패리티 검사 부호와 메

시지 전달 알고리즘에 대한 연구가 활발히 이루어지고

있다. 현재 다양한 채널에서 터보 부호와 저밀도 패리

티 검사 부호가 Shannon 채널 용량에 근접하도록 하는

연구가 많이 진행되고 있지만, 이진 소실 채널 이외의

다른 채널에서 Shannon 채널 용량에 근접함을 증명하

지 못했다. Gallager의 제자인 터키의 Bilkent 대학의

Arikan은 채널의 합성과 분리라는 기법으로 주어진

개의 채널로부터 변환된 개의 채널을 생성한 다음, 변

환된 채널들이 극단적으로 좋거나 나쁘다는, 즉, 채널의

양극화 현상을 이용하여 변환된 채널들이 극단적으로

좋다면, Shannon 채널 용량에 근접하는 극 부호

(polarcodes, 2008)[6]를 제안하였고, 입력 채널을 나누어

상한 전송율을 높일수록 채널 용량에 근접한다는 것을

보였다.
[1∼5]

터보 부호 및 저밀도 패리티 검사 부호를 이용한 점

대 점(point to point) 통신에서의 채널 용량의 달성은

더욱 다양한 채널 즉 다중 입출력 안테나(MIMO) 혹은

다중점 채널에서의 채널 용량 통신으로 관심을 돌리게

했다. 예를 들어, 다중 입출력 안테나 채널에서는 고유

빔포밍(eigen beamforming)의 기술과 점 대 점 통신 채

널 부호를 동시에 사용하면, 채널 용량 통신이 달성할

수 있다. 또한 방송 채널 등에서의 효율적인 통신을 위

하여 터보 부호나 저밀도 패리티 검사 부호에 정보 이

론에서 도입하였던 중첩 부호화(superposition coding)

기술을 적절한 변조 기술을 적용하여 실현하기도 하였

다
[16∼18]

. 하지만, 일반적인 다중점 채널에서의 채널 용

량 계산이나, 부호화 기술의 고안은 오랜 시간 동안 해

결하지 못하고 있다. 2008년 터키의 Arikan은 극 부호

라는 개념을 제안했고
[1∼8]

, 이를 인정받아 2011년

Arikan의 극 부호에 대한 최근 논문이 IEEE

Transaction on Information Theory의 최우수 논문으로

선정된 바 있다. 이 극 부호는 최초로 일반적인 채널에

서 실용적인 복잡도를 가지는 동시에 채널 용량 통신을

점근적으로 달성시키는 부호이다. 또한, 이 극 부호는

부호의 생성 자체가 채널 용량 통신의 달성의 이론적

입증을 내포한다. 뿐만 아니라, 이 극 부호를 점 대 점

통신이외에 다중점 통신 혹은 분산 소스 부호화 등에도

적용할 수 있음이 입증됨으로써 다중점 통신에서의 다

양한 미결 문제를 해결할 대안[20]으로 떠오르고 있다.

본 논문에서는 정보 및 부호 이론 분야에서 새로운

패러다임으로 등장한 극 부호를 소개하고, 이 부호의

이 론적 의미를 살펴보고, Ⅱ장에서는  극 부호의 부

호화를 다루고, Ⅲ장에서는  극 부호의 복호화를 다

룬다. Ⅳ장에서는 컴퓨터 모의실험 결과를 통하여 극

부호의 성능이 채널 용량에 근접함을 보이고, Ⅴ장에서

결론을 맺는다.

Ⅱ. 블록 길이  극 부호 채널의 합성

2.1. 채널의 합성(Channel Synthesis)

블록 크기가 인 이진 이산 무기억 채널에서 개의

채널을 사용하여 하나의 부호어를 전송하는, 하나의 부

호어를 전송하기 위한 개의 독립적인 채널 의 합성

및 분리를 통하여 채널의 양극화 현상을 얻는다. 그림

1
[20]

은 다중점 채널에서 극 부호의 부호화 및 복호화에

관한 블록도를 보여준다. 길이 인 왼쪽 벡터의 비

트가 정보 비트이고 나머지 - 비트는 의사 비트

(dummy bit)이다. 벡터를 입력 벡터라 하면, 벡터에
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을 곱하여 부호어 x를 생성하는데 이를 채널 합성

혹은 부호화인데, 이는 정보 벡터 벡터에 을 곱하

여 부호율이 1인 선형 블록 부호화를 수행하게 된다.

단, 은 의 크로네커 곱으로 예를 들어 일 때

다음과 같이 주어진다.

단, , ⊗는 크로네커 곱 연산자이다.

행렬 은 리드-뮬러(Reed-Muller) 부호와 매우 밀

접한 관계가 있다. 실제로, 1차 리드-뮬러 부호의 생성

행렬의 행벡터 집합이 의 행벡터 집합의 부분 집합

이 되며, 정방행렬인 은 부호율이 1이다.

극 부호는 Arikan이 작은 부∙복호화 복잡도를 가지

는 임의의 이진 입력 이산 무기억 대칭 채널를 위해 제

안한 부호이며, 기본적인 형태는 다음과 같은 행렬로

나타낼 수 있다.

(1)

단, 은 를 나타낸다.

일 때, 입력 와 출력 의 함

수 를 나타내면,

이는 를 만족한다.

비슷한 방법으로, 채널의 두 번째 단계를 결합하기

그림 1. 극 부호의 부호화 및 복호화 블록도

Fig. 1. Block diagram of Encoding and Decoding on

Polar codes.

그림 2. 일 때, 으로부터의 를 결합

하는 채널의 첫 번째 단계

Fig. 2. The first level of channel combining from

two independent copies of based on

.

위해, 입력 와 출력 의 함수를 와 같이

정의한다. 이 재귀 방정식을 통하여 식 (2)와 식 (3)을

만족할 때, 그림 2와 같이 의 독립적인 두 개의 복사

본을 결합하여 아래와 같은 천이확률을 갖는 채널

를 구성한다.

(2)

(3)

이고, 는 와 같은 순

그림 3. 의 두 개의 독립적인 복사본을 결합하여 구

성하는 채널 의 두 번째 단계

Fig. 3. The second level channel combining from

two independent copies of .
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열 행렬이다. 그림 3은 의 변환인

두 개의 의 독립적인 두 복사본을 결합하여 구성하

는 채널 를 보여준다. 신호는 왼쪽에서 오른쪽으로

전달되고, 각 에지를 통하여 ‘0’ 혹은 ‘1’의 신호가 전달

된다. 각 노드는 왼쪽으로부터 들어오는 모든 에지의

신호를 더하고 그 결과를 오른쪽으로 전달한다.

를 입력 과 출력 의 함수라 정의하면,

그림 4에서 볼 수 있는, 의 독립적인 두 복사본을 결

그림 4. 의 독립적인 두 복사본을 결합하여 생성하

는 채널 의 세 번째 단계

Fig. 4. The third level channel combining from two

independent copies of

그림 5. 의 독립적인 두 복사본을 결합하여 구성

한 일반적인 채널 의 재귀 구성

Fig. 5. Recursive construction of generalized channel

from two copies of .

합하여 생성하는 채널 의 세 번째 단계를 얻을 수

있다. 그림 4는 의 변환인 의

독립적인 두 복사본을 결합하여 구성하는 채널 의

세 번째 단계이다. 일 때, 의 독립적인 두 복

사본을 결합하여 채널 를 구성하는 일반적인 재귀방

정식의 형태는 그림 5와 같다. 위에서 합성 채널

의 입력과 기본 RAW 채널의 입력의 함수 이

선형이라는 것은 자명하다. 그러므로 ,

, 이고, 이 임의의 양의 정수일 때, 차

수가 인 순열 행렬 과 전송율이 1인 생성 행렬

로 와 같이 나타낼 수

있다.

Ⅲ. 블록 길이  극 부호 채널의 분리

3. 1. 채널 분리(Channel decomposition)

으로 생성한 부호어 를 채널 를 회 사용하여

전송한다. 이 때, 채널의 수신값은 로 표시한다.

수신기에서는 수신벡터 를 통한 복호가 이루어지고,

송신 정보 벡터 의 추정치인 를 얻을 수 있다. 이 때,

정보 벡터 에서 추정치 까지의 가상 채널이 존재한

다고 가정한다. 연속 제거 복호 알고리즘을 통한 채널

양극화로 극 부호 를 생성한다. 이미 복호된 비트는 무

조건 신뢰하는 것을 전제로, 부터 순차적으로 복호가

진행된다. 즉, 수신 벡터 와 이미 복호가 끝난 비트

그림 6. 연속 제거 복호

Fig. 6. Succesive Cancellation Decoding.
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∼ 의 정보로 의 복호가 이루어진다. 단, 이미 수신

기가 알고 있는 고정된 의사 비트에 속하는 경우에는

이미 알고 있는 비트로 를 복호하고, 정보 비트에 속

하는 경우에는 와 같이 최대 사후

확률 알고리즘을 이용하여 복호가 진행된다. 단, 는

에서 까지의 모든 변수를 포함하는, 길이가 인 벡

터이다. 즉, 은 에 해당한다.

그림 6
[20]

은 일 때의 연속 제거 복호 과정을 보

여준다. 예를 들어 와 를 비교하

여 확률이 큰 쪽으로 를 복호한다. 복호기에서는 송

신기와의 사전 약속에 의해 의사 비트의 위치 및 값을

모두 알고 있어야 한다. 그런데 앞의 연속 제거 복호에

서는 가 의사 비트이더라도 의 사전 정보를 이용하

지 않기에 에 대한 최적의 복호라고 할 수 없다. 그러

나, 고정 비트를 삽입하여 채널 양극화 현상을 유도할

수 있고, 이를 통해 극 부호를 생성할 수 있다는 의의가

있다. 이 연속 제거 복호 알고리즘은 의 계산

복잡도를 갖는다. 앞의 복호 알고리즘에서 의 복호에

필요한 가상 채널을 다음과 같이 정의할 수 있다.

이를 연속 제거 복호를 위한 채널의 분리이며, 각 가

상 채널을 변환 부채널이다.

채널 분리라는 두 번째 단계에서 일 때, 식

(4)와 같은 천이확률을 갖는 함수 로 정

의할 수 있는 결합된 채널 을 이진 입력 좌표 채널

의 집합으로 분리한다.

(4)

단, 은 주어진 입력 에 대한 출력

이다. 채널 분리의 성능 분석을 위해, 다음과 같이 양극

화율을 계산한다.

명제 1.
[1]

인 이진 이산 무기억 채널 에서 분리 채널

은 다음과 같은 의미로 양극화된다. 고정된

에 대하여 이 무한대로 가면, 인 지수

의 일부분이 로 수렴하고,

의 일부분은 ‘0’으로 수렴한다. 특히, 이진 소실 채널의

경우, 식 (5)와 같은 재귀 관계를 이용하여 채널 분리

값 을 계산할 수 있다.

,

(5)

단, 은 이진 이산 무기억 대칭 채널

의 채널 용량이다. 주어진 이진 이산 무기억 대칭 채널

의 예인 와 의 블록 채널 변환을 통하여 채널

의 분리와 합성에 대한 천이확률의 관계를 유도하였고,

이는 식 (7), (8)과 같을 때, 식 (6)과 같이 정의할 수

있다.

(6)

(7)

(8)

, 일 때, 식 (9)와 같은 결과를 얻을 수 있다.

(9)

단,

앞에서 살펴보았듯이, 일부 단계에서 와 의

일반화된 블록 채널 변환이 단일 단계의 채널 변환으

로 나누어진다. 이러한 변환의 전체 집합은 일

때, 그림 2에서 볼 수 있는 것처럼 하나의 천을 형성한

다. 오른쪽에서 왼쪽으로 분석해 보면, 변환

의 두 복사본으로 출발하여 나

비 형태로 계속된다. 그림 4의 각 나비 형태는 오른쪽

끝점의 두 채널에 대한 일반적인 채널 변환

을 표현할 뿐만 아니

라 항상 동일하고 독립적이다. 맨 오른쪽 단계에는
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의 독립적인 두 복사본이 항상 존재하고, 바로 왼

쪽 옆 단계에는 의 독립적인 두 복사본과

의 독립적인 두 복사본이 존재한다. 이와 같은 방법이

나머지 단계에서 적용된다. 맨 왼쪽 단계에는

의 독립적인 두 복사본과 의 독립적인 두 복사본

이 존재한다. 오른쪽에서 왼쪽으로 한 단계 이동하면,

채널의 수가 두 배가 되지만, 독립적인 채널의 복사본

의 수는 반으로 줄어든다.

명제 2.

일 때, 이진 이산 무기억 대칭 채널 에서의

변환 은 식 (10)과 같은

의미에서 전송율이 보장되고 신뢰성이 향상된다.

(10)

혹은 일 때에만 등호가 성립하는

두 개의 삼각 부등식 과

로부터 채널 분리는 전송

율과 신뢰성이 중앙으로부터 멀리 떨어뜨린다. 더 나아

가, 신뢰성 항은 식 (11)을 만족시킨다.

(11)

소실 확률 을 갖는 이진 소실 채

널 에서의 채널 소실 확률은 식 (12)를 이용하여 계산

할 수 있다.

(12)

이 위와 같은 핵 행렬 에 대한 차의

생성 행렬이고, 일 때, 이 식 (13)과 같은 순열

행렬일 때, 주어진 에 대한 극 부호 수열의 고속

생성을 유도하기 위하여, 입력 각각을 식 (14)을 이

용하여 부호화한다고 가정한다.

(13)

(14)

일 때, 이다. 연산자 이 위와 같이 정

의된 순열 연산일 때, 식 (15)와 같은 재귀 관계를 얻을

수 있다.

(15)

은 쉽게 증명할 수 있다.

그러므로, 이고 식 (16)과

같이 표현할 수 있다.

(16)

이와 비슷하게 식 (17)도 쉽게 증명할 수 있다.

(17)

식 (16)과 식 (17)을 결합하여, 식 (18)과 같은 재귀

관계를 유도해 낼 수 있다.

(18)

부호화 복잡도를 쉽게 설명하기 위해서, 순열 연산 의

효과를 무시하면, 라 나타낼 수 있고, 이

고, 일 때, 식 (19)와 같이 표현할 수

있다.

(19)

각 요소는 단계 로 정의할 수 있고, 생성 행렬

은 리드 -뮬러 부호에 사용된다. 의 개의 행 순열

연산 과 개의 열 순열 연산 을

과 같이 정의하면,
[12]

를 임의의 단계 에 대해서 얻
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을 수 있고, 일 때, 식 (20)을 얻을 수 있다.

(20)

그러므로, 극 부호 순열의 생성 행렬 에 대하여 식

(21)과 같은 두 개의 행렬 , 을 얻을 수 있다. 이는

각 단계사이에 규칙적인 연결 형태와 같은 요소를 가짐

을 보여준다.

(21)

(예제 1)

일 때, 직접 계산을 통해 식 (22)와 같은 결과를

얻을 수 있다.

(22)

식 (19)를 이용하여, 식 (23)과 같이 분해할 수 있다.

(23)

제안한 분해 방법은 극 부호 수열의 계산을 위하여

회의 덧셈이 필요하다. 이면, 아래와 같은

행렬 을 얻을 수 있다.

그림 7. 의

고속 변환

Fig. 7. The fast transformation of .

제안한 분해 방법은 그림 7과 같은 변환의 계산을 위

해 12회의 덧셈이 필요하다. 이는 제안한 분해 방법은

직접 계산을 위해 회
[1]

의 연산이 필요한 기존의 기

법보다 작은 복잡도를 갖는다는 것은 자명하다.

, 와 같은 부분집합

에 대한 부호어를 생성하기 위한 부호화

과정을 식 (24)와 같이 나타낼 수 있다.

(24)

단, 는 의 원소를 지수로 갖는 행들에 의해

형성된 의 부분 행렬을 나타낸다. 에 대하여 적절

한 행 순열 연산 을 취하여 을 얻을 수 있다. 그

러므로, 극 부호화 처리
[18]

의 간단한 방법으로 생성 행

렬 을 통하여 극 부호 수열을 생성할 수 있다. 는

수정하지 않고, 와 를 수정하여, 생성 행렬

을 갖는 선형 블록 부호의 동집합인 를 구할 수 있다.

이는 부호어 블록이라고도 부르는데, 고정 벡터

에 의해 결정된다. 의 크기의 의해 결정되는

부호 차원이 일 때, 매개변수 벡터 를 이

용하여 출력 동집합 부호 을 검증할 수 있다. 는

부호율이다. 정보 집합을 , 동결 비트를 라 한다.

일 때, 리드-뮬러 부호가 얻어진다. 예를 들어,

일 때, 부호는 다음과

같은 부호기 함수를 갖는다.

은 정보원 블록 에 대한 부호 블록
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이다. 이는 정보 집합 의 선택에 대한 특별한 규칙에

의해 극 부호를 생성할 수 있음을 의미한다.

, 인 벡터

를 이용하는 채널 양극화의 신뢰성

관점에서 극 부호 수열을 생성할 수 있다. 이는 식

(25)
[18]

를 통하여 생성할 수 있으므로, 의 행에 해당

하는 집합 의 순열 을 생성할

수 있다.

단, 일 때, 부등식 이 성립한

다.

(25)

인 지수를 갖는 행렬로 이루어

진 의 부분 행렬로 극 부호의 생성 행렬

을 정의할 수 있다. 이러한 부호의 생성 복잡도

는 으로, 기존의 방법
[1

,
4]

의 복잡도 보다 작음

을 알 수 있다. 이는 식 (19)의 고속 알고리즘을 이용하

여 쉽게 증명할 수 있다.

(예제 2)

는

행렬 을 통해 얻어지고, 를

생성한다. 그러므로, 부호의 생성 행렬과

동결 행렬은 다음과 같다.

그림 8. 



⊗의 Bhattacharyya bound

Fig. 8. Bhattacharyya bound on 



⊗ .

동결 블록 을 갖는 정보원 블록 에

대한 부호 블록은 이다.
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(26)

3. 2. 복호 알고리즘

본 절에서는, 제안한 극 부호의 복호 알고리즘에 대

해 살펴본다. 앞 장에서 무작위 접근 메모리를 갖는 단

일 프로세서 기계를 제안하였다. , 블록 길이

가 , 매개변수가 일 때, -동집합

부호의 복호에 대하여 고려한다.

에서 정보원 벡터 은 임의의 부분

과 동결 부분 으로 구성된다. 를 가로질러

가 전송되면, 확률이 인 채널 출력 을 얻

을 수 있다. 복호기는 를 검출하고, 의 추정

치 를 생성한다. 일 때, 원소 를 안다고 가정

하면, 번째 결정 원소는 과 같다. 이라면,

전 단계 결정 원소 을 받은 후 번째 결정원소가 결

정된다. 와 을 받은 즉시 복호기는 아래와 같이

우도비를 계산한다.

(27)

또한, 다음의 모든 결정 원소에 가 전달될 때, 복호

기는 이를 이용하여 결정 원소들을 결정한다.

(28)

이는 추정치에 수정이 필요 없는 단일 전달 알고리즘

이다. 이런 알고리즘의 복잡도는 주로 우도비를 계산하

는 복잡도에 의해 결정된다.

블록 길이가 인 극 부호 수열에 재귀적 공식을 적

용하는 간단한 계산 방법으로 식 (26)에서 표현된 공식

을 유도할 수 있다. 그러므로 블록 길이가 인 수열의

우도비 계산을 블록 길이가   인 두 개의 수열의 우

도비 계산으로 간략화할 수 있다. 이 재귀 방정식은 이

진 이산 무기억 채널 위에서의 블록 길이가 1이 될

때까지 계속된다.

(29)

Ⅳ. 모의실험 

그림 9는 이진 대칭 채널에서의 오류 확률에 따른 극

부호의 비트 오류 확률을 보여준다. 이를 통해 이진 대

그림 9. 오류 확률에 따른 극 부호의 비트오류확률

Fig. 9. Bit error rate of Polar code for different cross

over probability.
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그림 10. 블록 길이와 전송율에 대한 블록 오류율[1]

Fig. 10. Block error rate for rate with various block

lengths[1].

칭 채널에서의 오류 확률이 커질수록 비트 오류 확률

측면에서의 성능이 나빠짐을 알 수 있다. 즉, 나쁜 채널

을 더 많이 사용할수록 극 부호의 성능이 더 나빠지고,

좋은 채널을 더 많이 사용할수록 극 부호의 성능이 더

좋아진다. 의 비트 오류 확률을 얻으려면, 극 부호

는 이진 대칭 채널에서의 오류 확률이 0.21 이하이어야

한다. 의 비트 오류 확률을 얻으려면, 극 부호는 이

진 대칭 채널에서의 오류 확률이 0.17 이하이어야 한다.

단, 그림 9는 보기의 편의를 위하여 오류 확률 축을 6배

늘려 나타내었다. 즉, 3은 0.5를 의미한다.

그림 10은 블록 길이   일 때, 전송율에 대

한 블록 오류율을 보여준다. 이를 통해 전반적으로 블

록 길이가 클수록, 큰 전송율 영역에서의 블록 오류율

이 작음을 알 수 있다. 이는 신뢰성 측면에서 좋은 성능

을 갖는다는 것을 의미한다.

V. 결  론

본 논문에서는 Arikan이 제안했던 극 부호의 부호화

및 복호화의 대수적 식을 개선하여 이진 이산 무기억

대칭 채널에서의 극 부호의 종합적인 부호화 및 복호화

의 구조와 체계에 대해 고찰했다. 이진 이산 무기억 대

칭 채널 에서 정보 비트를 전송하기에 양극화 행렬


⊗로 블록 길이 인 극 부호를 효과적으로 구성할

수 있다.

향후 터보 부호와 같은 작은 길이의 부호에서도 오류

정정이 가능하도록 반복적 복호 알고리즘을 적용하

는 방법에 대한 연구가 필요할 뿐만 아니라, q진 비선

형 채널에 대한 연구도 필요하다. 기존의 불완전한 복

호 알고리즘을 발전시키는 연구 또한 필요하다. 나아가

정보원 부호화, 암호 분야의 키 동의 프로토콜 등에 적

용하는 방법에 대한 연구도 필요하다. 해밍 부호(1950

년), 비터비 알고리즘(1969년), 터보 부호(1993년), 저밀

도 패리티 검사 부호(1962년) 이후의 5세대 채널 부호

화에 본 논문에서 소개한 극 부호(2008년)가 연구의 중

심으로 자리 잡아 갈 것이다.
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부 록 Ⅰ

※ 식 (26)를 이용한 순차 제거 반복 알고리즘 증명

먼저, log-likelihood ratio(LLR)값은

식 (A.1)의 양변을 아래와 같이 나타낼 수 있다.

여기서, 을 식 (A.12) ∼ 식

(A.14)와 같다고 가정하면, 식 (A.11)을 식 (A.15)와 같

이 유도할 수 있다.

식 (A.15)을 기반으로 순차 제거 반복 복호를 할 수

있다.
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부 록 Ⅱ

Bhattacharyya Bound Tree에 의한 Polar Reed

Muller Code 설계 : 기존 Bhattacharyya Tree Bound

는 전송 손실이 있다. 따라서 그림과 같이 새롭게 수정

제안 연구한다. 즉, Fraction 함으로써 무손실이 된다.

Bhattacharyya bound는 Fraction 기법

무손실 Upper Bound 증명

Lemma: if w=11……1 00…….0 이면, d=11……1, and

ℓ-d=00……0

다음과 같은 가정을 할 수 있다.

위 식 양변을 으로 나누면,  일

때, 위 식을 다음과 같이 쓸 수 있다.

∴

부 록 Ⅲ

Bhattacharyya Bound Tree는 다음 그림과 같고, 이

에 대한 이진 전개는 다음 표와 같다.

∙Bhattacharyya bound 증명 :

같은 값을 값는 두 개의 확률 변수 에 대한 최

소 오류 확률은 다음과 같다.

  ∼   ∼

 

min
 


 

 

(C.1)

(C.2)

≤ 

  (C.3)

식 (C.1)은 Bhattacharyya bound를 의미한다. 두 개

의 확률 변수 가 같은 값을 가지기에 최대 우도

결정 규칙에 의해 최소 오류 확률이 결정된다. 그러므

로 다음과 같이 식 (C.1)를 유도할 수 있다.

 


  ≤ 

 


   



 

min

더 나아가,
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

 

 


   



 


  ≥ 










   
 


  ≥ 














   
 


  ≥ 







 
 

이를 다시 정리하면, 식 (C.2)를 얻는다.

≥min≤이므로,

부등식 (C.3)은 쉽게 증명할 수 있다. 따라서,

min≤

부 록 Ⅳ

Arikan Generator matrix

( )

( ) ( )

22
2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 0
,

1 1 1 1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1 1 1

1 1 0 1 1 0
(  (2))

1 0 1 1 0 1

1 1 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1

T

T T

T T

Q Q I Q

Q Q Q Q

I In GF

Q Q Q Q

æ ö æ ö æ ö æ ö
= = ´ = = =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø

æ ö æ ö æ ö æ ö
+ = ´ + ´ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø è ø
æ ö æ ö æ ö

= + = =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

æ ö æ ö æ
+ = ´ =ç ÷ ç ÷ ç

è ø è ø è
2I

ö
=÷

ø
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