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상관 계수를 이용한 다층퍼셉트론의 계층별 학습

1)곽 영 태*

A Layer-by-Layer Learning Algorithm using Correlation

Coefficient for Multilayer Perceptrons
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요 약

다층퍼셉트론의 계층별 학습 방법의 하나인 Ergezinger 방법은 출력 노드가 1개로 구성되어 있고, 출력층의 가

중치를 최소자승법으로 학습하기 때문에 출력층의 가중치에 조기포화 현상이 발생할 수 있다. 이런 조기 포화현상

은 학습 시간과 수렴 속도에 장애가 된다. 따라서, 본 논문은 Ergezinger의 학습 방법을 출력층에서 벡터 형태로

학습할 수 있는 알고리즘으로 확대하고 학습 시간과수렴 속도를 개선하기 위해서 학습 상수를 도입한다. 학습상수

는 은닉층 가중치 조정 시, 새로이 계산된 가중치와 기존 가중치의 상관 관계를 계산하여 학습 상수에 반영하는 가

변적인 방법이다. 실험은 제안된 방법과 기존 방법의 비교를 위해서 iris 문제와 비선형 근사화 문제를 대상으로 실

험하였다. 실험에서, 제안 방법은 기존 Ergezinger 방법보다 학습 시간과 수렴 속도에서 우수한 결과를 얻었으며,

상관 관계를 고려한 CPU time 측정에서도 제안한 방법이 기존 방법보다 약 35%의 시간을 절약할 수 있었다.

▸Keyword : 다층퍼셉트론, 계층별 학습, 최소자승법, 상관 계수

Abstract

Ergezinger's method, one of the layer-by-layer algorithms used for multilyer perceptrons, consists of an

output node and can make premature saturations in the output's weight because of using linear least squared

method in the output layer. These saturations are obstacles to learning time and covergence. Therefore, this

paper expands Ergezinger's method to be able to use an output vector instead of an output node and introduces

a learning rate to improve learning time and convergence. The learning rate is a variable rate that reflects the
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correlation coefficient between new weight and previous weight while updating hidden's weight. To compare the

proposed method with Ergezinger's method, we tested iris recognition and nonlinear approximation. It was found

that the proposed method showed better results than Ergezinger's method in learning convergence. In the CPU

time considering correlation coefficient computation, the proposed method saved about 35% time than the

previous method.

▸Keyword : Multilayer perceptrons, Layer-by-layer learning, Least squared method, Correlation coefficient

I. 서 론

다층퍼셉트론(MultiLayer Perceptrons)의 학습 알고리

즘으로 많이 사용되는 오류역전파(Error Back Propagation)

학습은 기본적으로 오차 함수의 1차 미분을 이용한 최급 강하

법을 사용하기 때문에 수렴 속도가 느리고 학습 시간이 오래

걸리는 단점이 있다[1,2]. 이런 단점을 해결하기 위해, 학습

상수의 조정, 모멘텀 항 추가, 은닉층의 선형 근사화 등 다양

한 방법들이 제안되어 왔다[3,4,5,6].

오차 함수의 1차 미분 한계를 벗어나 2차 미분을 이용한

방법으로는 Gauss-Newton 방법[7], Levernberg-Marqu

ardt 방법[8,9], Quasi-Newton 방법[7], Conjugate Gra

dient 방법[10,11] 등이 있다. 이런 2차 미분을 이용하는 방

법은 Hessian 행렬이나 Jacobian 행렬을 계산해야 하거나,

선형 검색이나 지역 검색을 학습 알고리즘에 구현해야 한다.

비록 오차 함수의 2차 미분 계산과 검색 알고리즘에 계산 시

간과 저장 공간이 많이 필요하지만, 이런 학습 방법은 학습속

도 면에서는 오류역전파 학습보다 빠르다고 알려져 있다[10].

MLP(Multilayer Perceptrons)의 또 다른 학습 방법으

로는 계층별 학습이 있다[6,12,13]. 계층별 학습은 오차 함

수로 먼저 출력층을 학습하고 은닉층의 오차 함수를 재 정의

한 다음 은닉층을 학습한다. 은닉층의 오차 함수를 재 정의하

는 방법에는 여러 가지가 있다. 본 논문은 Ergezinger[6,12]

가 제안한 계층별 학습법에서 출력층의 학습 방법을 개선하

고, 은닉층에 학습 상수를 도입하여 학습 속도와 계산 시간을

단축하고자 한다.

Ergezinger의 계층별 학습은 출력층을 최소자승법(Least

Square Method)[6]으로 학습한다. 은닉층을 위한 오차 함

수는 두 개의 항으로 정의되는데, 첫 번째 항은 은닉층을 테

일러 1차 근사화한 MLP에 대한 오차 함수이며, 두 번째 항

은 은닉층의 2차 미분을 반영한 항으로 구성되어 있다. 이런

두 번째 항을 페널티(penalty) 항이라고 부른다. 학습은 선

형화된 MLP에서 은닉층의 가중치 변화에 대한 출력층의 변

화률을 계산하여 은닉층의 가중치를 변경하는데, 이때 은닉층

의 선형화가 더 이상 오차를 감소시키지 못하면 페널티 항을

강화하여 선형화된 은닉층에 비선형 특성을 반영하는 학습 방

법이다.

Ergezinger가 제안한 계층별 학습은 신호 예측을 위한 알

고리즘으로 출력층의 노드가 1개로 구성되어 있다. 따라서 본

논문에서는 여러 개의 출력 노드를 가질 수 있는 학습 알고리

즘으로 확대한다. 그리고 은닉층의 가중치 변경시, 학습 상수

를 상관 계수를 이용하여 학습 속도를 향상시키고자 한다. 학

습 상수는 기존 은닉층의 가중치와 새로 계산된 가중치 사이

의 상관 관계를 사용하여, 가중치의 변화를 가변적으로 적용

한다.

제안된 방법과 Ergezinger의 방법에 대한 비교를 위하여

iris 문제[14]와 비선형 근사화 문제[15]를 대상으로 실험하

였다. 실험 결과, 제안된 방법은 상관 계수에 대한 계산이 필

요하지만 학습 시간과 수렴 속도 면에서 기존 방법보다 우수

한 결과를 얻었다. 논문의 순서는 다음과 같이, 2장에서

Ergezinger의 계층별 학습법과 제안된 학습법을 설명한다.

여기서, Ergezinger의 방법을 설명하면서 본 논문에서 제안

한 방법을 추가적으로 설명하고자 한다. 그리고 3장에서 실험

결과를 나타내며, 4장에서 결론을 맺는다.

II. 본론

1. Ergezinger의 계층별 학습

논문에서 사용한 MLP의 구조는 그림 1과 같이 은닉층이

하나인 MLP이며, 은닉층은 0~1의 시그모이드 함수를 사용

하고 출력층은 선형 함수를 사용한다. 사용된 표기 및 기호는

다음과 같다.
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그림 1. 다층퍼셉트론의구조
Fig. 1. Structure of MultiLayer Perceptrons
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여기서, 는 학습 패턴의 수이며 는 목표 패턴을 나타낸

다. 또한 입력층과은닉층의 첫번째 원소에는바이어스로써 1

을 추가한다. MLP의 오차 함수는 식(1)과 같은 평균 제곱 오

차(Mean Squared Error)를 사용한다.
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우선, 출력층의 가중치(W )를 구하기 위해 식(2.2)와 같은

출력층의 오차 함수를 정의한다.
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Ergezinger는 출력 노드가 1개인 경우, 오차 함수의 기울

기가 0이 되는 가중치를 최적의 가중치로 결정하는

LSM(Least Squared Method)을 사용하는데, 여기서 한

개의 출력 노드를 라고 가정하고 계산하면 식(2.3)을 구할

수 있다. 하지만 본 논문에서는 출력층이 벡터로 된 경우에 적

용할 수 있는 학습 알고리즘을 위하여 Ergezinger의 방법을

식(2.4)와 같이 확대 수정한다. 식(2.3)과 식(2.4)에서 행렬 A
는 대칭 행렬이며 양의 정부호(positive definite) 행렬이다. 그

리고 b는 열벡터이며 B는 b의 열벡터가 모인 행렬이다.
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Ergezinger는 은닉층의 가중치(V )를 계산하기 위하여, 은

닉층의 가중치 변화량(∆)에 대한 출력층의 변화량

(∆)을 구하여 최적의 가중치를 구한다. 이 과정에서 은닉

층의 활성화 함수가 비선형 함수이므로 이 함수를 테일러 전

개의 1차근사화를 통해 은닉층을 식(2.7)과같이근사화 한다.

먼저, 식(2.5)에서처럼 ∆를 최적의 가중치 변화량이라 하

자. 그리고 이 변화량이 은닉층의 가중치 합에 적용되면, 식

(2.6)과 같다. 식(2.6)의 가중치 합이 선형 근사화된 은닉층에

적용되면 식(2.7)이 되고 이런 은닉층이 출력층에서 출력되면

식(2.8)이 된다.

, Let's  an optimal changenew
ji ji ji jiv v v v= + D D ···

······················································································· (2.5)
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식(2.9)는 식(2.5)의 가중치 변화량(∆)에 대한 출력층의

변화량(∆)를 나타낸다.
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이제, 은닉층에대한오차함수를재정의하면식(2.10)과같다.
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여기서,  은 선형화된 MLP의 선형 오차가 식(2.1)에서

정의된오차 함수와 같아지도록정의하고 있다. 즉, MLP의선

형 특성을 평가하고 있다. 그러나 MLP는 비선형 문제도 해결

해야 하므로 은닉층의 오차 함수에 비선형 특성을 나타낸 것

이  이다. 는 선형 근사화에 대한 평가 척도로써 선

형 오차의 영향력을 나타낸다. 학습시, MLP가 선형적인 학습

을 하면, 를 작게하여 페널티 역할을 제한하고 은닉층의 선

형 변화를 확대한다. 반대로 MLP가 비선형적인 학습을 하면,

를 크게하여 선형 오차에 대한 페넬티 역할을 강화하여 선

형 변화를 억제한다.

은닉층의 최적 가중치 변화량(∆)을 구하기 위해서는

∆의변화량에대한식(2.10)에있는오차함수의기울기가

식(2.11)과 같이 0이 되어야한다.
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식(2.11)에서 먼저  ∆를 계산하면 식(2.12)와

같다.
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식(2.12)에서 첨자 는 은닉 노드를 나타내며 는 입력 패

턴의 인덱스이다. 여기서 출력층의 노드 수와 학습 패턴의 수

를 고려하고 의 순서를 바꾸면 식(2.13)과 같다.
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그림 2. 행렬A
Fig. 2. MatrixA

 ∆을 와 의 계수로 나열하면 식(2.14)

가 된다.
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다음은 식(2.11)의  ∆를 계산하면 식(2.15)와

같다. 여기서도식(2.13)과같이출력층의노드수와학습패턴

의 수를 고려하고 의 순서를 바꾼다.
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식(2.15)에서  ∆을 계수 로 나열하면 식

(2.16)이 된다.
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식(2.11)을 (2.13)과 식(2.15)로 나타내면 식(2.17)이

되며 식(2.17)을 다시 정리하면 식(2.18)로 표현할 수 있다.

식(2.18)에서 는   인 경우에만 값을 구할 수 있으므

로 식(2.18)의 와 을 하나의 행렬로 나타내면 식

(2.19)가 된다.
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식(2.19)에서 계산된 행렬 원소를 가진 행렬A와 로 표

현된 열벡터 b로 식(2.18)를 다시 나타내면 식(2.20)을 얻을

수 있으며, 식(2.20)에서 은닉층을 위한 최적의 가중치 변화량

을 구할 수 있다. 여기서 ∆v는 최적의 은닉층 가중치로써

가중치를 열벡터로 나타내고 있다. 그림 2는 행렬 A을 식

(2.14) 형태로나타낸것이며, 여기서위쪽밑줄이있는부분에

의 원소가 더해지는 부분이다.
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지금까지는 Ergezinger가 제안한 계층별 학습에서 1개의

출력 노드를 출력 벡터로 사용할 수 있도록 학습 알고리즘을

수정 확대시켰다. 이런 Ergezinger의 방법은 출력층을 LSM

으로 학습하기 때문에 출력층의 가중치에 조기 포화 현상이

일어날 수 있다. 그리고 조기 포화된 출력층의 가중치는 은닉

층의 가중치 변경 시, 영향을 주어 학습 속도를 지연시킨다.

따라서, 논문은 은닉층의 가중치 변경에 대한 학습 상수를

추가적으로 제안한다. 이런 학습 상수는 식(2.21)과 같은 상

관 계수의 값에 따라 학습 상수를 조정하는 가변적인 학습 상

수이다. 식(2.21)에서 v는 현재의 은닉층 가중치를 벡터로

표현한 것이며,
∆와∆은 각각 ∆v의 평균과

v의 평균을 나타낸다.
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식(2.21)의 상관 계수는 가중치 변경에서 다음과 같은 특

징을 나타낸다. ① ≈: 상관 계수가 1에 가까운 경우는

새로 계산한 가중치와 기존 가중치 사이에 오차의 최소화 방

향이 일치하고 있어 가중치의 조정을 더 확대할 수 있다. ②

≈: 상관 계수의 값이 -1에 가까운 경우는 새로운 가

중치와 기존 가중치의 방향이 반대로 향하고 있어 가중치의

조정을 축소해야 한다. ③ ≈: 만약 상관 계수의 값이 0

에 가까우면 가중치 방향들 사이에 관계가 일정하지 않으므로

가중치의 조정을 확대하거나 축소하지 않고 현 상태를유지한

다. 이와 같은 학습 상수 조정 방법은 Ergezinger의 방법에서

사용되지 않았으므로 논문에서 제안한 방법은 Ergezinger의

학습 시간과 수렴 속도를 개선할 수 있다.

2. 제안된 계층별 학습 알고리즘

1 절에서 설명한 Ergezinger의 학습법과 상관 계수를 이

용한 학습 상수 조정법을 적용한 전체적인 알고리즘의 구성은

다음과 같다.

1. Initialize weights and parameters

           

2. Update the output-hidden weight W  with 
eq. (2.4)

   Compute MSE using eq. (2.1)

3. Solve ∆v in eq. (2.20)
4. Evaluate correlation coefficient  in eq. 

(2.21)

5. Compute the trial weight Vtrial
    Vtrial V∆vopt
6. Recompute MSEtrial with W   and Vtrial

7. If MSEtrial < MSE then
     update the hidden-input weight 
VVtrial

     MSE = MSEtrial

     ·     

     go to step 9
8. else
     ·   

     go to step 3
9. Test for completion
   If not satisfied with ending condition,
     go to step 2

III. 실험 결과

제안한 학습 알고리즘과 Ergezinger의 학습 방법을 비교

실험하기 위하여 iris 문제[14]와 비선형 근사화 문제[15]를

대상으로 실험하였다. 또한 각 알고리즘은 모두 Matlab으로

구현하였으며, 학습을 평가하는 오차 함수는 식(2.1)과 같은

MSE(Mean Squared Error) 함수를 사용하였다.

우선, iris 문제는 꽃받침과 꽃잎의 모양에 따른 4개의 관

측값을 입력하여 3종류의 iris로 분류하는 문제이다. 따라서

MLP는 입력 노드 4개, 출력 노드 3개, 그리고 은닉 노드는

5, 7, 9개로 변경하면서 학습하였다. 학습에 사용된 iris 관

측값은 각 iris 종류별로 50개씩 총 150개를 사용하였고, 학

습의 종료 조건으로는 최대 epoch가 300에 이르던지, MSE

가 0.1이하가 될 때가지 학습하였다. 제안한 방법과

Ergezinger 방법의 동등한 비교를 위하여 초기 가중치를 동

일하게 설정하였다.
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그림 3. Iris 학습결과
Fig. 3. Learning results of Iris

그림 3은 각 은닉 노드의 수의 변경에 따른 iris의 학습 결

과이다. 여기서, 축은 학습 시간을 epoch 단위로 나타내며 

축은 학습 MSE를 지수 비율로 나타내고 있다. 그림에서 알

수 있듯이, Ergezinger의 방법은 학습 시간이 제안된 방법보

다 많이 소요되며, 학습 하는동안많은 오차의 진동이 발생되

고 있다. 이에 반하여, 제안된 방법은 Ergezinger의 방법보다

오차의 진동이 적고 수렴 속도도 빨랐다. 그림 3은 2.2절에서

제안된 방법에 따라 실험한 결과이다. 따라서 학습 시간에

MSE
trial

이 포함되어 있지 않다. 그러나 그림 4는 각 epoch의

계산에 MSEtrial도 포함시킨 결과이다. 그림 4의 결과에서도

그림 3의 결과와 마찬가지로 학습 속도와 오차의 진동 횟수

면에서 제안된 방법이 Ergezinger의 방법보다 우수한 결과를

얻었다. 특히, 은닉 노드가 5개인 경우는 기존 방법보다 대략

5배 정도의 학습 속도의 개선이 있었다.

그림 4. Iris 학습결과 (MSEtrial 포함)
Fig. 4. Learning results of Iris (including MSEtrial)

두 번째 실험으로, 비선형 근사화 문제는 식(3.1)과 같이

여덟 개의 입력값을 세 개의 출력값으로 출력하는 함수 근사

화 문제로써 입력값과 출력값의 범위는 0~1의 값을 가지며

총 50개의 샘플을 학습 패턴으로 사용하였다. 또한 은닉 노드

의 수를 5, 10, 15개로 변경하면서 학습하였다. 학습 조건은

iris 문제와 동일하게 적용하였고, 좀 더 최소화된 오차에 대

한 두 방법의 비교를 위하여 목표 MSE를 0.001로 사용하였

다.
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x x x x x x x xt

t t
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···················· (3.1)

그림 5는 2.2절의 MSE
trial

을 epoch의 횟수에 포함시키지

않은 결과로써, 은닉 노드의 수에 관계없이 제안한 방법과

Ergezinger의 방법이 비슷한 결과를 얻었다. 즉, 학습 시간

과 수렴 속도 면에서 유사한 결과를 얻었다. 하지만, MSE
trial

을 포함하는 그림 6의 결과를 보면 학습 시간과 수렴 속도 면

에서 제안한 방법이 Ergezinger의 방법보다 월등한 결과를

보여주고 있다.

그림 5. 비선형근사화학습결과
Fig. 5. Learning results of nonlinear approximation

그림 6. 비선형근사화학습결과 (MSE
trial
포함)

Fig. 6. Learning results of nonlinear approximation
(including MSEtrial)
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제안된 방법은 기존 Ergezinger의 방법보다 상관 계수를

계산해야 하는 추가적인 시간이 필요하다. 표 1은 제안된 방

법과 기존 방법의 CPU time을 초 단위로 측정한 것이다. 표

1에서 알 수 있듯이, 제안된 방법이 전체적으로 기존 방법보

다 CPU time이 적게 소모되었다. 제안된 방법은 기존 방법

보다 iris 문제에서는 33%, 비선형 근사화 문제에서는 35%

의 CPU time을 절약할 수 있었다. 따라서, 논문은 제안된

방법이 기존 Ergezinger의 방법보다 CPU time은 적게 걸

리면서 학습 시간과 수렴 속도면에서 더좋은 결과를 얻을 수

있음을 실험을 통해 확인하였다.

(단위:sec)

Iris 문제
은닉노드의수

평균시간
5 7 9

Ergezin. 1.45 2.38 2.98 2.27

제안방법 0.53 1.89 2.16 1.53

비선형

근사화

은닉노드의수
평균시간

5 10 15

Ergezin. 1.86 1.72 2.22 1.93

제안방법 1.31 1.19 1.27 1.26

표 1. CPU 소요시간
Table 1. CPU time required

IV. 결 론

MLP의 계층별 학습에 사용되는 Ergezinger 학습은 출력

노드가 1 개인 경우로 제한되어 있고 학습 상수를 사용하지

않으므로 학습 시간이 오래 걸리고 학습 오차의 진동이 발생

할 수 있다. 따라서, 논문에서는 출력층이 벡터 형태로 학습

할 수 있도록 Ergezinger의 학습 방법을 확대하였고, 은닉층

가중치 사이의 상관 계수를 학습 상수로 사용함으로써 학습

시간과 수렴 속도를 개선할 수 있는 알고리즘을 제안하였다.

제안한 학습 상수는 은닉층의 새로이 계산된 가중치와 기

존 가중치 사이의 상관 계수에 따라 조정되는데, 상관 계수가

1에 근사하면 가중치의 조정을 확대하고, -1에 근사하면 축

소하며, 0에 근사한 값을 보이면 현재의 가중치를 유지한다.

Iris 문제와 비선형 근사화 문제를 대상으로 하는 실험에

서,제안된 방법은 기존 Ergezinger의 학습법보다 학습 시간

과 수렴 속도에서 우수한 결과를 얻었다. 또한, CPU time을

고려한 학습 결과에서도 제안한 방법은 기존 방법보다 약

35%의 CPU time을 절약할 수 있었다.
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