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Abstract

A Bayesian multiple change-point model for small data is proposed for multivariate means and is an extension

of the univariate case of Cheon and Yu (2012). The proposed model requires data from a multivariate

noncentral t-distribution and conjugate priors for the distributional parameters. We apply the Metropolis-

Hastings-within-Gibbs Sampling algorithm to the proposed model to detecte multiple change-points. The

performance of our proposed algorithm has been investigated on simulated and real dataset, Hanwoo fat

content bivariate data.

Keywords: Small data, change-point, noncentral t-distribution, Metropolis-Hastings-Within-Gibbs sam-
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1. 서론

경제학, 금융학, 기상학, 금융학 등 여러 분야에서 변환점에 대한 관심이 증가하고 있다. 하지만, 일반

적으로 변환점의 수와 위치는 알려져 있지 않기때문에, 변환점을 찾는 문제가 통계학에서 도전해 볼만

한 분야이다. 본 연구에서는 축산학에서의 변환점분석을 위해 한우자료를 다룬다. 일반적으로 한우의

지방함량따라 한우의 맛이 달라지는데, 이러한 한우의 맛을 평가하는데 있어 지방함량에 따른 부드러

움(Tenderness)과 육즙(Juiciness)이 주로 사용된다. 한우는 이제 더 이상 우리만의 것이 아니라 세계

가 주목하고 있는 글로벌 한우가 되었다. 한우가 해외시장에서 당당하게 대접받기 위해서는 한우의 맛

을개선시킬필요가있다. 따라서한우의맛에중요한역할을하는지방함량비율에대한변환점을찾는

것이중요한과제이다.

일반적으로 자료가 정규분포를 따른다는 가정하에, 하나의 변환점인 경우, Chernoff와 Zacks (1964)와

Smith (1975)가 변환점 추론을 위해 베이지안 방법을 제안하였고, Carlin 등 (1992)은 마코브 연쇄 몬

테카를로(Markov chain Monte Carlo; MCMC; Metropolis 등, 1953; Hastings, 1970) 알고리즘을 이

용하여 Smith (1975)의 방법을 확장하였다. 다중 변환점 모형인 경우에, Barry와 Hartigan (1993)은

정규분포의 곱분할 모형(product partition model)에서 모수들의 평균 변화를 통해 변환점을 찾았으며,

최근에 Kim과 Cheon (2010)과 Cheon과 Kim (2010)은 stochastic approximation Monte Carlo 알
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고리즘을 이용하여 일변량과 이변량의 정규분포에서 베이지안 다중변환점 모형을 제안하였다. 이와 같

이 지금까지 제안된 대부분의 모형은 대량자료 분석을 위해 정규 분포 자료의 베이지안 다중 변환점 모
형에 MCMC를 이용하여 해결하였다. 하지만 소량자료 분석을 위한 베이지안 다중 변환점 모형에 대한

연구는 아직까지 미진하다. 일반적으로 자료가 소량일때, 정규분포를 가정한 통상적인 통계적 방법으로
는 정확한 추론을 할 수 없다. 보다 정확한 추론을 위해 소량자료에 대한 연구에 있어, 최근에 Cheon과

Yu (2012)가 단변량 자료의 베이지안 비중심 t 분포 다중 변환점 모형을 제안하였다. 이에 대한 확장으

로 본 논문에서는 다변량 자료의 베이지안 비중심 t 분포 모형을 제안하여 보다 복잡한 모형에서의 변환

점분석을하고자한다.

일반적으로 소량자료는 정규분포를 따르기보다 비중심(noncentral) t 분포를 따르는 경향이 크다. 본

논문에서는 베이지안 다변량 비중심 t 분포 모형을 제안하고 메트로폴리스-해스팅스를 포함한 깁스 샘

플링(Metropolis-Hastings-within-Gibbs Sampling; MHWGS) 알고리즘을 이용하여 소량자료에서 변

환점 분석을 하고자 한다. 본 논문에서 다루는 실증 분석 자료는 2006년도 10군데 서로 다른 부위에서
잘라낸한우의지방함량에따른부드러움(Tenderness)과육즙(Juiciness)의이변량자료이다.

본 논문의 2장에서 베이지안 다변량 비중심 t 분포 다중 변환점 모형 및 MHWGS를 이용한 베이지안

모형선택에대하여소개하고, 3장에서는모의실험자료의분석및그결과를보여준다. 4장에서는한우

의이변량자료의실증분석을하며, 5장에서는본논문의결론을정리한다.

2. 베이지안 다중 변환점 분석

2.1. 베이지안 다변량 비중심 t 분포 다중 변환점 모형

본 논문의 베이지안 다중변환점 분석은 Cheon과 Yu (2012)에서 이용한 모형과 방법의 확장을 통해 분

석한다. d × 1 확률 벡터 X⃗가 다변량 비중심 t 분포를 따른다고 할때, 변환점이 없는 다변량 X⃗의 확률

분포(probability density function)는다음과같다.

f (x⃗|p, u⃗,Σ) ∝ |Σ|−
1
2

[
1 +

(x⃗− u⃗)′Σ−1(x⃗− u⃗)

p

]− p+d
2

. (2.1)

여기서 p는자유도, d는차원수, u⃗는 d× 1 비중심모수벡터이고 Σ는 d× d 분산-공분산행렬이다.

전체영역 S = (1, 2, . . . , n)가 서로 다른 분포를 가지는 여러 부분영역으로 나누어 지고, 각각의 부분영

역들은 변환점에 의해 분할된다고 하자. 임의의 l (∈ [1, n])에 대해, T = (t1, t2, . . . , tn)
′는 tc1 = tc2 =

· · · = tcl = 1, 그 외는 0인 이항 벡터라고 하고, 0 = c0 < c1 < c2 < · · · < cl+1 = n이라 하자. 또한,

i = 1, 2, . . . , l+ 1에대해 Ci = {m : ci−1 < m ≤ ci}이라하자. 만약변환점이 k개라면다중변환점모

형을다음과같이정의한다.

f(x⃗) =
n∏

j=1

f(x⃗j) =
∏
j∈C1

f1(x⃗j)× · · · ×
∏

j∈Ck+1

fk+1(x⃗j). (2.2)

여기서 ci−1 < j ≤ ci (i = 1, 2, . . . , k + 1)에 대해 x⃗j ∼ fi( · |ϕi)이다. 이때 fi는 모수 ϕi = (u⃗i,Σ)

(∈ Φ = (u⃗,Σ))에의존한다. 각자료들은 c1+1, c2+1, . . . , ck +1에서변화하므로전체공간을 k+1개

의부분공간으로분할하는 c1, c2, . . . , ck를변환점(change-points)이라고부른다.

만약 함수 fi가 d차원 다변량 비중심 t 분포라고 하면, 모수 ϕi는 d차원 자유도 pi, 위치벡터 u⃗i와

분산행렬 Σ로 나뉜다. 따라서 T (k)를 k개의 변환점을 가지는 T라고 할때 전체 모수는 η(k) =

(T (k), p1, u⃗1, . . . , pk+1, u⃗k+1,Σ)로 표현된다. ϕ⃗ = (p, u⃗,Σ)라 하면, 확률 벡터 X⃗는 비중심 모수가
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u⃗이고 독립인 다변량 t 분포를 따른다고 한다. k개의 변환점이 있을 때, 자유도 p, d × 1인 벡터 u⃗와

d× d인분산공분산행렬 Σ를가지는다변량 X⃗의확률분포(probability density function)는다음과같

다.

f(x⃗|p, u⃗,Σ) =
∏
j∈C1

f1 (x⃗j |p1, u⃗1,Σ)× · · · ×
∏

j∈Ck+1

fk+1 (x⃗j |pk+1, u⃗k+1,Σ) ,

where fi (x⃗j |pi, u⃗i,Σ) ∝ |Σ|−
1
2

[
1 +

(x⃗j − u⃗i)
′Σ−1(x⃗j − u⃗i)

pi

]− pi+d
2

, i = 1, 2, . . . , k + 1. (2.3)

베이지안 추론을 위해 u⃗i (i = 1, 2, . . . , k + 1)의 사전분포는 균일분포를, Σ의 사전분포는 Inverse-

Wishart분포 IW(v0,Λ
−1
0 )를따른다고가정한다. 각분포의자유도는 pi = ni − 1 = ci − ci−1 − 1이다.

따라서, 자유도 pi대신 변환점 위치 ci를 이용하면 자유도 pi를 구할 수 있다. 본 연구는 ci의 사전확률

분포로이산균일분포를선택하였다.

변환점이 k개 있을때, k개의 변환점 위치 (c1, c2, . . . , ck)와 k + 1개의 비중심 모수 벡터 (u⃗1, u⃗2, . . . ,

u⃗k+1)가주어진다. η(k) = (T (k), p1, u⃗1, . . . , pk+1, u⃗k+1,Σ)의우도함수는다음과같다.

L
(
η(k)

∣∣X) =

k+1∏
i=1

ci∏
j=ci−1+1

fi (x⃗j |pi, u⃗i,Σ) . (2.4)

η(k)의사전확률분포로다음과같이가정한다.

π
(
η(k)

)
∝ π(Σ)× π (u⃗1, . . . , u⃗k+1)× π (c⃗1, . . . , c⃗k)

= |Λ0|
v0
2 × |Σ|−

v0+d+1
2 × exp

[
−1

2
tr
(
Λ0Σ

−1)]
× 1

(b− a)2(k+1)
× I(a,b)(u⃗1, . . . , u⃗k+1)×

1

(n− 5)k
× I[3,...,n−3](c1, . . . , ck), (2.5)

여기서 I(·)는 지시함수이다. 따라서 η(k)의 로그사후(log-posterior) 확률분포인 베이지안 다변량 t 분

포다중변환점모형은다음과같다.

log
(
π
(
η(k)

∣∣X)) ∝ log
(
L
(
η(k)

∣∣X)π (η(k)))
=

k∑
i=1

ci∑
j=ci−1+1

{
−1

2
log |Σ| − pi + d

2
log

[
1 +

(x⃗j − u⃗i)
′Σ−1 (x⃗j − u⃗i)

pi

]}

+
v0
2

log |Λ0| −
v0 + d+ 1

2
log |Σ| − 1

2
tr(Λ0Σ

−1)− 2(k + 1) log(b− a)

+ log
(
I(a,b) (u⃗1, . . . , u⃗k+1)

)
− k log(n− 5) + log

(
I[3,...,n−3](c1, . . . , ck)

)
. (2.6)

본 논문에서는 d = 2인 경우인 이변량 비중심 t 분포에 관하여 분석하였다. 따라서, η(k)의 로그사후확
률분포인베이지안이변량 t 분포다중변환점모형은다음과같이구할수있다.

log
(
π
(
η(k)

∣∣X)) ∝
k∑

i=1

ci∑
j=ci−1+1

{
−1

2
log |Σ| − pi + 2

2
log

[
1 +

(x⃗j − u⃗i)
′Σ−1 (x⃗j − u⃗i)

pi

]}
+
v0
2

log |Λ0| −
v0 + 3

2
log |Σ| − 1

2
tr
(
Λ0Σ

−1)− 2(k + 1) log(b− a)

+ log
(
I(a,b) (u⃗1, . . . , u⃗k+1)

)
− k log(n− 5) + log

(
I[3,...,n−3](c1, . . . , ck)

)
. (2.7)
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2.2. 메트로폴리스-해스팅스를 포함한 깁스 샘플링과 베이지안 모형 선택

결합분포에서 자료를 직접 얻기 힘든 경우가 발생했을 때, 일반적으로 채택-기각(acceptance-rejection)

알고리즘과 같은 맞춤형(customized) 알고리즘을 이용하여 해결하려고 노력한다. 본 논문은 Müller

(1991, 1993)가 제안한 절충(compromised) 깁스 알고리즘, 즉 메트로폴리스-해스팅스를 포함한 깁스

샘플링(Metropolis-Hastings-within-Gibbs Sampling; MHWGS) 알고리즘을 이용한다. MHWGS 알

고리즘에서 fk(xk|xi, i ̸= k)로 부터 표본을 추출하는데 어려움이 있는 깁스 샘플러(Gibbs sampler;

Geman과 Geman, 1984)의 샘플링 단계가 Metropolis Hastings(MH; Hastings, 1970) 단계로 대체된

다.

이변량 베이지안 모형에서, 비중심 모수는 (u⃗1, . . . , u⃗k+1), 변환점 위치는 (c1, . . . , ck), 분산 모수는

Σ인 k개의 변환점이 주어진 경우를 고려해 보자. MHWGS 알고리즘의 자료생성 절차는 다음과 같다.

먼저 모든 변수들을 고려한 변수 zzz = (z1, . . . , zk+1, zk+2, . . . , z2k+1, z2k+2) = (u⃗1, . . . , u⃗k+1, c1, . . . ,

ck,Σ)를설정한다.

메트로폴리스-해스팅스를 포함한 깁스 샘플링:

i = 1, 2, . . . , 2k + 2이고 현재 표본이 t번째 반복 후인 zzz =
(
z
(t+1)
1 , . . . , z

(t+1)
i−1 , z

(t)
i , . . . , z

(t)
2k+2

)
라고 하

자.

1. qi
(
zi|z(t+1)

1 , . . . , z
(t+1)
i−1 , z

(t)
i , . . . , z

(t)
2k+2

)
로부터 z∗i를생성한다.

2. r =
πi

(
z∗i |z

(t+1)
1 , . . . , z

(t+1)
i−1 , z

(t)
i+1, . . . , z

(t)
2k+2

)
πi

(
z
(t)
i |z(t+1)

1 , . . . , z
(t+1)
i−1 , z

(t)
i+1, . . . , z

(t)
2k+2

) ×
qi
(
z
(t)
i |z(t+1)

1 , . . . , z
(t+1)
i−1 , z∗i , z

(t)
i+1, . . . , z

(t)
2k+2

)
qi
(
z∗i |z

(t+1)
1 , . . . , z

(t+1)
i−1 , z

(t)
i , z

(t)
i+1, . . . , z

(t)
2k+2

)를
계산한다.

3. min(1, r)의확률을가지고채택이면 z
(t+1)
i = z∗i이고, 기각이면 z

(t+1)
i = z

(t)
i 이다.

여기서 MH 절차는 각각의 반복에서 오직 한 번만 시행한다. 만약 MH 절차를 각각의 반복에서 여러

번 시행했을 경우 πi(·)의 더 정확한 근사치를 얻을 수 있다. 하지만 오직 한 번의 절차만 시행해도 비

교적 좋은 결과를 얻을 수 있기 때문에 효율성을 위해 본 논문에서는 오직 한번의 MH 절차만 시행한다

(Chen과 Schmeiser, 1998).

본 논문에서는 MHWGS 알고리즘을 이용하여 얻어진 표본으로 부터 계산된 사후 확률과 Bayesian In-

formation Criterion(BIC)를 동시에 고려하여 최적의 모형인 최대 사후 확률(maximum a posteriori;

MAP) 모형을선택한다 (Cheon과 Yu, 2012).

BIC = −2(log(최대우도값)) + (log(자료의수))(모수의수).

3. 모의실험

3.1. 모의실험 자료

본 연구에서 제안한 모형의 모의실험을 위해 각각 20개씩 3개 부분으로 나뉜 60개의 이변량 자료들

로 이루어진 서로 다른 4개 세트를 차례로 생성시켰다 (Figure 3.1). 즉, x⃗1, . . . , x⃗20 ∼ BVT(p1 =

19, u⃗1 = (u⃗11, u⃗12, u⃗13, u⃗14) = ((3.53, 2.71), (3.53, 10.62), (4.93, 3.60), (3.72, 8.03)); x⃗21, . . . , x⃗40 ∼
BVT(p2 = 19, u⃗2 = (u⃗21, u⃗22, u⃗23, u⃗24) = ((6.29, 6.78), (6.29, 6.78), (7.63, 8.22), (7.52, 4.80)); x⃗41, . . . ,

x⃗60 ∼ BVT(p3 = 19, u⃗3 = (u⃗31, u⃗32, u⃗33, u⃗34) = ((8.54, 10.62), (8.54, 2.71), (9.99, 6.31), (9.76, 7.56)).

모의실험을위한통계패키지로는 R-software(version 2.12.1)를사용하였다.
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Figure 3.1. The plots of four simulated data from the bivariate t distribution.

3.2. 모의실험 결과

본 모의실험은 변환점이 각각 1개, 2개, 3개인 경우만을 고려하였다. Table 3.1은 MHWGS 알고리즘

을 이용하여 변환점이 1개, 2개, 3개인 경우와 4개의 모의실험 자료에 대해 각각 10000번씩 시행하여

로그사후확률이 가장 큰 5개 값으로부터 얻은 결과이다. Table 3.1로부터 모든 경우에 있어 변환점 2개

에서의로그사후확률이다른변환점에서의로그사후확률보다크고 BIC값도가장작은것을볼수있다.

즉, 변환점 위치가 (20, 40)일 때 로그사후확률값은 각각 (−69.8243,−71.0516,−31.6007,−30.7672)로

가장 크고 BIC값도 각각 (176.4977, 178.9524, 100.0506, 98.3835)으로 가장 작게 얻어졌다. 따라서, 사

후확률과 BIC에의해 MAP 모형은변환점위치 (20, 40)일때이다.

Figure 3.2로부터 각 모형의 (a)는 변환점 위치의 상대빈도 히스토그램으로 4개의 모의실험 자료의

MAP 모형이 모두 (20, 40)임을 알 수 있고, 또한 (b)에 의해 MAP 추정치에서 정확히 세 개의 서로

다른 이질적인 영역으로 분리되고 있음을 알 수 있다. (c)와 (d)는 각 변수에서 변환점의 MAP 추정치

인 (20, 40)에의해분리된부분영역들을보여준다. 따라서제안된베이지안모형에 MHWGS 알고리즘

을이용하면정확히변환점개수및위치를찾아낼수있음을알수있다.

4. 실증분석

4.1. 실증분석 자료

한우의 맛은 일반적으로 부드러움(Tenderness)과 육즙(Juiciness)으로 맛을 평가한다 (Forrest, 1975).

맛을 결정하는 다양한 변수들 중 근육 내 지방 함량이 한우의 맛을 내는 부드러움과 육즙과 직접 관련되
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Table 3.1. Three five models with the largest log-posterior values in four simulated data set according to the

number of change points.

(a) (b)

CP No
Change Log

BIC
Change Log

BIC
patterns posterior patterns posterior

1 (20) −113.7180 252.0021 (20) −117.8768 260.3197

2 (20) −113.7204 252.0069 (20) −118.1020 260.7701

1 3 (20) −113.7917 252.1495 (20) −118.3465 261.2591

4 (20) −113.8655 252.2971 (20) −118.3475 261.2611

5 (20) −113.9012 252.3685 (20) −118.4261 261.4183

1 (20, 40) −69.8243 176.4977 (20, 40) −71.0516 178.9524

2 (20, 40) −69.9469 176.7428 (20, 40) −71.0703 178.9897

2 3 (20, 40) −69.9916 176.8324 (20, 40) −71.0861 179.0213

4 (20, 40) −69.9977 176.8444 (20, 40) −71.2407 179.3306

5 (20, 40) −70.4274 177.7039 (20, 40) −71.3068 179.4626

1 (7, 20, 40) −79.0371 207.2064 (20, 35, 40) −74.9210 198.9742

2 (17, 20, 40) −79.4618 208.0558 (20, 35, 40) −75.1090 199.3501

3 3 (11, 20, 40) −79.4962 208.1245 (20, 35, 40) −75.1779 199.4879

4 (12, 20, 40) −79.5388 208.2098 (20, 35, 40) −75.2199 199.5719

5 (7, 20, 40) −79.6206 208.3733 (20, 35, 40) −75.2578 199.6477

(c) (d)

CP No
Change Log

BIC
Change Log

BIC
patterns posterior patterns posterior

1 (20) −74.9694 174.5049 (20) −86.4568 197.4796

2 (20) −75.0331 174.6323 (20) −86.4952 197.5565

1 3 (20) −75.4836 175.5333 (20) −86.7231 198.0123

4 (20) −75.4953 175.5567 (20) −86.8292 198.2244

5 (20) −75.5601 175.6862 (20) −86.8919 198.3498

1 (20, 40) −31.6007 100.0506 (20, 40) −30.7672 98.3835

2 (20, 40) −31.7505 100.3501 (20, 40) −30.7991 98.4473

2 3 (20, 40) −31.7703 100.3897 (20, 40) −30.8469 98.5428

4 (20, 40) −31.8245 100.4981 (20, 40) −31.0136 98.8762

5 (20, 40) −31.9387 100.7265 (20, 40) −31.1008 99.0507

1 (16, 20, 40) −42.0882 133.3085 (11, 20, 40) −38.7646 126.6614

2 (6, 20, 40) −42.1872 133.5066 (15, 20, 40) −39.2003 127.5327

3 3 (6, 20, 40) −42.2566 133.6454 (11, 20, 40) −39.2577 127.6475

4 (5, 20, 40) −42.3444 133.8208 (16, 20, 40) −39.3930 127.9181

5 (16, 20, 40) −42.4502 134.0325 (17, 20, 40) −39.4890 128.1101

어 있다고 알려져 있다 (Wheeler 등, 1994). 본 논문은 Cheon과 Kim (2010)에서 사용한 한우자료중

일부를 이용하였으며, 이 자료는 한우의 맛에 영향을 미치는 부드러움과 육즙을 평가하기 위해 각 부위

에서의 지방함량 비율이 측정된 자료이다 (Jennings 등, 1978; Indurain 등, 2009). 한우 맛의 평가 점

수는 0부터 100까지이다. Figure 4.1은 육즙과 부드러움 두 변수가 각각 지방 함량이 높아짐에 따라 얻

어진 그림이다. 본 실증 분석에서는 어느 정도의 지방함량 비율이 한우의 맛의 평가를 변화시키는가를

알기 위해, 본 논문에서 제안한 베이지안 다중 변환점 모형을 이용하여 이변량 자료의 변환점을 찾으려

한다.
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Figure 3.2. The simulation results of four multiple change-point examples: (a) The histogram for log posterior

probabilities of change-point positions from the posterior samples; (b) A bivariate plot with the maximum log-

posterior estimate of the change-point positions; (c) A comparison of the MAP estimates of the change-point

positions and the true change-point positions in observations of the first variable. The vertical (dotted) lines

indicated the change-point positions identified by the MAP model, and the horizontal (dashed) lines indicate the

mean value of observations separated by change-point positions of the true model; (d) same with (c) except for the

second variable)
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Figure 4.1. A plot of juiciness and tenderness
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Table 4.1. Three ten models with the largest log-posterior values in fat data according to the number of change

points.

CP No Change patterns Log-posterior BIC

1 (27) −14.7105 53.9871

2 (27) −14.7327 54.0315

3 (27) −14.9964 54.5589

4 (27) −15.0501 54.6662

1
5 (27) −15.0657 54.6974

6 (22) −15.2512 55.0684

7 (22) −15.2623 55.0907

8 (22) −15.3023 55.1707

9 (27) −15.4431 55.4522

10 (43) −15.4556 55.4774

1 (43, 55) −14.4847 65.8185

2 (43, 55) −14.5022 65.8534

3 (43, 55) −14.9717 66.7925

4 (43, 55) −15.2261 67.3012

2
5 (43, 55) −15.2482 67.3454

6 (43, 55) −15.3916 67.6323

7 (43, 55) −15.4110 67.6711

8 (42, 55) −15.4647 67.7785

9 (42, 55) −15.5515 67.9521

10 (43, 55) −15.5825 68.0142

1 (27, 43, 55) −21.3942 91.9204

2 (27, 43, 55) −21.4704 92.0729

3 (21, 43, 55) −21.4708 92.0736

4 (22, 43, 55) −21.5082 92.1485

3
5 (27, 43, 55) −21.5674 92.2669

6 (19, 22, 55) −21.7648 92.6617

7 (28, 43, 55) −21.8883 92.9088

8 (24, 43, 55) −21.9040 92.9401

9 (10, 43, 55) −21.9071 92.9463

10 (20, 43, 55) −21.9218 92.9758

4.2. 실증분석 결과

Table 4.1은 MHWGS 알고리즘을 이용하여 변환점이 1개, 2개, 3개인 경우에 각각 10000번씩 시행하

여 로그사후확률이 가장 큰 10개 값을 찾아서 그 값에 해당되는 변환점 위치와 로그사후확률및 BIC를

구한 결과를 보여주고 있다. Figure 4.2(a)는 변환점 위치의 상대빈도 히스토그램으로 변환점 27보다

변환점 43과 55에서 훨씬 많은 빈도수를 보여 주고 있다. 따라서, 변환점이 2개이며 변환점 위치 (43,

55)일 때, 비록 BIC 값은 비록 제일 작지 않지만 빈도수가 가장 많고 또한 최대 로그사후확률값이
−14.4847로 가장 크기 때문에 변환점 위치 (43, 55)인 변환점 2개의 모형이 MAP 모형으로 선택되

었다. 또한, Figure 4.2(b)로 부터 최적의 모형인 변환점 위치 (43, 55)에서 어느 정도 세 개의 서로 다

른 영역으로 분리하고 있음을 알 수 있다. Figure 4.2(c)와 (d)는 지방함량이 높아짐에 따라 각각 육즙

과 부드러움의 변화를 보여 주고 있으며, 지방함량 변환점의 MAP 추정치인 (43, 55)에 의해 두 변수의

변화를잘알수있다.



Bayesian Multiple Change-Point Estimation 1007

(a)

change−point position

R
el

at
iv

e 
fr

eq
ue

nc
y

0
20

00
40

00

0 10 20 30 40 50 60 −2 −1 0 1 2

−
2

−
1

0
1

2

(b)

JUICY

T
E

N
D

E
R

0 10 20 30 40 50 60

−
1.

5
−

0.
5

0.
5

1.
5

(c)

FAT

JU
IC

Y

0 10 20 30 40 50 60

−
1.

5
−

0.
5

0.
5

1.
5

(d)

FAT

T
E

N
D

E
R

Figure 4.2. The simulation results of multiple change points estimation: (a) The histogram for log posterior

probabilities of change points position; (b) A plot of juiciness and tenderness, with the maximum log-posterior

estimate of the change-point positions; (c) A plot of the maximum log-posteriori estimated change positions with

the change-point positions (the vertical lines) and means (horizontal lines) of juiciness in each subregion; (d) same

with (c) except for tenderness)

이결과는 Cheon과 Kim (2010)에서제시한결과와비숫한결과를보여준다. Cheon과 Kim (2010)은

한우의 지방함량 자료로 272개 자료를 선택하였다. 하지만 본 논문은 변화가 보다 심한 소량자료에 관
심이 있어서 272개 자료 중 60개 자료 (시점, 191–250)만 사용하여 분석하였고, 그 결과 MAP 모형의

변환점 위치 (43, 55)를 찾았고 이 위치는 Cheon과 Kim (2010)에서 찾아낸 (233, 245) 시점과 정확하

게 일치함을 알 수 있었다. 두 결과의 차이점으로, Cheon과 Kim (2010)은 베이지안 다변량 정규분포
를이용하였고본논문에서는소량자료를위해다변량비중심 t 분포를사용하였다.

5. 결론

본 논문에서는 소량자료의 변환점 개수 및 변환점의 위치를 찾고자 할 때 베이지안 다변량 비중심 t 분

포 모형을 제안하였고, Müller (1991, 1993)가 제안한 메트로폴리스-해스팅스를 포함한 깁스 샘플링 알

고리즘을 이용하여 분석을 하였다. 제안된 모형을 모의실험 및 한우의 지방함량자료의 실증 분석에 적

용한 결과, Cheon과 Kim (2010)의 결과와비교해볼때변환점 개수와 그 위치를 적절하게잘 찾아주고
있음을 알 수 있었다. 결론적으로 소량자료에 관한 변환점 및 위치를 찾고자 할 때 본 논문의 베이지안
다변량 비중심 t 분포 모형을 제안하며, 또한 결합분포에서 표본을 추출하기 힘들 때 메트로폴리스-해스

팅스를포함한깁스샘플링알고리즘을제안하고자한다.
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