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초등학교 4,5,6학년 영재학급 학생의 패턴 일반화를

위한 해결 전략 비교
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*
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**

본 연구의 목적은 학년에 따라 수학영재학급 학생들이 패턴 일반화 과정에서 사용

하는 전략의 차이와 일반화 표현 방법을 알아보는 것이다. 연구를 위해 단위학교 영

재학급 4～6학년 30명을 대상으로 도형과 관련한 4개의 과제에 대한 해결 전략을 살

펴보았다. 연구결과, 일반화를 시작하는 단계의 문항에서 학생들은 패턴의 앞 뒤 수

를 이용하여 문제를 해결하는 순환적인 관계인식 전략으로 문제를 해결하는 경우가

많았고 일반화를 형성하는 단계의 문항에서는 학년이 높아질수록 주어진 정보로 규

칙이나 식을 만들어 해결하려는 상황적 인식 전략을 사용한다는 것을 알 수 있었다.

그러나 난이수준이 높은 문항일수록 학생들은 그리거나 뛰어 세기 등의 구체화를 통

한 인식 전략이나 순환적인 관계 인식 전략을 선호하는 경향이 있었다. 일반화를 명

확하게 하는 단계의 문항에서 학생들은 패턴을 언어로 기술하는 경향이 많았으며 높

은 학년일수록 패턴을 대수적 표현(기호 또는 수식)으로 기술하려고 하였다. 정당화

단계의 문항에서 학년이 높을수록 일반화된 식으로 표현하는 비율이 높았다. 연구 결

과를 통해 패턴을 찾는 과제에서 영재학급 학생들이 일반화를 하기 위한 전략의 차

이를 알고 지도하는데 도움을 줄 수 있는 시사점을 제공하고자 한다.

Ⅰ. 서론

수학교육의 목표가 수학적 힘의 신장이라는

점에서 수학영재의 경우도 수학적 사고력과 수

학적 문제 해결능력의 발전 방향에 대해 다양한

노력을 실시하고 있다. 현재까지 수학영재에 대

한 다양한 연구가 이루어지고 있는데, 수학영재

의 판별 및 선발, 수학영재의 교육과정 및 프로

그램 개발, 수학영재의 지적․정의적 특징을 알

기 위한 연구 등이 있다.

한편 수학에서 패턴을 학습하는 것은 2가지

관점에서 살펴볼 수 있다. 인지적인 측면에서,

패턴에 대한 학습은 학생들의 문제해결, 수학적

개념과 관계에 대한 이해의 발달, 함수에 대한

이해를 구성하는 데 도움을 준다. 이를 통해 학

생들은 수학의 구조적인 지식을 찾아가게 된다

(Mason, 1996; Warren 2000). 정의적 측면에서 패

턴을 탐구하는 것은 계산과 공식암기라는 부정

적인 인식을 벗어버릴 수 있는 학습 기회를 제

공하고, 탐구활동을 통한 학생들의 능동적인 참

여를 이끌어 내며, 수학의 유용성을 경험할 수

있고, 수학의 구조적인 아름다움을 느낄 수 있는

기회를 제공한다. 이러한 연유로 교육과정에서는

기초적인 패턴활동의 시작으로부터 다양한 변화

규칙을 수로 나타내고 설명하기, 규칙을 추측하
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고 말이나 글로 표현하기, 규칙과 대응 등 패턴

에 대한 구체적인 활동을 강조한다(교육과학기

술부, 2009). 또한 NCTM(2000)은 학생들이 수와

기하 패턴을 나타내고 다음에 무엇이 나올지 예

상하기 위해서 패턴을 일반화할 수 있고, 예상을

위해 추론하고, 그림, 표, 기호, 그래프를 가지고

패턴을 나타낼 수 있다는 기대를 한다. 이와 같

이 우리나라의 교육과정과 NCTM은 패턴활동을

통해 학년별 수학적 지식의 폭을 확장할 수 있

도록 안내하고 있다. 이는 학생들이 학년에 알맞

게 수학학습을 할 수 있도록 하기 위함이다. 하

지만 과연 학생 자신이 학습한 내용을 적절하게

구성하여 표현할 수 있는지는 의문이다.

지금까지의 패턴과 관련한 연구는 패턴의 일

반화 과정을 통해 대수학습의 기초가 되는 연구

(강현영, 2007; 김남균․김은숙, 2009; 김성준,

2002; Mulligan, Mitchelmore, Kemp, Marston, &

Highfield, 2008; Mulligan & Mitchelmore, 2009),

초등학교 저학년 학생의 패턴의 사고과정을 알

아보는 연구(최병훈․방정숙, 2011), 패턴을 통해

함수를 이해하는 연구(Moss, Beatty, Barkin, &

Shillolo, 2009), 예비교원들의 패턴 일반화 탐구를

위한 연구(Marie & Billings, 2009) 등 다양하게

사용되기도 하고, 영재학생들의 사고를 알아보기

위해 사용되기도 하였다(송상헌․허지연․임재

훈, 2006; 송상헌․임재훈․정영옥․권석일․김

지원, 2007). 따라서 수학적 패턴을 활용한 연구

는 학생들의 패턴 구조 파악을 통해 그들이 사

용하는 수학적 관계를 알아볼 수 있는 좋은 자

료가 될 수 있다. 그러나 영재학생을 대상으로

한 연구에서 패턴의 일반화 과정에서 나타나는

해결 전략이 학년에 따라 차이가 있는지에 대해

초점을 두고 한 연구는 미흡한 실정이다.

이에 본 연구는 영재학급 학생의 패턴 일반화

과정에서 어떤 전략을 사용하는지, 그리고 학년

에 따른 영재학급 학생들은 패턴 일반화 과정에

서 사용하는 전략의 차이가 무엇인지를 살펴보

고, 일반화 단계에 따라 어떤 어려움을 가지는지

를 살펴본다. 이는 수학적인 선행지식이 패턴의

일반화에 어떤 영향을 주는지를 알아보기 위함

이다. 이를 통해 영재학급 학생들의 수학적 사고

발달 과정을 추론하고 패턴과 관련한 수업에서

영재학생들의 교수학습방법에 대한 시사점을 제

공하고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 수학 영재의 특성

수학적 재능을 보이는 학생들에 대해 오랜 연

구를 한 러시아의 Kruteskii(1976)는 수학영재아

들은 수학적 내용을 분석적이고 종합적으로 파

악하고, 문제의 내용과 해법을 재빨리 일반화한

다고 하였다. 또한 해법방법이 간단하고 명쾌하

며, 문제의 일반화되고 단축된 구조와 그 해법을

잘 기억하는 경향이 있다고 하였다.

Sheffield(1994)는 수학영재학생은 빠르고 날카

로운 인식, 호기심, 양에 관한 정보의 이해력, 패

턴과 관계에 대한 지각력, 시각화, 일반화 능력

을 갖는다. 그리고 분석적, 연역적, 귀납적인 모

든 추론 능력을 갖고 추론 과정을 거꾸로, 쉽게

그러나 차분하게 생각을 전환시키는 능력을 갖

고 있다고 하였다. 또한 수학영재는 유창하고,

유연하고 창조적 방식으로 수학적 개념을 적용

하는 능력과 어려운 문제를 푸는데 필요한 인내

심을 갖고 있다. 그리고 수학적 문제를 체계화하

는 능력이 뛰어나며 다양한 방식으로 자료를 처

리하고 조직하지만 자신에게 관계없는 자료는

무시하는 경향이 있다고 하였다.

남승인(2000)은 Weaver & Brawley, Heid,

NCTM의 연구를 종합하여 초등학교 수준의 수



- 621 -

학 영재의 특성을 정리하였는데, 수학활동과 관

련한 특성을 살펴보면, 수학영재는 주변의 환경

에서 양과 양적 측면에 민감하며 관심과 호기심

이 많고, 수학적 규칙성, 수학적 구조에 대한 지

각력, 해석력이 민첩하다. 그리고 문제의 규칙을

찾아 일반화하는 능력이 우수하며, 학습한 내용

을 새로운 상황과 타교과에 전이․적용시키는

능력이 있고, 세상의 일들을 수학적으로 지각하

고 해석하려는 경향이 강하다고 하였다. 또한 일

반적 수준의 문제 해결에서 적용되는 알고리즘

을 빨리 일반화하고, 문제 해결 과정의 중간 단

계를 생략하는 경향이 있고, 문제해결을 위한 도

구로써 구체적인 조작보다 추상적으로 다루려는

경향이 있다고 하였다.

이와 같은 특성을 통해 본 연구의 관점에서

수학영재는 패턴의 몇 가지 예를 통해 일반화를

빠르게 찾아낼 수 있고, 분석적인 능력을 통해

패턴의 단계별 과정에 대한 알고리즘을 찾아 일

반화 과정을 수식이나 문자로 기술할 수 있을

것이라고 판단된다.

2. 수학 패턴의 일반화

일반화는 학생들이 문자나 기호로 표시하고

자신이 가진 선행지식과 연결할 수 있는 중요한

부분이다. 특히, 이러한 연결성을 이용하여 수학

활동에서 일반화를 탐구하는데 적절한 소재는

패턴을 활용하는 것이다. 일반화를 위한 전형적

인 패턴 활동은 학생들로 하여금 다양한 규칙을

찾아낼 수 있게 만든다(Lannin, 2005). 학생들은

패턴을 탐구하는 과정에서 일반적인 규칙을 찾

게 되고, 이 과정에서 먼저 일상 언어로 규칙을

설명한 후 기호나 수식을 이용하여 일반화를 시

도한다. 그러나 패턴 형태가 복잡해지거나 일반

화가 필요하게 되면서 학생들은 구어적 형태의

반복 접근 대신 규칙을 형식적으로 표현하는 방

법을 필요로 한다(강현영, 2007). 이것은 학생들

의 사고과정을 표현하는 것이며 이를 통해 패턴

을 좀 더 간단히 나타내고자 하는 전략이 되는

것이다. 특히 시각적인 패턴은 수의 열이나 표보

다 더 생생하고 단순하기 때문에 학생들에게 가

장 쉽게 받아들여져 상징기호보다 더 기초적이

라고 할 수 있다(Orton, Orton, & Roper, 1999).

본 연구에서는 Friedlander & Tabach(2001)에 의

해 4단계로 나누어진 패턴의 일반화 단계를 토

대로 수학영재학생들의 패턴 일반화 과정을 살

펴보았다.

4단계는 일반화를 시작하는 단계, 일반화를 형

성하는 단계, 일반화를 명확하게 하는 단계, 그

리고 정당화 단계로 구분된다(<표 Ⅱ-1> 참조).

단계 내용
다음

단계이행에서의
어려움

1
시작
하는
단계

학생들에게 특별한
예를 제시하거나 학
생들 스스로 이러한
예들을 만든다.

주어진 패턴에서
그 패턴이 의도하
고 있는 내용을 파
악하는 것(인지
수준의 어려움)

2
일반화를
형성하는
단계

주어진 것 외에 또 다
른 예를 생각하고 해
결하며 이를 통해 일
반화를 생각하게 된
다.

언어 형태로 명확
히 인식하고 표현
하는 것(언어화
수준의 어려움)

3

일반화를
명확하게
하는
단계

패턴을 언어 또는 기
호로 기술한다. 언어화된 패턴을

기호 등을 이용하
여 대수적으로 표
현하는 것(기호화
수준의 어려움)

4
정당화의
단계

일반화된 식에 구체
적인 패턴을 적용하
고 확인한다.

<표Ⅱ-1> 패턴의 일반화 단계(최병훈․방정숙, 2011)

Lee(1996)는 패턴의 일반화 단계 과정 사이에

서 발생할 수 있는 여러 가지 어려움을 인지 수

준, 언어화 수준, 기호화 수준으로 구분하였다.

구체적으로 살펴보면, 인지 수준에서의 어려움은

패턴이 의도하고 있는 내용을 파악하느냐 못하

느냐 하는 것이며, 언어화 수준에서의 어려움은

패턴을 언어 형태로 명확히 인식하고 표현하지
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못하는 어려움을 말한다. 마지막으로 기호화 수

준에서의 어려움은 언어화된 패턴을 기호나 수

식과 같이 대수적인 표현으로 일반화하는 과정

에서 나타나는 어려움이다.

본 연구에서는 초등학교 4,5,6학년 영재학급

학생들이 패턴의 일반화 단계까지 도달할 때 그들

은 단계별로 어떤 전략을 사용하는가를 살펴본다.

수학의 패턴 전략을 알아보는 과정에서

Bishop(2000)은 중학생들의 선형도형수 패턴의

전략을 알아봄으로써 구체화(concrete)를 통한 전

략, 비례적(proportional) 관계, 순환적인(recursive)

관계, 함수적인(Functional) 관계 등으로 범주화하

였다. 또한 Lannin(2005)은 학생들이 패턴의 상황

에서 일반화를 이끌어 내기 위해 사용하는 다양한

전략들을 연구하기 위한 틀로서 두개의 범주로

나누어진 일반화 전략을 제시하고 있다. 비명시

적인 전략으로 그리거나 세기와 순환적인 관계

인식, 명시적인 전략으로 전체와 부분, 추측과

확인, 상황적 인식으로 구분하였다. 따라서 본

연구에서는 앞의 선행연구를 바탕으로 일반화

전략을 <표 Ⅱ-2>와 같이 정리하여 사용하고자

한다.

전략 설명

구체화를

통한 인식

문제 상황을 그리거나 세기(뛰어 세기)

를 통해 나타냄

추측과 확인 규칙의 정당화 없이 추측하는 것

순환적인

관계인식

패턴의 앞 뒤 수를 이용하여 문제를

해결하고자 함

전체-부분
더 큰 단위를 만들기 위해 곱셈을

이용하여 부분을 단위로 사용하는 것

상황적 인식

상황에서 주어진 정보들을 기초로

하여 규칙을 만드는 것

앞의 항과 뒤의 항을 이용하여 함수적

식을 이용하여 문제를 해결함

<표 Ⅱ-2>일반화 전략의 범주

Ⅲ. 연구방법

1. 연구대상

본 검사의 대상은 대구광역시 중구에 소재한

ㄱ초등학교 영재학급 4학년 10명, 5학년 11명, 6

학년 9명이다. 영재학급의 학생들은 3단계
1)*를

거쳐 뽑혔기 때문에 수학능력 수준은 상위 10%

에 들어간다고 할 수 있다. 대상자들은 ㄱ초등학

교에 입학하여 전학 없이 단위학교의 영재학급

에서 학습하였기에 비슷한 학교교육환경에서 학

습한 학생들이라고 할 수 있다. 연구 대상의 학

생 수가 적어 수학영재의 학년별 패턴 비교 결

과를 일반화하는 데 제한점이 있으나 본 연구를

통해 수학영재학급 학생의 학년별 패턴 과제 해

결에서 나타나는 일반화 전략과 어려움의 경향

을 비교하는 데 초점을 두고 그 결과에 따른 시

사점을 제공하고자 한다.

2. 검사도구

본 연구에 사용한 검사도구는 초등학교 4학년

수학 교과서에 제시된 과제를 재구성하여 만든

4개의 과제이다. 과제의 난이수준은 과제1→과제

2→과제3→과제4의 순이 되도록 구성하였다. 그

리고 과제별 4단계의 하위 문항으로 제시하여,

각 하위 문항은 일반화를 시작하는 단계, 일반화

를 형성하는 단계, 일반화를 명확하게 하는 단

계, 정당화의 단계에 맞게 문항을 개발하여 학생

들의 능력과 문제해결전략을 살펴보았다. 4학년

교과서에서 패턴과제를 구성한 이유는 모든 학

생이 학습한 과제를 바탕으로 4,5,6학년 영재학

급 학생들은 일반화를 어떻게 이루어 가는가를

살펴보기 위함이다. <표 Ⅲ-1>은 과제별 주제와

1) 1단계는 담임교사 혹은 학교장 추천을 받은 학생들이 2단계 과정으로 한국교육개발원에서 개발한 영재

성 검사를 본다. 이를 통과한 학생은 3단계로 학교자체의 면접․수학사고력 검사를 통해 선발된다.
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내용이고, 문항의 예는 [그림 Ⅲ-1]과 같다.

과제 주제 내용

과제1
마름모의

둘레의 길이

한 변의 길이가 1인 마름모를

한 변에 붙여가면서 늘어나는

도형의 둘레 길이를 구하는 문항

과제2 대각선의 수

다각형의 변의 개수가 하나씩

늘어날 때 대각선의 개수를 구

하는 문항

과제3

원 위의 점을

연결하는

선분의 개수

원위의 점이 하나씩 늘어날 때

점을 서로 이어 만들 수 있는

선분의 개수를 구하는 문항

과제4
직선을 이용한

평면 분할

평면위의 직선이 한 개씩 늘어

날 때 평면을 최대 몇 개로 나

눌 수 있는지를 묻는 문항

<표 Ⅲ-1> 과제별 주제(세부 문항은 <부록 참조>)

1. 다음은 한 변의 길이가 1인 마름모를 한 변에

붙여가면서 늘어나는 도형입니다. 풀이과정을 자세

히 적고 답을 적으시오.

…
(1) 6번째 오는 모양의 둘레의 길이는 얼마인지 풀이

과정을 자세히 적고 답을 구하시오.

(2) 21번째 오는 모양의 둘레의 길이는 얼마인지 풀

이과정을 자세히 적고 답을 구하시오.

(3) 둘레의 길이가 늘어나는 규칙을 설명해보시오.

(4) 마름모가 △개 있다면, 둘레의 길이는 얼마인

지 풀이과정을 자세히 적고 답을 구해보시오.

[그림 Ⅲ-1] 과제의 예(과제1)

3. 연구절차

개발된 검사도구의 타당성 검토를 위해 문항

적절성에 대해 초등수학교육을 전공한 교사 3인

과 전문가 1인에게 검토를 받아 제작하였으며

본 검사를 실시하기 전 학년별 학생 4명을 대상

으로 예비검사를 실시하여 문항의 이해수준이

적절한지 파악하여 수정하였다. 본 검사의 시기는

2011년 12월경으로 4학년 학생은 문제 해결 방

법 찾기 단원을 학습한 후이다. 검사는 연구자의

의도를 전달하고 검사지의 충실한 작성 및 학생

들의 문제 해결 상황을 파악하기 위해 연구자가

직접 실시하였다. 검사시간은 50분으로 하였다.

4. 자료처리 및 분석

본 연구의 자료 처리 및 분석을 위해 일반화

를 시작하는 단계와 일반화를 형성하는 단계는

선행연구를 토대로 분석하였으며, 일반화를 명확

하게 하는 단계와 정당화 단계는 학생들의 응답

유형의 기술을 토대로 분석하였다.

먼저, 일반화를 시작하는 단계, 일반화를 형성

하는 단계를 파악하기 위해 개발된 각 과제별

문항 (1), (2)의 분석은 선행연구(Bishop, 2000;

Lannin, 2005)의 일반화 전략을 정리한 5개의 유

형에 무의미하거나 무응답인 경우를 추가하여

전체 6개의 유형으로 학생들의 검사결과를 분석

하였다. 그리고 전략의 빈도 분석시 학생들의 반

응 유형이 2가지로 나타나는 경우 각각 0.5회씩

체크하여 파악하였다.

유형 전략 설명
분석

대상

유형

1

구체화를

통한 인식
그리거나 세기(뛰어세기)

과제

1～4

문항의

(1),(2)

유형

2

추측과

확인

규칙의 정당화 없이 추측

하는 것

유형

3

순환적인

관계인식

패턴의 앞 뒤 수를 이용하

여 문제해결

유형

4
전체-부분

부분을 단위로 사용하여 더

큰 단위의 곱셈을 하는 것

유형

5

상황적

인식

- 주어진 정보로 규칙을 만듦

- 전항과 후항을 이용하여

함수적인 식을 만들어 문

제해결

유형

6
무응답

무의미한 답이나 응답이

없음

<표 Ⅲ-2> 일반화 전략 및 분석대상 문항
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유형 전략

과제1-(1)의
응답빈도수

과제2-(1)의
응답빈도수

과제3-(1)의
응답빈도수

과제4-(1)의
응답빈도수

4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년

유형1 구체화를
통한 인식

정답자수 2 0.5 0.5 1 3 1 2 3 0 4.5 1 3.5

오답자수 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 2 1

유형2
추측과
확인

정답자수 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

오답자수 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

유형3 순환적인
관계인식

정답자수 5 7 3 4.5 3.5 3.5 3 3 6 3.5 7 3.5

오답자수 0 0 0.5 0 1 3 2 0 2 1 0 0

유형4
전체
-부분

정답자수 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

오답자수 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

유형5 상황적
인식

정답자수 3 3.5 3.5 4.5 2.5 1.5 2 4 1 1 0 0

오답자수 0 0 1.5 0 0 0 1 0 0 0 1 0

<표 Ⅳ-1> 과제별 문항(1)의 응답빈도수(4학년: 10명, 5학년: 11명, 6학년: 9명)

일반화를 명확하게 하는 단계의 분석은 과제

별 문항(3)을 통해 알아보았다. 수학영재학급 학

생들이 과제를 해결하기 위해 찾은 패턴을 어떤

방법으로 정당화하는가를 알아보기 위함이다

(<표 Ⅲ-3> 참조).

유형 분석대상 문항

패턴을 언어로 기술

과제 1～4의

문항(3)

패턴을 기호 또는 수식으로 기술

패턴을 언어와 함께 수식이나 기호로
표현

틀린 표현 또는 무응답

<표 Ⅲ-3> 일반화를 명확하게 하는 단계 분석의 유형

정당화 단계를 분석하기 위해 <표 Ⅲ-4>와 같

이 유형을 나누었다. 이는 주어진 과제에서 발견

된 규칙을 □,△를 이용하여 형식화하여 자신이

찾아낸 규칙에 대해 정당화할 수 있는지를 알아

보기 위함이다. 본 연구에서는 바른 식으로 나타

낼 수 있는지에 대해 초점을 맞추어 분석하였다.

유형 분석대상 문항

성
공

식으로 표현

과제 1～4의

문항(4)

식을 나타내기 전 과정 표현

실패

무응답

<표 Ⅲ-4> 정당화 단계 분석의 유형

Ⅳ. 결과분석

1. 일반화를 시작하는 단계에서의 전략 분석

각 과제의 문항(1)의 응답빈도를 살펴보면 <표

Ⅳ-1>과 같다. 1, 2번의 문항에서 학생들의 정답

자수가 4, 5학년이 비교적 높고, 6학년이 비교적

낮았다. 그 이유는 처음부터 2명의 학생이 문제

를 잘못 이해하여 해결하였기 때문이다. 검사 후

이들 학생에게 다시 문제를 확인하게 했을 때에는

무엇을 잘못했는지 알고 바른 정답을 구할 수

있었다. 그러나 3, 4번의 문항에서는 4,5,6학년의

정답률이 비교적 비슷하게 나타났다. 문항(1)을
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과제1-(1)의정답률(%) 과제2-(1)의정답률(%) 과제 3-(1)의정답률(%) 과제 4-(1)의정답률(%)

1 구체화를 통한 인식

2 추측과 확인

3 순환적인 관계인식

4 전체-부분

5 상황적 인식

[그림 Ⅳ-1] 과제별 문항(1)의 정답률 비교

유형 전략

과제1-(2)의
응답빈도수

과제2-(2)의
응답빈도수

과제3-(2)의
응답빈도수

과제4-(2)의
응답빈도수

4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년

유형1 구체화를
통한 인식

정답자수 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

오답자수 0 0 0 1 1 0 0 2 0 0 2 0

유형2
추측과
확인

정답자수 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

오답자수 0 0 0 0 1 0 2 0 0 2 0 1

유형3 순환적인
관계인식

정답자수 1 1 1 1 1.5 2.5 0 2 0 3.5 5 2

오답자수 1 1 0.5 1 1 4 3.5 0 1 2 1 2

유형4 전체-부분
정답자수 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

오답자수 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

유형5
상황적
인식

정답자수 4 8 6 3 4.5 1.5 2 4 6 1.5 0 2

오답자수 1 1 1.5 3 1 1 2.5 2 1 0 1 1

유형6 무응답 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 2 1

<표 Ⅳ-2> 과제별 문항(2)의 응답빈도수(4학년:10명, 5학년:11명, 6학년: 9명)

해결하기 위한 전략별 유형을 살펴보면, 과제

1-(1)의 경우는 4학년의 영재학급 학생이 5, 6학

년 영재학급 학생에 비해 구체화를 통한 인식

전략을 더 사용한 것을 알 수 있는데, 이 전략은

문제를 처음 접할 때 패턴을 찾는 초보적이고

기초적인 방법으로 뛰어 세기나 직접 그리기를

통하여 문제를 해결하고자 할 때 사용한다. 그러

나 4, 5, 6학년 대부분의 영재학급 학생들은 이

러한 초보적인 방법을 선호하기보다 규칙의 순

환적인 관계를 파악하여 문제를 해결하고자 하

였고, 일부는 패턴의 앞, 뒤의 순환관계를 이용

해 간단한 수식을 적용한 상황적 인식전략으로

문제를 해결하고자 하였다. 또한 <표 Ⅳ-1>과

[그림 Ⅳ-1]에서 보는바와 같이 수학영재학급

학생들은 추측과 확인 전략, 전체-부분의 전략을

거의 사용하지 않았다는 것을 알 수 있는데, 이

는 영재학급 학생들이 논리적 사고를 중심으로

문제를 해결하였다는 것을 보여준다. [그림 Ⅳ-

2]～[그림 Ⅳ-4]는 과제1에 대한 전략별 학생들

의 풀이를 예로 든 것이다.

[그림 Ⅳ-2] 구체화를 통한 인식 전략(과제1)
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[그림 Ⅳ-5] 과제별 문항(2)의 정답률 비교

[그림 Ⅳ-3] 순환 관계 인식 전략(과제1)

[그림 Ⅳ-4] 상황적 인식 전략(과제1)

2. 일반화를 형성하는 단계에서의 전략 분석

일반화를 형성하는 단계를 살펴본 과제별 문

항(2)의 응답빈도를 살펴보면 <표 Ⅳ-2>와 같다.

문항(2)는 문항(1)에서 찾은 해결방법을 좀 더

확장하여 해결할 수 있는 문제이다. 그러한 까닭

에 일반화를 시작하는 단계의 문항에 비해 영재

학급 학생들은 상황적 인식전략을 이용하여 문

제를 해결하려는 시도가 많았다는 것을 알 수

있다([그림 Ⅳ-5] 참조). 과제가 진행될수록 정답

률이 비교적 낮게 나타났는데 이는 과제의 난이

수준이 과제1에서 과제4쪽으로 갈수록 높아진

것 때문이라 판단된다. 그러한 까닭에 과제1-(2),

2-(2), 3-(2)에서 보였던 상황적 인식전략은 과제

4-(2)에서 비교적 낮게 나타났다.

그리고 순환적인 관계 인식전략으로 문제를

해결하려는 경향은 좀 더 높게 나타났다는 것을

알 수 있다. 즉, 영재학급 학생들은 주어진 정보

에서 규칙을 만들기 미흡하거나 함수적인 식을

만들지 못할 경우에는 패턴의 앞 뒤 수를 이용

하여 관계성을 찾으려는 노력을 시도하는 것으

로 보인다.

[그림 Ⅳ-6] 순환적 인식 전략(과제4)

[그림 Ⅳ-7] 상황적 인식 전략(과제3)

3. 일반화를 시작하는 단계에서 일반화를

형성하는 단계로의 어려움

과제별 (1)번 문항에서 정확한 답을 기술한 학
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문항(2) 전략
구체화를 통한

인식 추측과 확인
순환적인
관계인식 전체 - 부분 상황적 인식 무응답

과제

문항(1)전략

과
제
1

과
제
2

과
제
3

과
제
4

과
제
1

과
제
2

과
제
3

과
제
4

과
제
1

과
제
2

과
제
3

과
제
4

과
제
1

과
제
2

과
제
3

과
제
4

과
제
1

과
제
2

과
제
3

과
제
4

과
제
1

과
제
2

과
제
3

과
제
4

구체화를
통한인식

4학년 1 1 2 0.5 1 1

5학년 2 1 0.5 0.5 1

6학년 1 1

순환적인
관계인식

4학년 0.5 1 0.5 1.5 1 1.5 1.5

5학년 1 1 0.5 2 0.5 2

6학년 1 1 1 1

상황적
인식

4학년 1 2

5학년 1 1

6학년

<표 Ⅳ-3> 과제별 문항(1)에서 (2)로 문제해결을 위한 전략을 변화한 학생수 (정답→오답)

생들이 일반화를 형성하는 단계로 (2)번 문항을

해결할 때 올바른 풀이과정 및 정답을 찾지 못

하는 경우가 있었다. 이것은 패턴을 확장하여 일

반화를 형성하기에 그들의 전략을 정확하게 파

악하지 못해서 나타나는 경우가 될 것이다(Lee,

1996). 즉, 패턴과정의 일반적인 관계를 이해하

기보다 패턴의 특정한 예에 맞는 규칙을 적용하

려했기 때문이다. <표 Ⅳ-3>은 문항(1)에서 정답

을 찾은 학생들 중 문항(2)에서 오답을 기록한

학생들이 어떤 전략의 변화를 가져왔는지 분석

한 것이다. 예를 들면 문항(1)의 정답을 해결한

학생들은 추측과 확인, 전체-부분의 전략을 사용

하지 않았다. 그리고 일반화를 형성하는 단계에

서 추측과 확인 전략을 4학년 영재학급 학생 중

1명이 과제3-(2)의 해결을 위해 사용하였고, 2명

이 과제4-(2)의 해결을 위해 사용하였고, 5학년에

서는 과제2-(2)의 해결을 위해 1명이 사용하였다

는 것을 알 수 있다. 특히 문항(2)에서 오답을

보인 수학영재학급 학생들은 주로 문항(1)에서

순환적인 관계인식 전략을 사용하였으나 문항(2)

를 해결하기 위해서 순환적인 관계 인식 전략과

상황적 인식전략을 주로 사용하였다. 이는 순환

적인 관계인식을 통해 문제해결 전략을 구상하

였으나 패턴을 확장하면서 패턴의 틀린 점을 인

식하지 못하고 그 전략을 그대로 사용하거나 수

식을 이용한 상황적 인식 전략을 사용하려 했다

는 것을 알 수 있다.

또 다른 오류로는 [그림 Ⅳ-8]과 같이 문제를

해결하는 과정에서 문항(1)에서 순환전략을 통해

함수식을 생각했지만 문항(2)를 해결하기 위해

세웠던 함수식(상황적 인식 전략)이 계산과정에

서 오류가 생겨 해결하지 못한 경우이다.

[그림 Ⅳ-8] 순환적인 관계전략에서 상황적

인식전략의 사용(6학년, 과제2)

반면, [그림 Ⅳ-9]와 같이 구체화를 통한 인식

전략(뛰어세기)으로 문항(1)을 해결한 후 이를

확장하여 문항(2)에서 해결하려고 하였으나 뛰어

세기의 규칙을 바르게 적용하지 못해 올바른 답

을 찾지 못한 경우이다.
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유형
과제1-(3) 과제2-(3) 과제3-(3) 과제4-(3)

4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년

패턴을 언어로 기술(명) 7 7 4 3 4 1 1 7 3 7 5 5

패턴을 기호 또는 수식으로
기술(명) 1 2 3 1 1 2 1 1 1 0 1 0

패턴을 언어로 설명한후
수식이나 기호로 표현(명) 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0

틀린 표현 또는 무응답(명) 1 1 1 6 6 6 8 3 4 2 5 4

<표 Ⅳ-4> 일반화를 명확하게 하는 단계의 문항별 유형 빈도수
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2 패턴을 기호또는 수식으로 기술
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표현
4 틀린표현 또는 무응답

[그림 Ⅳ-10] 일반화를 명확하게 하는 단계의 문항별 유형 비교

[그림 Ⅳ-9] 구체화를 통한 인식전략의

사용(5학년, 과제3)

4. 일반화를 명확하게 하는 단계에서의

유형 분석

일반화를 명확하게 하는 단계를 살펴본 각 과

제별 문항 (3)을 살펴보면 <표 Ⅳ-4>와 같다. 패

턴을 언어로 기술하는 경우가 패턴을 기호 또는

수식으로 기술하는 경우보다 많았다. 그리고 [그

림 Ⅳ-10]의 과제1-(3), 2-(3)의 해결전략 비교 그

래프를 살펴보면, 영재학급 학생들은 패턴을 언

어로 기술하는 경우가 비교적 많았으며 기호나

수식으로 하는 경우는 상대적으로 적었다. 그러

나 패턴을 언어와 수식이나 기호 모두 사용하여

자세히 기술하는 경우는 극히 드물었다. 이것은

수학적인 표현단계에서 그림이나 언어보다 기호

나 수식으로 기술하는 것이 더 상위 수준을 갖

고 있다는 것을 의미하기도 하지만 문제를 해결

할 때 동일한 영재학급의 집단에 속한 학생들이

라도 일반화를 명확하게 하는 능력이 다르기 때

문이라는 것을 알 수 있다. 따라서 학생들에게

자신이 찾은 일반화된 규칙에 대한 정당화를 발

표할 기회를 제공하고 바르게 표현할 수 있는

방법을 지도할 필요가 있다는 것을 시사한다.

유형별 학생들의 반응의 예는 [그림 Ⅳ-11]~[그

림 Ⅳ-13]과 같다.
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4학년 5학년 6학년

응답유형1
*
응답유형2

**
응답유형3

***
응답유형1 응답유형2 응답유형3 응답유형1 응답유형2 응답유형3

과제1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

과제2 2 4 0 0 2 2 2 0 3

과제3 1 5 2 0 2 1 1 1 2

과제4 1 0 1 1 1 3 0 2 2

*응답유형1 - 문항(1):정답, 문항(2):정답, 문항(3):틀린 표현(무응답 제외)

**응답유형2 - 문항(1):정답, 문항(2):오답, 문항(3):틀린 표현(무응답 제외)

***응답유형3 - 문항(1):오답, 문항(2):오답, 문항(3):틀린 표현(무응답 제외)

<표 Ⅳ-5> 과제별 응답유형에 따른 틀린 표현을 한 학생 수

[그림 Ⅳ-11] 패턴을 언어로 기술(과제4)

[그림 Ⅳ-12] 패턴을 기호 또는 수식으로

기술(과제1)

[그림 Ⅳ-13] 패턴을 언어로 설명한 후

수식이나 기호로 표현(과제1)

과제2, 3의 경우는 일반화를 위한 규칙을 틀리

게 표현한 경우가 많아 학생들의 결과를 분석하

기가 어려웠다. 그래서 이들이 문제를 해결할 때

어떤 규칙이 적용된다고 생각하는지를 알아보거

나 과제별 (1),(2) 문항에서는 바르게 규칙을 인

지하였는데 규칙을 표현하는 데 어떤 어려움을

갖고 있는지를 알아보는 것도 의미가 있을 것이

라 판단하여 일반화를 명확하게 하는 단계에서

틀린 표현을 기록한 학생들만 대상으로 하여

<표 Ⅳ-5>와 같이 과제별 응답유형의 빈도를 정

리하였다.

일반화를 명확하게 하는 단계에서 틀린 표현

이 많았던 과제2와 과제3의 응답유형을 예로 살

펴보면, 4학년 영재학급 학생은 응답유형1과 응

답유형2에 비교적 많은 분포를 갖고 있으나 5학

년 영재학급 학생은 응답유형2와 응답유형3에

비교적 많은 분포를 갖고 있다. 반면, 6학년 영

재학급 학생은 응답유형3에 비교적 많은 분포를

갖고 있다([그림 Ⅳ-14] 참조).
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[그림Ⅳ-14] 과제별응답유형에따른틀린표현비율(%)
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유형
과제1-(4) 과제2-(4) 과제3-(4) 과제4-(4)

4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년 4학년 5학년 6학년

식으로 표현 3 6 8 2 4 3 1 3 3 0 0 0

식을 나타내기 전까지
과정 표현

2 0 0 1 0 0 1 2 1 0 4 1

실패 4 5 1 7 5 6 8 4 4 10 5 7

무응답 1 0 0 0 2 0 0 2 1 0 2 1

<표 Ⅳ-6> 정당화 단계의 유형별 비율
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과제1-(4) 과제2-(4) 과제3-(4) 과제4-(4)

1 식으로 표현

2 식을나타내기 전까지 과정표정

3 실패

4 무응답

[그림 Ⅳ-17] 정당화 단계의 문항별 유형 비교

이러한 특징을 통해 4학년 영재학급 학생은

패턴의 일반화를 시작하는 단계와 형성하는 단

계에서 정답을 찾아내지만 규칙을 표현하는 방

법이 서툴러 틀린 표현으로 나타내거나 상황적

인식 전략의 설명을 자세히 적지 못해서 일반화

를 명확하게 하지 못하는 경우가 있고([그림 Ⅳ

-15] 참조), 일반화를 시작하는 단계에서는 정답

을 찾지만 일반화를 형성하는 단계에서 오답을

적고 규칙을 정확히 설명하지 못한다는 것을 알

수 있다([그림 Ⅳ-16] 참조).

[그림 Ⅳ-15] 과제3에서 일반화를 명확하게

하는 단계의 틀린 표현(응답유형1)

[그림 Ⅳ-16] 과제3에서 일반화를 명확하게

하는 단계의 틀린 표현(응답유형2)

반면, 5학년 영재학급 학생은 4학년 영재학급

학생의 응답유형2와 같은 오류가 많았으며 일반

화를 시작하는 단계부터 오답을 적게 되어 규칙

을 바르게 찾지 못하는 경우가 다른 유형에 비

해 비교적 많았다.

6학년 영재학급 학생은 일반화를 시작하는

단계부터 오답을 갖게 되면 잘못된 규칙의 적용

으로 일반화과정을 모두 틀리게 표현하였는데

이는 다른 학생에 비해 사고의 고착현상이 심한

경우라는 것을 알 수 있다.
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5. 정당화 단계에서의 유형 분석

정당화 단계를 살펴본 과제별 문항 (4)의 유형

비율을 살펴보면 <표 Ⅳ-6>과 같다. 이 단계는

학생들이 갖고 있는 일반화의 전략을 수식이나

일반화의 과정을 바르게 표현할 수 있는지에 대

해 알아보려는 의도를 갖고 있다. 문제해결이 비

교적 쉬웠던 과제1, 2에서 수학영재학급 대부분

의 학생들이 알고리즘을 일반화하여 식으로 나

타낼 수 있을 것이라고 예상했었지만 처음 연구

자의 생각과는 달리 학년에 따라 식의 표현 비

율의 차이가 났다. 이는 아직까지 수학영재학급

학생들의 일반화 전략이 자연스럽게 나타나지

못한다는 것을 알 수 있으며 학생들의 패턴에

대한 일반화를 나타낼 수 있는 수학적 사고를

더 .길러줄 필요가 있다는 것을 시사한다.

또한 과제별 문항(4)은 식으로 바르게 표현할

수 있는지를 알아보기 위해 △나 □의 변수를

이용하였다. 그런데 학생들은 패턴을 언어로 기

술하는 것보다 변수를 이용하여 수식으로 나타

내는 것을 더 어렵게 생각하였다. 그러한 까닭에

과제4-(4)의 경우 모든 학생이 식으로 표현하지

못했다. 과제4는 평면을 직선으로 분할할 때 최

대 몇 개로 나눌 수 있는가하는 문제였다.

Ⅴ. 결론

본 연구는 초등 수학영재의 패턴 일반화 과정

에서 어떤 전략을 사용하는지, 그리고 학년에 따

라 영재학급 학생들은 패턴 일반화 과정에서 사

용하는 전략의 차이가 무엇인지를 살펴보고자

하였다. 주된 연구 결과를 토대로 다음과 같은

교육적 시사점을 얻을 수 있다.

첫째, 패턴의 일반화를 시작하는 단계에서 영

재학급 학생들은 문제에 제시된 모양이나 그림

이 어떤 패턴을 이루고 있는지를 파악한 후 앞,

뒤 수의 관계를 이용한 순환적 관계 인식전략으

로 문제를 해결하고자 하였다. 그러나 학년이 올

라갈수록 순환적 관계를 함수적인 식으로 나타

내어 문제를 해결하는 경향을 보였다. 또한 패턴

의 일반화를 형성하는 과정에서 학생들은 상황

적 인식전략을 선호하였다. 즉 학생들은 각 과제

별 문항(1)을 통해 함수식을 만들어내고자 하였

다. 그러나 과제별 문항(1)에서 보인 높인 정답

률에 비해 과제별 문항(2)에서는 낮은 것을 알

수 있는데, 이는 영재학급 학생들이 몇 개의 단

계를 통해 성급하게 일반화하려는 경향을 가지

고 있음을 나타내는 것이다. 또한 그러한 오류를

보이는 경우가 학년이 올라갈수록 더 많았음을

정답률을 통해서 알 수 있었다. 따라서 저학년의

영재학급 학생들에게는 순환적 관계전략에서만

문제를 해결하도록 하지 않고 함수적인 관계식

을 찾을 수 있도록 하는 활동이 필요할 것이며,

고학년의 영재학급 학생들에게는 관계식 발견

후에는 반드시 그 식의 타당성을 논리적으로 설

명하는 활동을 영재교육에서 중요시할 필요가

있다(송상헌․허지연․임재훈, 2006).

둘째, 일반화를 명확하게 하는 단계에서 낮은

학년일수록 일반화과정을 언어로 표현하는 경우

가 많았고 높은 학년일수록 식으로 표현하고자

하는 경우가 많았다. 이는 4학년 수학 교과서에

서 두 수사이의 관계를 식으로 나타내기 위해

◎와▽, ◆와★등을 이용한 관계식을 나타내도록

안내하고 있지만(교육과학기술부, 2011, pp.116,117)

패턴에 대한 수학적 지식이 상대적으로 적은 4

학년은 언어로 표현하는 경우가 더 많을 수밖에

없고, 좀 더 학습한 6학년은 식이나 기호로 표현

할 수 있는 능력이 좀 더 높을 수밖에 없었다.

즉, 수학적인 표현방법에서는 비록 영재학급 학

생이라 하더라도 언어적 기술보다 기호나 수식

을 더 선호하는 경향이 있으며 이것은 학년에
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따라 차이가 난다는 것을 알 수 있었다. 또한 정

당화 단계에서도 똑같이 나타났다. 그러나 어려

운 문항에서 학생들은 일반화를 식으로 표현하

는데 많은 실패를 하였는데, 두 변수사이의 관계

를 바르게 찾아내지 못한데서 기인한 것이다. 따

라서 패턴의 일반화를 형성할 때 구체적인 예를

이용한 패턴 찾기 부터 사용하여 일반화의 시작

단계와 일반화를 형성하는 단계 사이에 좀 더

세부적인 발문이나 질문을 통해 학생들이 관계

식을 유추해낼 수 있도록 안내할 필요가 있을

것이다.

셋째, 패턴의 일반화 과정을 영재학급 학생들

에게 지도할 때 같은 학년의 집단이라 하더라도

일반화를 찾기 위한 전략별 차이가 나타날 수

있고, 대부분의 영재수업에서 결과에 대한 개인

별 발표로만 끝나는 경우가 적지 않으므로 패턴

과 관련한 수업에서는 자신이 찾은 패턴이 옳은

지를 서로 의사소통할 수 있는 기회를 많이 제

공하여 자신이 찾은 일반화에 대한 정당성을 확

인할 수 있도록 할 필요가 있을 것이다.

끝으로, 본 연구는 단위학교 영재학급의 소수

학생을 대상으로 하였기 때문에 교육지원청 영

재교육원, 대학부설 영재교육원에 소속한 영재학

생들을 대상으로 하여 학년별 패턴 일반화 전략

에서 본 연구와 같은 결과가 나오는지 알아볼

수 있는 후속 연구를 할 필요가 있을 것이다.
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A Comparison of Mathematically Gifted Students' Solution

Strategies of Generalizing Geometric Patterns

Choi, Byoung Hoon(Attached Elementary School of KNU)

Pang, Jeong Suk (Korea National University of Education)

The main purpose of this study was to explore

the process of generalization generated by

mathematically gifted students. Specifically, this

study probed how fourth, fifth, and sixth graders

might generalize geometric patterns and represent

such generalization. The subjects of this study were

a total of 30 students from gifted classes of one

elementary school in Korea. The results of this

study showed that on the question of the launch

stage, students used a lot of recursive strategies

that built mainly on a few specific numbers in the

given pattern in order to decide the number of

successive differences. On the question of the

towards a working generalization stage, however,

upper graders tend to use a contextual strategy of

looking for a pattern or making an equation based

on the given information.

The more difficult task, more students used

recursive strategies or concrete strategies such as

drawing or skip-counting.

On the question of the towards an explicit

generalization stage, students tended to describe

patterns linguistically. However, upper graders used

more frequently algebraic representations (symbols

or formulas) than lower graders did. This tendency

was consistent with regard to the question of the

towards a justification stage. This result implies

that mathematically gifted students use similar

strategies in the process of generalizing a

geometric pattern but upper graders prefer to use

algebraic representations to demonstrate their

thinking process more concisely. As this study

examines the strategies students use to generalize a

geometric pattern, it can provoke discussion on

what kinds of prompts may be useful to promote a

generalization ability of gifted students and what

sorts of teaching strategies are possible to move

from linguistic representations to algebraic

representations
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Patterns(기하적 패턴), Strategy(전략)
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