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요  약 

본 논문에서는 무게 심 변동이 존재하는 차륜형 역진자가 경사면을 주행하는 경우에 한 일반 인 운동방정식이 유도

되었고 기존 역진자와의 차별 들이 고찰되었다. 차륜형 역진자는 유면 이 작은 특성 때문에 소한 장소에서 운용되

는 다양한 분야에서 이동 랫폼으로 채용되고 있다. 차륜형 역진자는 기존 역진자의 불안정한 특성을 그 로 계승하고 

있으며, 넘어지지 않고 직립하게 해서 지속 인 제어가 실행되어야 한다. 차륜형 역진자용 고성능 제어기를 설계하기 

해서는 다양한 환경과 운용조건에서 동작하는 차륜형 역진자를 상으로 하는 운동방정식과 그 특성을 고려하는 것은 

필수 이다. 

키워드 : 차륜형 역진자, 무게 심 변동, 경사면

Abstract

In this research equations of motion of a Wheeled Inverted Pendulum (WIP) which is running on the inclined road 

and changing its center of gravity. Difference between a conventional cart inverted pendulum and the WIP is also 

considered. The WIP has small planar size so that it has been used as a mobile platform for several applications 

which require slender frame in order to travel on the narrow road. The WIP has almost the same unstable properties 

as conventional inverted pendulums have. There needs an aggressive control scheme for the WIP not to fall down. In 

order to design a high performance control scheme, equations of motion of the WIP, which is running under various 

environment and operating conditions, should be derived and considering its properties is necessary.
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1.  서  론

  본 연구는 다양한 환경과 동작조건에서 운용되는 것

을 가정한 차륜형 역진자의 운동방정식을 유도하고 그 

특징을 고찰하고 있다. 차륜형 역진자는 진행방향에 

하여 횡방향으로 회 축을 갖는 2개의 차륜으로 구동되

는 역진자의 일종에 해당한다. 차륜형 역진자 문제는 

구동차륜에 하여 한 제어를 수행하여 수직방향에 

하여 근본 으로 불안정한 평형 을 갖는 몸체를 안

정화 시키면서 소정의 치로 그 몸체를 이동 시키는 

것이다[1]. 

  학술연구에 주로 사용되는 형 인 역진자 시스템은 

1965년경에 Kapitza[2]에 의해 처음으로 제안되었다. 
부분의 역진자 시스템은 다양한 형태로 존재하지만 진

자가 불안정한 수직방향 평형상태로부터 벗어날수록 비

선형성이 속히 증가하고 가제어성이 감소되는 공통

인 특성을 갖는다. 이런 특징 때문에 비선형 련 제어

기 이론의 유효성을 입증하는 다양한 연구[3,4]의 제어

상으로 리 사용되어 왔다.
  역진자의 표 인 연구용 분야로써 력의 반 방향

으로 진행하는 로켓의 자세 안정화 제어, 2족 보행로

의 보행 안정화[5] 등을 들 수 있으며, 일반용으로는 
2001년에 상업용으로 개발되어 매되고 있는 개인용 
이동수단인 SEGWAY[6]를 들 수 있다. 최근에는 역진자 

련제품인 Toyota Winglet[7]과 Honda UX-3[8] 등의 발

표가 보고되고 있다. 일반용으로 개발된 개인용 이동수

단인 SEGWAY는 형 인 차륜형 역진자 시스템의 형

태를 갖고 있는데, 차륜형 역진자 시스템이 개인용 이

동수단의 랫폼으로 채용된 이유로 그 시스템이 유

하는 면 이 소하고 유사 방향 진행이 가능한 을 
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들 수 있다. 차륜형 역진자를 개인용 이동수단뿐만 아

니라 이동로 의 랫폼으로 사용하려는 다양한 연구들

이 진행되고 있다[9,10].
차륜형 역진자 시스템이 방향 진행이 가능한 이동

로 의 랫폼으로 사용되기 해서는 평지뿐만 아니라 
경사진 지형  무게 심 변동 같은 운용조건 등을 고

려한 환경에 해서도 안정된 주행 성능을 가질 필요가 
있다. 운용환경 변화에 해당하는 주행면이 기울어진 경

우에 한 연구로 고정궤도를 이동하는 수 형 역진자 

연구[11]가 있으며, 무게변동에 한 연구로 무게변화를 

고려한 실험  연구[12] 가 있다.
  본 연구에서는 경사진 주행면과 무게 심 변동각이 

존재하는 차륜형 역진자의 운동방정식이 Newton-Euler 
기법으로 유도되고 그 운동방정식과 기존의 수 형 역

진자의 차이 이 논의되었다. 2장에 차륜형 역진자 시

스템의 모델링과 차륜구동을 통한 평형유지 원리가 소

개되고 3장에 경사진 주행면과 무게 심 변동을 고려한 
차륜형 역진자 시스템의 운동방정식이 유도되고 경사 

 무게 심 변동 경우와 이상 인 경우 사이의 평형  
차이 , 그리고 차륜형 역진자와 기존의 수 형 역진자

와 차별 이 언 되었다. 4장에서는 경사  무게 심 

변동이 존재하는 차륜형 역진자의 가제어성이 확인되었

다. 마지막으로 5장에서는 본 연구의 결론이 제시된다.
 

2. 차륜형 역진자 시스템

그림1은 본 연구의 상인 차륜형 역진자의 개략 인 
외형을 나타내고 있다. 이 차륜형 역진자는 그림에서 

알 수 있듯이 2개의 차륜만으로 구동되고 직육면체의 

몸체를 갖고 있으므로 유면 이 매우 작은 특징을 갖

고 있어서 소한 지역에서도 수월하게 이동할 수 있

다. 이러한 장 은 반 부로 불안정한 역진자라는 형

태를 래하게 되어 차륜형 역진자가 기존 역진자의 특

징을 계승하게 한다.

차륜형 역진자는 기존 역진자의 불안정한 평형상태

를 그 로 계승하고 있으므로 제어기가 히 동작하

지 않는다면 작은 외란에 의해서도 넘어지게 된다. 차

륜형 역진자의 제어기는 진자역할을 하는 몸체가 수직

방향으로 평형을 유지 시키면서 주어진 치로 몸체를 

이동할 수 있도록 차륜을 제어하게 된다. 

2.1 차륜형 역진자 동작환경

그림1에 표시된 직육면체 형태의 몸체 (body frame) 가 

진자역할을 하고 있으며, 력에 하여 역방향으로 배

치되어 있다. 응용되는 분야에 따라서 동력원이 되는 

배터리  각종 장비들이 이 몸체 내부에 설치된다.

  동일한 응용분야에 해서도 운용되는 조건에 따라

서, 즉, 배터리 배치  교체, 설치된 장비의 정리 상

태에 따라서 무게 심이 수시로 변동되는 상이 발생

될 수 있다. 차륜형 역진자 동작의 핵심은 수직방향의 

평형유지이며, 이 평형유지는 주행면의 경사각과 무게

심의 치와 한 계가 있다. 차륜형 역진자가 

운용되는 주변환경의 주된 변화요인으로 크게 외 인 

요소로 주행면의 경사와 내 인 무게 심 변동 등을 들 

수 있다.

2.2 차륜형 역진자 제어원리

차륜형 역진자 제어는 손바닥으로 막 기 세우는 놀이

와 매우 유사하다. 막 기가 넘어지는 방향으로 손바닥

을 신속하게 움직여서 막 기가 넘어지지 않도록 한다. 

차륜형 제어기는 차륜형 역진자의 몸체가 넘어지려는 
방향으로 몸체가 이동하도록 차륜의 회 을 제어한다. 

이 때, 성법칙에 의해서 몸체가 넘어지려는 반 방향

으로 발생된 성력이 몸체에 작용하여 몸체의 평형이 
유지 되도록 한다. 차륜형 역진자의 동  모델링을 
해서 간략한 모델이 그림 2에 표시되어 있다.
  진자에 해당하는 차륜형 역진자의 몸체 동역학  
라미터로 집 질량과 그 질량 심에 한 회 성인 
 와  를 들 수 있으며, 그 질량 심은 구동차륜의 

회 축에서 거리  만큼 떨어져 있다. 그림 2에 표시된 
차륜형 역진자 몸체 기울기 각도는 12시 방향을 기 으

로, 시계방향 회 이   로 정의된다. 본 연구에서는 
운동방정식을 개할 때, 방향정의에 엄격한 벡터를 사

용하지 않고 평면 2차원 문제에 편리한 스칼라를 사용

하고 필요한 변수의 방향은 임의로 정의되었다.
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그림 1. 차륜형 역진자

Fig. 1. A Wheeled Inverted Pendulum

  차륜형 역진자가 평형을 유지하는 구체 인 과정으

로, 차륜형 역진자는 몸체의 질량 심이 넘어지려는 방

향으로 히 몸체를 진행시켜서 몸체의 평형을 유지

하도록 한다. 를 들면, 몸체가 넘어지려는 각도가 그

림 2를 기 으로    이라면 차륜은 시계방향으로 회

하여 차륜의 심은   방향으로 이동될 필요가 있

으며, 반 로 그 각도가    라면 차륜은 반 로 회

될 필요가 있다. 뿐만 아니라 역진자 몸체의 정 한 

안정화를 해서 정 한 몸체의 속도 와 기울기 각속

도   까지 극 으로 고려되어야 한다. 
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그림 2. 차륜형 역진자 시스템 모델링
Fig. 1. System modeling of the WIP.

3. 차륜형 역진자 운동방정식  차별

기계 인 시스템의 운동방정식을 유도하는 방법으로 구

속력과 평형 방정식 등을 이용한 고 인 

Newton-Euler 기법, 기계 인 에 지를 이용한 

Lagrangian 기법 등이 있다. 본 연구에서는 운동방정식 

유도 방법으로 구조물 각 부분의 작용력이 계산되어 차

후 실제 기구 제작에 용될 수 있는 Newton-Euler 기

법이 채택되었다.
  Newton-Euler 기법을 이용한 운동방정식을 유도하기 

해서 필요한 차륜형 역진자의 자유물체도는 차륜

(wheel) 과 몸체 (body frame) 연결부 를 심으로 분

리되어 작성될 수 있으며, 차륜과 몸체를 연결하는 변

수들은 반력으로 처리된다. 이 때, 운동방정식에 차륜형 

역진자가 동작되는 환경이 구체 으로 고려될 필요가 

있다. 본 연구에서는 그 환경들로 경사각도를 갖는 주

행면과 배터리 교체, 장비의 설치  재정리 등 운용조

건에 따라서 발생될 수 있는 무게 심 변동을 들고 있

다.
  차륜형 역진자의 동특성이 주로 불안정한 수직 평형

에 집 되어 있으므로 그림2와 같이 평면운동이 주로 

고려 상으로 설정되었다. 운동방정식 유도에 사용된 
변수 종류는 Grasser[1]를 참고하여 선정되었으며, 방정

식 유도에 사용된 구체 인 자유물체도는 그림 3에 표

시되어 있다. 
반지름  , 질량 , 회 성   인 차륜에 작용하

는 변수들은 다음과 같다. 외부에서 작용하는 수평방향

의 미지 외력은 , 몸체로부터 작용하는 수평  수직

반력은 각각 , , 차륜의 심에 작용하는 력은 
  , 경사각도 인 주행면으로부터 작용하는 수평  

수직반력은  ,  , 그리고 시계방향으로 작용하는 모

터축의 구동토크는 로 표시된다. 한 편, 몸체에 작용

하는 변수들은 다음과 같다. 몸체에 작용하는 력은 
  , 외부에서 작용하는 수평방향의 미지 외력은 , 

차륜으로부터 작용하는 반력은 , , 몸체의 외형  

기울기 각도는  , 그리고 반시계 방향으로 작용하는 모

터의 몸체 반력토크는 로 표시된다. 한 편, 몸체의 무

게 심 변동은 그림 3과 같이 몸체의 외형  심에서 

  만큼 벗어난 것으로 가정될 수 있으므로 본 연구에

서는 무게 심 변동각   가 도입되었다. 
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그림 3. 차륜형 역진자의 자유물체도

Fig. 3 Free body diagram of the Wheeled Inverted Pendulum

3.1 차륜 방정식

차륜형 역진자는 구동모터를 사이에 두고 차륜과 몸체

로 분리되어 고찰될 수 있다. 구동모터를 기 으로 상

호 작용하는 반력들이 설정되고 힘 평형 (Newton) 방정

식과 모멘트 평형 (Euler) 방정식이 각각에 하여 그 
반력들을 기반으로 구성될 필요가 있다.
  경사각도 인 주행면과 평행한  방향에 한 차륜

의 힘-모멘트 평형 방정식은 다음과 같다.

            (1)

                                    (2)

이 때, 식 (2) 의 는 차륜의 회 각도, 은 차륜의 반

경을 나타낸다. 모멘트 평형 방정식 (2)는 차륜의 회

심에 하여 기술되었다. 만일, 차륜이 주행면에 하

여 미끄러짐 없이 회 하여 몸체를 진행 시킨다면 차륜

의 각가속도 와 주행면 가속도 사이에는 다음과 같

이 간단한 계가 성립한다.

                   →  

               (3)

식 (3)을 (2)에 입하면 주행면에서 작용하는 수평반력 

는 구동토크 와 몸체의 주행면 가속도 에 하여 

다음과 같이 표 된다.

                 

 
               (4)

이 때, 얻어진 주행면에서 작용하는 수평반력  를 

(1) 에 입하면 경사진 주행면 가속도 는 구동토크 

 에 하여 다음과 같이 표 된다.

       
 

  
 




        (5)
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식 (5)에는 미지의 구속력  와  가 여 히 존재하는

데 이것은 몸체 방정식에서 얻어질 수 있다.

3.2 몸체 방정식

몸체 질량 심의 수평가속도  에 한 몸체의 힘 평

형 방정식은 다음과 같이 구성된다

                                   (6)

한 편, 몸체 질량 심 수평가속도  와 차륜 심의 수

평가속도   는 다음의 기구학  계 (7a)를 시간에 

하여 2회 미분하여 (7b)로 표 된다.

                                 (7a)

          

        (7b)

차륜 심의 수평가속도 와 경사진 주행면 가속도  

사이에는    계가 있으므로 이 계와 (7b)  
를 이용하면 (6)의 수평반력 는 다음과 같이 얻어진

다.

             

 

  

       (8)

몸체의 질량 심 수직가속도 에 한 힘 평형 방정식

은 다음과 같이 구성된다.

                                    (9)

몸체의 수직가속도 와 경사진 주행면 가속도 는 다

음의 기구학  계 (10a) 를 시간에 하여 2회 미분

하여 (10b) 로 표 된다.

                             (10a)

         

    (10b)

식(10b) 를 (9)에 입하여 수직반력 는 다음과 같이 

표 된다.

            



 

        (11)

구해진 수평  수직반력을 식(5)에 입하면 최종 으

로 경사진 주행면 가속도 와 구동토크 에 한 방

정식은 다음과 같이 얻어질 수 있다.

     
 

   
  


 

 



     (12)

한 편, 몸체의 질량 심에 한 모멘트 평형 방정식은 

다음과 같이 구성된다.

                (13)

앞에서 얻어진 수평, 수직반력을 (13) 에 입하면 (13)
은 다음과 같이 정리된다.

         


      
      (14)

3.3 평형

제어기는 일반 으로 제어 목표값을 갖고 있다. 차륜형 

역진자 제어기의 경우 1차 으로 몸체의 평형을 유지 

하는 목 을 갖는다. 그러므로 제어기 구 을 하여 

차륜형 역진자의 평형  정의가 필요하다.
  차륜형 역진자는 (12)와 (14)처럼 비선형 미분방정식

으로 주어지는데, 이 방정식은 다음과 같이 일반 인 

형태로 표 될 수 있다.

                                        (15)

이 때, 는     

 로 상태벡터를 나타낸다. 

식 (15)로 주어지는 일반 인 비선형 미분방정식의 상

태변수가 변하지 않는 평형 에서 평형  상태변수들은 

다음과 같이 정의될 수 있다.

                                   (16a)

              →                  (16b)

식 (16b)조건을 (12)와 (14)에 입하면 평형 상태에 해

당하는 정역학  형태의 방정식은 다음과 같다.

         

     (17a)

                 (17b)

동역학  의미에서 식 (17)은 성력 ( )과 구심력 () 
이 사라진 정 인 상태에 해당된다. 식 (17a)에서 경사

각도 때문에 발생하는 구동토크 는 다음과 같이 얻

어진다.

               (18)

식 (18)은 차륜형 역진자가 경사면에서 평형을 유지하

고 있을 때, 구동토크 는 더 이상 0이 아님을 나타내

고 있다. 이것은 정역학 인 측면에서도 부합되는 내용

이다. 계속해서 식 (18)에서 얻어진 구동토크 를 (17b)
에 입하면 평형상태에 해당하는 몸체의 기울기 각도 

는 다음과 같이 얻어진다.

             
           (19)
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변수 값 내용

  차륜 질량

  몸체 질량

 ×∙ 차륜 회 성

 ×∙ 몸체 회 성

  차륜 반지름

 
차륜 심과 
몸체 심까지 거리

이 때, 외부에서 차륜과 몸체에 작용하는 미지의 외력 

 , 는 무시되었다. 식 (19)는 차륜형 역진자가 경사

면에서 평형을 유지하고 있을 때, 몸체가 수직선과 이

루는 각도는 주행면의 경사각도의 함수임을 나타내고 

있다. 뿐만 아니라 차륜형 역진자의 무게 심 변동이 

존재할 때, 그 변동각 는 기울기 각도 에 하여 상

수인 각도차이 역할을 하고 있다.
  한 편, 차륜형 역진자가 평형상태에 있을 때, 몸체의 

기울기 각도 는 (19)와 같이 구속식이 존재하는 반면

에 경사면 주행변  에 한 특별한 구속식이 존재

하지 않으므로 그 주행변 는 임의의 값을 가질 수 있

다. 즉, 이것은 차륜을 히 제어함으로써 차륜형 역

진자는 임의의 치로 이동될 수 있음을 나타낸다.

3.4 구동토크 특이

차륜형 역진자는 기존 수 형 역진자의 비선형성  불

안정한 평형  등의 특성을 그 로 계승하고 있는 반면

에 고유의 특성을 갖는다.
  기존 수 형 역진자에는 구동토크가 진자의 움직임에 

향을 미치지 않는다는 특이 이 존재한다. 다음은 수

형 역진자의 일반 인 운동방식을 나타내고 있다.

                    (20a)

                  (20b)

이 때, 는 수 의 수평변 , 는 진자의 기울기 각도, 
은 진자의 길이, 은 수 의 질량, 은 진자의 질

량, 그리고 는 수 에 한 구동력에 해당한다. 공학

 이해를 돕기 해서 차륜형 역진자에서 사용된 변수

들이 (20)에 반복 으로 사용되었다.
  진자의 각도가    일 때, (20b)에 의하여 구동력 

는 진자의 각가속도 에 하여 지배력을 상실하고 

있으며, 뿐만 아니라 수 의 가속도 가 발생하지만 이 

가속도는 (20a)에서 역시     로 곱해져서 그 

지배력을 상실하게 된다. 즉, 구동 특이 이 발생하게 

된다. 극단 인 경우 진자의 기 기울기 각도가 

  
 인 경우, 수 형 역진자 제어 자체가 불가능해

질 수 있다. 반면에 차륜형 역진자의 경우 (12) 와 (14) 
모두에 구동토크 가 존재하므로   에 하여 구

동토크의  지배력 (12)와   지배력 (14)가 유지되는 

차별 이 있다. 

4. 차륜형 역진자의 제어성

선천 으로 불안정한 차륜형 역진자를 평형제어하기 

해서 구체 인 제어기가 필요하다. 식 (12)와 (14)로 주

어진 제어 상이 구동토크 만으로 제어 가능한지 확

인할 필요가 있다. 제어이론 분야에서 제어 가능성은 

가제어성으로 표되며, 상 시스템의 가세어성을 확

인함으로써 제어 가능성은 확인될 수 있다.

4.1 시스템 선형화

비선형 시스템의 가제어성을 확인하는 과정은 매우 복

잡하다. 차륜형 역진자는 부분 평형  부근에서 동작

하는 특징을 갖고 있으므로 차륜형 역진자의 비선형 방

정식 (12)와 (14)는 동작  (평형 ) 부근에서 근사화될 

수 있다. 
  식 (12)와 (14) 에서 주된 비선형 항은   ,   , 

 이다. 차륜형 역진자가 평형  부근에서 동작하고 

있을 때, 매우 작은 기울기 각도와 매우 정숙한 몸체의 

움직임 때문에 다음과 같은 근사식이 허용될 수 있다.

            







⋯≈         (21a)

             







⋯≈          (21b)

                  ≈ ∵ ≪                 (21c)

차륜형 역진자가 실용 인 측면에서 정상 으로 응용될 

때에는 평형  부근에서 운용되며 (21) 가정은 합리

이다. 식 (21)을 이용하여 (12)와 (14)는 다음과 같이 선

형화 될 수 있다.

         
  

 

     

      (22a)

        
       (22b)

4.2 시스템 가제어성

식 (22)의 가제어성을 확인하기 해서 다음의 Table 1
에 표시된 차륜형 역진자 라미터가 이용되었다.

표 1. 차륜형 역진자 라미터

Table 1. Wheeled Inverted Pendulum parameters

식 (16a)에서 정의된 상태벡터 와 Table 1을 이용하면 

구체 인 상태방정식은 다음과 같이 얻어진다.

                                     (23a)

       











   
   
   
   

  
















      (23b)
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이 때, 식 (22)에서      항과 

 항은 미지의 외란으로 간주되어 상태방정식 구성

에서 제외되었다. 얻어진 상태방정식 (23)으로부터 다음

과 같이 가제어성 행렬이 구성되고 해당 시스템이 가제

어성임을 나타내는 완 계수가 얻어진다.

                           (24)

식 (24)와 같이 구성된 가제어성 행렬이 완 계수를 갖

고 있으므로 구동토크만을 이용해서 차륜형 역진자는 

평형상태로 제어될 수 있음을 알 수 있다.

5. 결론

본 연구에서는 주행면에 경사와 무게 심 변동각이 존

재하는 차륜형 역진자의 운동방정식이 Newton-Euler 기

법을 통해서 유도되었고, 기존 수 형 역진자와의 차별

  차륜형 역진자의 제어 가능성이 고찰되었다. 차

륜형 역진자는 기립된 형태와 작은 유면  때문에 

소한 장소에서 조향이 용이하므로 소한 장소에서 운

용되는 이동로  랫폼으로 용되고 있다. 차륜형 역

진자에 있어서 몸체의 평형유지는 주행면의 경사각과 

무게 심의 치와 한 계가 있다. 차륜형 역진자

가 실제 응용분야에서 운용될 때, 주행환경의 변화에 

따라서 경사진 주행면이 주어지거나 동력원인 배터리 

교체, 장착된 장비의 재정리 등의 요인으로 무게 심이 

변동되는 상이 발생하게 된다. 이러한 다양한 환경변

화에 극 으로 처하고 고찰하기 해서 해당 운동

방정식이 유도될 필요가 있다. 경사면에서 주행하는 경

우, 차륜형 역진자는 평형을 유지하기 해서 경사각도

에 해당하는 특정한 구동토크 (18)를 발생시킬 필요가 

있으며, 무게 심 변동각이 존재할 경우 기울기 센서에

서 출력되는 몸체의 기울기 각도 에는 무게 심 변동

각도   만큼 각도차이 (19)가 포함된다. 기존 수 형 

역진자에는 진자가    에 하여 구동토크 특이

이 존재하는 반면에 차륜형 역진자에는 진자각도 

   에서도 (12) 와   (14) 에 한 구동토크의 

지배력이 유지되는 차별 이 있다.
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