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 ABSTRACT

 This paper presents an error-bounded B-spline fitting technique to approximate unorganized

data within a prescribed error tolerance. The proposed approach includes two main steps: least-

squares minimization and error-bounded approximation. A B-spline hypervolume is first

described as a data representation model, which includes its mathematical definition and the

data structure for implementation. Then we present the least-squares minimization technique for

the generation of an approximate B-spline model from the given data set, which provides a

unique solution to the problem: overdetermined, underdetermined, or ill-conditioned problem.

We also explain an algorithm for the error-bounded approximation which recursively refines the

initial base model obtained from the least-squares minimization until the Euclidean distance

between the model and the given data is within the given error tolerance. The proposed

approach is demonstrated with some examples to show its usefulness and a good possibility for

various applications.
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1. 서 론
 

일반적으로 데이터 근사의 궁극적 목표는 무작

위로 분포된 이산 형태의 입력 데이터를 근사적으

로 표현할 수 있는 효율적인 계산 모델을 생성하

는데 있다. 이 데이터 근사 기술은 과학 분야를 포

함하여 수많은 분야, 예를 들어 응용수학, 컴퓨터

과학, 지질학, 생물학, 공학, 심지어 경영 실무 등

의 분야에서 데이터 분석 및 가시화 등을 위한 기

반 기술로서 주요한 역할을 담당해왔다. 이들 분

야의 가장 대표적인 적용 사례들을 살펴보면 다음

과 같다. 1) CAGD 분야에서 곡선 접합과 곡면 근

사, 2) CAE 분야에서 유한요소 해석 후 계산된 응

력 데이터를 기반으로 임의 위치에서의 응력 계산

및 가시화, 3) 역공학 분야에서 3차원 스캐너에서

획득한 측정 점 군을 가지고 폴리곤 곡면 재건,

4) 의료분야에서 MRI 혹은 CAT 스캐닝 장비로부

터 추출한 의료 영상을 기반으로 인체 형상을 재

건, 5) 지질학 분야에서 측정된 지질 정보로부터
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등고선 등의 지도 생성, 6) CFD 분야에서 계산된

유동 데이터에서 와류와 같은 특이한 유동 구조

추출, 7) 최적화 분야에서 근사 최적화 구현에 필

요한 반응 표면 생성. 이러한 다양한 적용 사례들

의 성공 여부는 효과적인 데이터 모델링 혹은 근

사 방법에 있으며, 생성된 근사모델(기법)은 입력

데이터 내부에 숨어있는 특이 구조의 추출 및 분

석, 그리고 그래픽 처리를 통한 데이터 가시화 등

을 지원할 수 있어야 한다.

지난 수십 년 동안 연구 발표되어 왔던 기존의

근사화 모델(기법)들을 살펴보면 모든 응용 분야

에 적용 가능한 일반화된 형태의 근사화 기법은

없다[1,2]는 것이다. 즉 해당 분야의 특성에 따라 적

절한 근사화 방법을 찾아야 하며 또한 데이터의

차원, 크기, 분포, 순서 등에 의존하여 경우마다 그

결과가 다르다는 것이다. 한편, 데이터 근사화에

있어 중요한 성능 요소 중에 하나가 근사 정밀도

이다. 근사모델이 얼마나 정확하게 원시 데이터를

근사하고 있는가에 관한 문제로서 근사 정밀도를

정량적으로 평가하기 위해 보통 근사모델과 입력

데이터 사이의 L2-error 혹은 L∞-error 값을 계산한

다. 여기서 근사오차인 L2-error 혹은 L∞-error는 작

을수록 반드시 최선이 되는 것은 아니다. 근사 완

만성에 관한 요구 조건이 있다면 함께 고려되어야

하며, 이밖에 메모리 사용량, 계산 복잡성 및 안정

성 등에 관한 요구 사항도 고려되어야 한다.

본 연구에서는 근사 완만성과 정밀도를 함께 고

려하는 근사화 기법보다 근사 정밀도에 더 초점을

두어 사용자가 근사오차를 조절할 수 있도록 입력

데이터를 근사화하는 B-스플라인 기반의 유계오

차 근사기법(error-bounded approximation)을 제안

하고자 한다. 다차원 공간 상에 무질서하게 분포

된 이산형 입력 데이터 점이 존재하고, 이 데이터

위치에 다수 개의 데이터 값이 주어졌을 때, 이들

데이터와 근사모델 간의 근사오차가 주어진 허용

오차 범위 내에 존재할 수 있도록 B-스플라인 근

사모델을 생성하는 근사 기법에 관한 것이다. 본

연구에서 다루는 입력 데이터는 매우 일반화된 형

태의 무작위 데이터로서 적어도 데이터 특성에 제

한을 받는 기존 방법들과 차별화되며, 또한 이러

한 일반화 형태의 데이터에 관해 유계오차 근사화

를 시도하는 선행 연구로서 기존 관련 연구에서

찾아보기 힘든 특이성을 있다.

현재까지 알려진 대표적인 데이터 근사화 모델

로서 Shepard[3] 모델과 RBF(radial basis function)[4]

모델이 있다. Shepard 모델은 데이터 점과의 거리

에 반비례하는 가중치를 사용하여 데이터 값을 보

간하는 방식이다. 이 방식은 입력 데이터의 국부

적 수정 시 이를 반영시키기 위해 모든 데이터 점

에서의 가중치 값을 다시 계산해야 하는 커다란

문제점을 가지고 있다. 이러한 문제점을 해결하기

위해 Franke와 Nielson은 MQS(modified quadratic

Shepard)[5]을 제시하였는데, Shepard 방식에서 가

중치 계산을 국부화시켰고, 데이터 값 자리에 가

중치 최소자승법에 의해 계산되는 2차 다항식을

삽입하여 사용하였다.

RBF 모델은 일종의 볼륨 스플라인 모델로서 거

리 개념의 다양한 기저함수를 사용하며 주어진 입

력 데이터를 RBF 모델에 대입하여 미지의 계수를

계산함으로써 데이터 근사화를 완성한다. 이 방식

은 미지수 계산을 위해 유도된 선형대수 방정식의

행렬이 이론적으로 정칙 행렬이지만 수치적으로

불량조건(ill-conditioned) 문제이기에, 대용량 데이

터의 경우에 많은 계산 시간을 요구하며 안정되지

못한 수치 결과를 보여준다. 이러한 단점을 해결

하기 위해 CS-RBF(compactly supported RBF)[6] 모

델이 제안되었다. 이 모델은 기저함수의 영향 범

위를 기존 무한 영역에서 한정된 유한 영역으로

변경함으로써 국부적 성질을 가지게 하여 보다 안

정된 수치 계산을 유도한 것이다. 이밖에 데이터

표현 모델로서 Hardy의 multiquadratics[7] 모델을

있고, Duchon는 곡률 에너지 최소화 개념의 thin

plate splines[8]을 제안하였다.

 2. 근사화 표현모델

무작위 랜덤 데이터의 효율적 근사화를 위해 본

연구에서 사용한 근사화 표현모델은 B-스플라인

하이퍼볼륨(B-spline hypervolume)[9]이다. 이 표현

모델은 B-스플라인 곡선의 매개변수(parameter) 공

간을 한 차원 확장하여 B-스플라인 곡면을 정의하

듯이 매개변수 공간을 임의의 e 차원으로 확장한

매개변수 표현식이며, 나아가 B-스플라인 곡선 혹

은 곡면의 3차원 조정점(control point) 벡터의 크

기를 임의의 s개로 확장한 다속성의 벡터장을 기

술할 수 있는 하이퍼볼륨 표현모델이다.
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2.1 B-스플라인 표현모델 소개

본 연구에서 사용한 표현모델인 B-스플라인 하

이퍼볼륨은 다차원의 스칼라 장(scalar field)을 격

자 형태의 조정점 망(control net)에 의해 정의하는

일종의 텐서곱 스플라인(tensor product spline) 형

태를 갖는다. 아래의 식 (1)은 이 볼륨 표현모델의

수학적 정의를 보여주고 있다. 즉 e차원 유클리드

공간 Ee 상에 s개의 스칼라 장이 존재할 때, 이를

식 (1)의 B-스플라인 하이퍼볼륨 표현식에 의해 표

현할 수 있다.

 

 

(1)

 
여기서 uj는 e차원 유클리드 공간 상의 j방향 좌표

이며, 는 인덱스 좌표 ( )에 해

당하는 조정점을 나타낸다. nj와 kj는 uj 방향으로

의 조정점 개수 및 오더(order)를 말하고,

는 오더가 kj인 정규화된 B-스플라인 기

저함수(normalized B-spline basis function)로서 아

래의 절점 벡터(knot vector) 상에서 정의된다.

 
uj 방향 절점 벡터:

 

 
위의 식 (1)은 앞으로 소개될 근사법 알고리즘

의 간결한 수식 전개를 위하여 다음의 식 (2)와 같

이 간결한 표현 형태로 다시 쓸 수 있다.

 

(2)

여기서

 

2.2 자료구조 및 특징

본 연구에서 구현한 B-스플라인 하이퍼볼륨의

자료구조를 간략히 살펴보면 Table 1과 같다.

즉 자료구조의 구성요소로서 1) 유클리드 공간

의 차원, 2) 스칼라 장의 개수, 3) 각 방향의 조정

점 개수, 4) 각 방향의 B-스플라인 기저함수 오더

(order), 5) 각 방향의 절점벡터, 6) 총 N개의 조정

점(각 조정점은 s개 크기를 가진 배열임)가 있고,

이들에 의해 식 (1) 혹은 (2)가 정의된다. 그리고

각 구성요소가 요구하는 자료 개수는 Table 1과 같

으며 정수형 및 실수형 자료의 크기를 각각 4 bytes

라 할 때 식 (1) 혹은 (2)가 필요로 하는 메모리 크

기는 아래와 같이 계산된다.

 

 bytes

 3. 최소자승 근사기법
 

순서 없이 무질서하게 분포된 M개의 데이터 D

가 식 (3)과 같이 주어졌을 때, 이를 최소자승 근

사기법을 사용하여 식 (2)에 의해 근사적으로 표현

하는 B-스플라인 최소자승 근사기법 알고리즘[10]을

소개하고자 한다.

 
 

(3)

 
 여기서 xi는 데이터 위치(data site), fi는 데이터 값

(data value)라고 부른다.

A u1 … ue, ,( ) … Ai
1
…i

e

Ni
1
T
1

,

k
1

u1( )…Ni
e
T
e

,

k
e

ue( )
i
e

0=

n
e

1–

∑
i
1

0=

n
1

1–

∑=

Ai
1
…ie

R
s

∈ i1 … ie, ,

Nij Tj,

kj
uj( )

Tj tij
j( )

{ }ij 0=

ij nj kj 1–+=

= j 1 … e, ,=( )

A u( ) AINI u( )
I 0=

N 1–

∑=

N n1 …× ne×=

AI Aii…ie
=

NI u( ) Ni
1
T
1

,

k
1

u1( ) … Nie Te,

ke
ue( )××=

I i1 n1( )+ i2 n1 n2×( )+ i3 …+⋅ ⋅=

 n1 …× ne 1–×( ) ie⋅+

2 1 e+( )× nj kj+( )
j 1=

e

∑ s n1 …× ne×( )×+ +

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

4×

D xi fi,( ) xi E
e

fi R
s

∈,∈{ }= i 0 … M 1–, ,=( )

Table 1. Data structure of a B-spline hypervolume 

 Member data  Description  Data type  Number of data

e Space dimension  Integer  1

s Number of scalar fields or vector size of AI  Integer  1

 nj (j = 1,…, e) Number of control points (for the j-th direction)  Integer: 1d-array  e

 kj (j = 1,…, e) Order of B-spline function (for the j-th direction)  Integer: 1d-array  e

 Tj (j = 1,…, e) Knot vector (for the j-th direction)  Float: 2d-array

 

 AI (I = 0,…, N-1) Control points (cf: the symbol N denotes the total number.) Float: 2d-array  

nj kj+( )
j 1=

e

∑

s n1 …× ne×( )×
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식 (2)의 B-스플라인 하이퍼볼륨은 Table 1에서

기술한 바와 같이 6개의 구성요소에 의해 정의된

다. 즉 e, s, nj, kj, Tj, AI (여기서 j ∈ {1, …, e},

I ∈ {0, …, N–1})의 결정에 의해 식 (3)의 입력 데

이터를 근사하는 B-스플라인 하이퍼볼륨을 생성

한다. 각 요소의 결정 알고리즘은 다음과 같다.

 
○ e와 s의 결정

식 (3)의 M개의 입력 데이터로부터 e와 s가 자

동 결정된다.

 
○ nj의 결정

조정점 개수 N을 N = M/α에 의해 결정하고 식

(4)와 같이 N을 각 방향으로 균등하게 분배한다.

(4)

 여기서 α는 조정점 개수를 결정하는 파라미터로

서 본 연구 예제에서 α = 2, …, 20을 사용하였고,

조정점 개수와의 상관 관계는 4.2절에서 기술된다.

○ kj의 결정

식 (4)에서 구한 n1을 기준으로 식 (5)와 같이 결

정한다.

 
If  n1 < 4, set k1 = … = ke = n1

Else set k1 = … = ke = 4 (or cubic) (5)

○ Tj의 결정

3.1절에서 소개하는 절점벡터 결정 알고리즘에

의해 계산된다.

○ AI의 결정

3.2절에서 소개하는 조정점 결정 알고리즘에 의

해 계산된다.

3.1 절점 벡터의 결정

절점 벡터 Tj는 식 (3)의 입력 데이터 D에서 데이

터 위치(site)를 가리키는 

와 식 (4), (5)에서 결정된 nj와 kj

을 가지고 Fig. 1의 알고리즘[11,12]에 의해 계산된다.

알고리즘 서술 부분의 1) 첫 번째 For-루프는 입

력 데이터가 존재하는 공간 영역의 최소 위치와

최대 위치의 좌표 값을 찾는다. 2) 두 번째 For-루

프는 그 내부에 세 개의 For-루프를 가지고 있는

데 절점벡터의 앞부분, 중간부분, 뒷부분을 각각

계산한다.

3.2 조정점의 결정

조정점 AI는 다음의 식 (6)과 같은 최소자승 최

소화 문제의 해를 구함으로써 계산된다.

(6)

여기서 식 (6)은 선형대수 방정식 형태인 식 (7)과

같이 다시 작성할 수 있다.

(7)

여기서

n1 … ne int M/αe( )= = =

xi{ } xi
1( )

xi
2( )

… xi
e( )

, , ,{ }=

i 0 … M 1–, ,=( )

Minimize
AI

fi AINI xi( )
I 0=

N 1–

∑–
2

i 0=

M 1–

∑

Minimize
A{ }

f{ } N[ ] A{ }–
2

f{ } f0 … fM 1–, ,{ }
T

R
M s×

∈=

N{ } NI xi( )( )i I,[ ] R
M N×

∈=

A{ } A0 … AN 1–, ,{ }
T

R
N s×

∈=

Fig. 1 An algorithm for determining the knot vectors
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식 (7)의 미지수 {A}는 식 (2)의 조정점 AI로서

다음의 3가지 문제, 즉 과결정 문제, 미결정 문제,

불량조건 문제로 분류하여 결정한다. 각 문제의 해

는 앞으로 소개될 방법에 의해 계산되며, 결국 Fig.

2의 조정점 결정 알고리즘에 의해 식 (7)의 최소해

{A}를 얻는다.

○ 과결정 문제의 최소해

식 (7)에서 행렬 [N]의 계수(rank)가 rank[N] =

N이고 동시에 M ≥ N일 때 이를 과결정 문제라 한

다. 과결정 문제는 유일 해가 존재하며 이를 최소

자승 해라 부른다. 식 (7)의 목적함수가 양수이고

2차이므로 목적함수가 최소가 될 필요충분 조건은

식 (8)과 같이 편미분 식이 0일 때이다.

(8)

식 (8)의 미지수 {A}에 관해 정리하면 식 (9)을

구할 수 있고 이로부터 N개의 조정점을 계산한다.

(9)

○ 미결정 문제의 최소해

식 (7)에서 행렬 [N]의 계수(rank)가 rank[N] =

M이고 동시에 M < N 일 때 이를 미결정 문제라

한다. 미결정 문제는 목적함수 값이 0이 되게 하

는 최소 해가 무한 개 존재하는데 이것들 중에서

유클리드 노름(Euclidean norm)이 최소인 해를 구

한다. 이 해는 유일 해로서 최소노름 해라 부른다.

수치적으로 Pseudo-inverse 기법을 적용하면 식

(10)을 구할 수 있으며 이로부터 N개의 조정점을

계산한다.

(10)

위에서 소개한 과결정 문제와 미결정 문제는 모

두 행렬 [N]이 완전계수(full rank)일 때의 경우로

서 수치적으로 양호조건(well-conditioned)에 해당

하는 문제이다. 경험적으로 M >> N인 경우 또는

M << N인 경우에 양호조건 문제가 된다. 그러나

일반적인 경우에 행렬 [N]의 계수는 부족하다.

○ 불량조건 문제의 최소해

행렬 [N]의 계수가 부족할 경우, 즉 rank[N] <

min(M, N)일 경우, 일반적으로 식 (7)의 목적함수

값과 미지수의 유클리드 노름이 동시에 최소인

해를 찾는데 이를 불량조건(ill-conditioned) 문제

라 부른다. 본 연구에서는 SVD(singular value

decomposition) 알고리즘과 Pseudo-inverse기법을

사용하여 수치 해를 계산한다.

대개 불량조건은 행렬 [N]의 대각선 주변의 요

소 크기가 비대각선 요소의 크기에 비해 작을 때

흔히 나타나는데, 본 연구의 경우에 M ≈ N일 때

혹은 입력 데이터 {xi}가 비균일하게 분포되어 있

을 때(예: 데이터 공간 내부의 특정 영역에 {xi}가

집중) 자주 나타난다.

4. 유계오차 근사기법

4.1 유계오차 B-스플라인 근사기법

본 연구에서 해결하고자 하는 유계오차 데이터

근사화 문제는 식 (11)과 같이 기술할 수 있다. 즉

∂

∂A
------- f{ } N[ ] A{ }–

2

 2
∂

∂A
------- f{ }( N[ ] A{ }) f{ } N[ ] A{ }–( )⋅–=

 2 N[ ]
T

f{ } N[ ] A{ }–( ) 0= =

A{ } N[ ]
T

N[ ]( )
1–

N[ ]
T

f{ }=

A{ } N[ ]
T

N[ ] N[ ]
T

( )
1–

f{ }=

Fig. 2 An algorithm for determining the control points 
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식 (3)의 무작위 데이터 D = {Di | i = 0, …, M –1}

가 주어졌을 때, 각 데이터 위치 xi에서의 데이터

값 fi = f(xi)과 그 위치에서의 식 (2)의 함수 값 A(xi)

사이의 유클리드 거리(오차) 가

모든 i에 대해 주어진 허용오차 내에 존재하

도록 A(u)을 결정하는 데이터 근사화 문제이다.

(11)

여기서 는 절대오차 개념의 주어진 허용오차

를 나타내며, 는 데이터 값의 범위 

을 기준으로 정의한 상대오차 개념의 허용오차를

나타낸다.

본 연구에서 제시하는 유계오차 B-스플라인 근

사법은 아래와 같이 4가지 과정에 의해 간략히 요

약된다.

○ Step (1): 초기 근사모델의 생성

○ Step (2): 최대오차 발생 부위에 절점 삽입

○ Step (3): 최대오차 감소를 위해 조정점 수정

○ Step (4): 최대오차가 허용오차보다 작을 때

까지 Step 2)~4)의 반복 수행

각 과정의 상세한 내용을 살펴보면 다음과 같다.

○ Step (1): 3절에서 기술한 최소자승 근사기법

을 사용하여 초기 근사모델 A(u)를 생성한다.

○ Step (2): 오차를 감소시키기 위해 절점을 삽

입한다. 절점이 삽입되면 조정점 개수가 증가하고

그 만큼 A(u)의 표현 능력이 향상되므로 오차를

감소시킬 수 있다. 절점 삽입 위치는 Fig. 3과 같

이 최대오차 발생 지점인 ξj가 절점 벡터 Tj에서

새로운 절점 노드(Greville abscissa)[13]가 되도록 결

정한다. 여기서 j 는 j = 1, …, e로서 각 방향의 절

점 벡터에서 절점 삽입이 수행된다. Fig. 3에서 kj =

4일 때 삽입할 절점 는 이고,

절점 삽입 후 절점 벡터 Tj는 아래의 세 가지 경우

중에 하나가 된다.

(12)

만약 가  또는 라면 절점 삽입 위

치에 이미 절점이 존재이므로 절점 삽입은 필요

없다. 참고로 절점 노드란 조정점 근방에 존재하

는 매개변수로서 조정점 Ai의 절점 노드 는 식

(13)과 같이 kj – 1개의 절점들을 평균하여 구한다.

(13)

○ Step (3): 각 절점 벡터에서 절점 삽입 후, 최

대오차 δmax = 를 감소시키기 위해 절

점 노드 ξ에 해당하는 조정점 Am를 ∆Am만큼 변경

한다. 여기서 조정점 인덱스 m과 ∆Am은 각각 식

(14)와 (15)로부터 구한다.

(14)

(15)

○ Step (4): 수정된 A(u)에서 다시 최대오차 δmax

을 찾고 허용오차 δTOL와 비교한다. 만약 δmax < δTOL

라면 모든 근사법 과정은 종료되고, 그렇지 않으

면 반복 수행을 위해 Step (2)로 간다.

이상의 유계오차 B-스플라인 근사법은 Fig. 4와

같은 반복순환 알고리즘에 의해 구현된다. 위에서

설명한 4가지 과정의 알고리즘 내의 해당 위치는

다음과 같다. Step (1)은 Construct A(u), Step (2)

는 Repeat 루프 내의 For 루프, Step (3)은

Compute & Set, 그리고 Step (4)는 Repeat 루프

δi f xi( ) A xi( )–=

δTOL

f xi( ) A xi( )– δTOL i 0 … M 1–, ,=( )<

or f xi( ) A xi( )– εTOL fmin fmax–×<( )

δTOL

εTOL fmin fmax–

t̂ t̂ 3ξj ti
j( )

ti 1+

j( )
+( )–=

Tj … t̂ ti
j( )

ti 1+

j( )
…, , , ,{ }=

Tj … ti
j( )

t̂ ti 1+

j( )
…, , , ,{ }=

Tj … ti
j( )

ti 1+

j( )
t̂ …, , , ,{ }=

t̂ t̂ ti
j( )

= t̂ ti 1+

j( )
=

ξj

Ai

ξj

Ai
ti 1+

j( )
… ti kj 1–+

j( )
+ +

kj 1–
-------------------------------------=

f ξ( ) A ξ( )–

m m1 n1( )m2 n1n2( )m3 … n1…ne 1–( )me+ + + +=

Am∆
f ξ( ) A ξ( )–

Nm ξ( )
-------------------------

f ξ( ) A ξ( )–

Nm
1
T
1

,

k
1

ξ1( ) …× Nme Te,

ke
ξe( )×

--------------------------------------------------------------= =

Fig. 3 Knot insertion for the maximal error’s data site

 to be Greville abscissa. The symbol

 denotes the inserted knot

ξj ti
j( )
ti 1+

j( ),[ ]∈
t̂
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내의 종료조건 δmax < δTOL 및 Find문에 해당된다.

4.2 제시 알고리즘의 성능 분석

본 연구에서 제시하는 유계오차 근사법은 최소

자승 근사기법[10]에 의해 생성한 초기 근사모델을

기반으로 절점 삽입 및 조정점 수정의 반복 과정

을 통하여 주어진 허용오차를 만족하는 최종의 근

사모델을 얻는다. 여기서 최종 근사모델의 조정점

개수는 본 연구 알고리즘의 성능을 측정할 수 있

는 주요 요소로서 초기 근사모델의 조정점 개수와

관련이 많다. 즉 초기 근사모델의 조정점 개수를

결정할 때 사용하는 식 (4)의 α 값 설정에 의해 최

종 근사모델의 조정점 개수 N이 결정된다. 적절한

α 값의 선택은 허용오차를 만족하는 효율적인 최

종 근사모델의 생성을 위하여 중요하며 본 연구

알고리즘의 성능에도 영향을 준다. Fig. 5는 5.1절

의 적용 예제인 face모델에 관하여 주어진 허용오

차 별로 α 값 변화 (α = 2~10)에 따른 최종 근사

모델의 조정점 개수 N의 변화를 보여주고 있고, 

Fig. 6(a)는 같은 모델에 대하여 각 α 값 별로 허

용오차 변화에 따른 N의 변화를 보여주고 있다.

이 그림으로부터 α 값과 N 사이의 상관 관계를 분

석해 보면 다음과 같다.

1) α 값이 작을수록 초기모델의 N은 커지며 그

만큼 표현능력이 커져서 절점 삽입 없이도 허용오

차를 만족시켜 줄 가능성이 커진다. 여기서 허용

오차가 클수록 작은 N으로도 오차를 만족시켜 줄

수 있는데 큰 N을 쓸 가능성이 많아져서 메모리

낭비가 가능하다. 반대로 허용오차가 작을수록 N

의 활용도가 높아지며 절점 삽입 없이 초기모델만

가지고 오차를 만족시켜 줄 가능성이 높아진다.

2) α 값이 클수록 초기모델의 N은 작아지며 표

현능력이 작아져서 그 만큼 절점 삽입을 해야 허

용오차를 만족시켜 줄 가능성이 커진다. 절점 삽

입을 통해 생성된 조정점으로 최대오차 발생 부위

의 근사오차 값은 줄일 수 있으나 허용오차보다

큰 오차를 갖는 여타 데이터 점의 오차는 줄이지

Fig. 4 An algorithm for error-bounded approximation 

Fig. 5 Control parameter α affecting the number of

control points 
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못하기 때문에 이들의 오차를 줄이기 위해선 최악

의 경우 이들의 개수 규모만큼 절점을 삽입해야

한다. 여기서 허용오차가 작을수록 이들 개수가 증

가하므로 최종 조정점의 개수 N이 증가한다. 반대

로 허용오차가 클수록 작은 N만으로도 충분히 오

차를 만족시켜 줄 가능성이 높아진다.

3) 결국 α 값은 주어진 허용오차의 크기에 의

존하여 결정되어야 한다. 즉 허용오차가 크면 α

값을 크게, 허용오차가 작으면 α 값을 작게 설정

해 주어야 한다. Fig. 6에서 허용오차가 εTOL =

0.01~0.001일 때 허용오차가 크기 때문에 N이 α

값에 둔감하여 크게 증가하지 않으나, 반대로 허

용오차 εTOL = 0.001~0.00001일 때 허용오차가 작

으므로 N은 α 값에 민감하여 α 값이 클수록 크

게 증가한다.

한편, 본 연구 알고리즘의 계산 성능을 메모리

사용량 측면과 계산 시간 측면에서 살펴보면 다음

과 같다. 메모리 사용량은 최종 모델이 요구하는

메모리 크기로 2.2절의 메모리 크기 계산 식에 의

해 측정할 수 있는데 가장 큰 부분을 차지하고 있

는 조정점 개수 N에 의해 그 크기를 간접적으로

확인할 수 있다. Fig. 6은 5.1절의 적용 예제인 face

모델과 hand 모델에 관해 주어진 허용오차가 0.00001

~0.01일 때 사용된 조정점 개수 N를 보여주고 있

다. Fig. 6과 같이 허용오차가 작을수록 N 값이 기

하 급수적으로 증가함을 알 수 있다.

계산 시간은 초기 근사모델 및 반복 수행에 의

한 최종 근사모델 생성 시까지의 총 소요 시간을

초 단위로 측정한 것으로 Fig. 6의 두 모델에 관하

여 측정하였고 그 결과는 Fig. 7과 같다. 허용오차

가 작을수록 요구되는 계산 시간은 증가하며 또한

α가 클수록 계산 시간이 증가함을 확인할 수 있

다. 참고로 본 연구의 모든 계산 작업은 3.06GHz

Intel Xeon CPU에서 수행되었다.

5. 적용예제 및 토의

본 연구에서 개발한 유계오차 근사화 기법의 적

합성, 유용성 등을 확인하고, 다분야로의 확장 가

능성 등을 보이기 위해, 본 연구 방식을 다음의

3가지 예제 문제에 적용해 보았다.

Fig. 6 Number of control points required for the given

error tolerance: (a) M = 251; (b) M = 501 

Fig. 7 Computation time (seconds) required for the

given error tolerance: (a) M = 251; (b) M = 501
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□ 1D 문제: 곡선 접합 문제(e = 1, s = 2인 경우)

□ 2D 문제: 2차원 수학 함수의 근사 문제(e =

2, s = 1인 경우)

□ 3D 문제: 폴리곤 곡면의 재건 문제(e = 3, s =

1인 경우)

5.1 곡선 접합(curve fitting)

본 연구에서 다루는 곡선 접합 문제의 입력 데

이터는 아래와 같다.

D = { (ui, xi, yi) | ui, xi, yi ∈ R1 , i = 0, …, M – 1}

여기서 ui는 독립변수로서 데이터 위치를 나타내

고, (xi, yi)는 종속변수로서 데이터 값을 의미한다.

평면 상에 존재하는 B-스플라인 곡선의 경우와 같다.

첫 번째 예제는 Fig. 8과 같이 face 모델로서 입

력 데이터 개수가 M = 251이고, B-스플라인 근사

모델 생성을 위해 k = 4, α = 20을 사용하였다.

Fig. 8에서 빨간색 점은 입력 데이터 점이고, 검은

색 곡선은 최종 근사모델이며, 회색 폴리라인은 근

사모델의 조정점 다각형이다. 그리고 빨간 점과 검

은색 곡선 사이의 녹색 선분이 근사오차를 가시화

한 결과이다. 

Fig. 8에서 허용오차가 작을수록 조정점 개수 N

은 증가하며 그만큼 근사오차를 표시하는 녹색 선

분이 점차 사라짐을 확인할 수 있다.

두 번째 예제는 Fig. 9에서 보는 바와 같이 hand

모델로서 M = 501이고, k = 4, α = 20을 사용하였

다. 첫 번째 예제와 유사하게 허용오차가 작아질

수록 근사오차의 크기를 보여주는 녹색 선분이 점

차 사라짐을 확인할 수 있다.

5.2 2차원 수학 함수의 근사

2차원 유클리드 공간 상에 산만하게 분포된 M

개의 데이터 샘플 점 (xi, yi)와 그 위치에서의 데이

터 값 f (xi, yi)이 주어졌을 때, 이것을 본 연구 방

식에 의해 근사화 하였을 때 얻은 결과를 사용한

허용오차와 함께 살펴보면 Fig. 10과 같다. 여기서

데이터 값은 아래와 같은 Franke[2]의 2차원 테스

트 함수를 사용하였다. 이 함수는 분산(scattered)

데이터 모델링[2] 분야에서 테스트 함수로서 자주

언급되는 함수 중에 하나이다.

Fig. 8 A curve fitting example of a face model (k = 4,

M = 251 used): (a) N = 12; (b) N = 16; (c) N = 26;

(d) N = 36 

Fig. 9 A curve fitting example of a hand model (k = 4,

M = 501 used): (a) N = 25; (b) N = 46; (c) N = 59

(d) N = 122  
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Fig. 10에서 M = 500이고 B-스플라인 근사모델

생성을 위해 k1 = 4, k2 = 4을 사용하였다. Fig. 10

(a)는 테스트 함수와 입력 데이터를 보여주고 있

고, (b)는 εTOL = 0.1, α = 10을 사용했을 때의 근

사 결과를, (c)는 εTOL = 0.01, α = 5을 사용했을 때,

(d)는 εTOL = 0.001, α = 2을 사용했을 때의 결과를

보여주고 있다. 각 결과 그림에서 녹색 선분은 근

사오차의 크기를 가시화한 결과인데 허용오차가

작아질수록 조정점 개수는 증가하나 그 만큼 근사

오차를 의미하는 녹색 선분의 크기가 작아짐을 확

인할 수 있다.

5.3 폴리곤 곡면의 재건(surface reconstruction)

3차원 스캐너로부터 획득한 점 군 데이터로부터

삼각형 메쉬 형태의 폴리곤 곡면을 재건하는 데

f x y,( ) 0.75exp
9x 2–( )

2
9y 2–( )

2
+

4
--------------------------------------------–=

 0.75exp
9x 1+( )

2

49
--------------------

9y 1+( )

10
------------------––+

 0.5+ exp
9x 7–( )

2
9y 3–( )

2
+

4
--------------------------------------------–

0.2exp 9x 4–( )
2

– 9y 7–( )
2

–[ ]–

Fig. 10 A fitting example of a Franke test function

where the function range is [0.0, 1.3] (k1 = k2 =

4 used): (a) M = 500; (b) N = 7 × 7; (c) N = 16

× 16; (d) N = 25 × 25

Fig. 11 Surface reconstruction of a shoelast model (k1 =

k2 = k3 = 4 used): (a) M = 5,318; (b) N = 9 × 9 ×

9; (c) N = 12 × 12 × 12; (d) N = 22 × 22 × 22 

Fig. 12 Surface reconstruction of a head model (k1 = k2
= k3 = 5 used): (a) M = 11,486; (b) & (d) N = 20

× 20 × 20; (c) & (e) N = 41 × 41 × 41 
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본 연구 방식이 활용될 수 있음을 Fig. 11과 12의

적용 예제를 통하여 확인할 수 있다. 먼저 본 연구

에서 수행한 곡면 재건 절차를 간략히 기술하면

아래와 같다.

○ 폴리곤 곡면 재건 절차

1) 측정된 각 점에서의 데이터 값을 모두 특정한

상수 값으로 설정하여 아래의 입력 데이터를 구성

한다.

D = {(xi, yi, zi, fi = C) | i = 0, …, M–1}

여기서 (xi, yi, zi)는 독립변수로서 측정 점의 좌표

값이고, fi = C는 종속변수로서 데이터 값을 나타

낸다. 여기서 C는 특정한 상수 값을 의미한다.

2) 측정 점 군 내부 혹은 외부 영역에 일정 개수

의 점을 추가하고 그 데이터 값이 fi = C + disti가

되도록 설정한 후 입력 데이터에 추가한다. 여기

서 disti는 추가 점이 내부 영역에 존재할 때 양의

값을, 외부 영역에 존재할 때 음의 값을 설정한다.

3) 본 연구 방식을 사용하여 입력 데이터로부터

B-스플라인 근사모델을 생성한다. 참고로 생성된

근사모델은 등위(level set) 곡면[14]의 성질을 갖는다.

4) Marching Cubes[15] 방법을 사용하여 생성된

근사모델에서 폴리곤 곡면을 추출한다.

첫 번째 적용 예제는 Fig. 11과 같이 구두골

(shoelast) 모델로서 M = 5,318이고 k1 = k2 = k3 = 4

를 사용하였다. Fig. 11(a)는 입력 데이터인 측정

점 군의 모습이고, (b)는 3절에서 소개한 최소자

승 근사법에 의해 생성한 초기 근사모델의 결과

이다. 그리고 (c)와 (d)는 (b)의 초기모델에 각각

εTOL = 0.007과 εTOL = 0.005를 적용하였을 때의 근

사 결과를 보여주고 있다. 그림에서 녹색 선분은

근사오차의 크기를 의미하며 허용오차가 작아질

수록 작아짐을 확인할 수 있다.

두 번째 적용 예제는 Fig. 12와 같이 두상 모델

로서 M = 11,486이고 k1 = k2 = k3 = 5를 사용하였

다. Fig. 12(a)는 입력 데이터 점을, (b)와 (d)는

εTOL = 0.006일 때의 근사 결과를, (c)와 (e)는 εTOL =

0.005일 때의 근사 결과를 보여주고 있다. 그림에

서 녹색 선분은 근사오차의 크기를 나타난다. Fig.

12(b)와 (c)에서 귀 부분의 차이를 비교할 수 있

고, (d)와 (e)에서 인중 부분의 차이를 비교할 수

있다. 즉 허용오차가 작을수록 근사모델이 입력 데

이터에 근접하고 있음을 확인할 수 있다.

6. 결 론

본 연구에서는 무작위로 산만하게 분포된 M개

의 입력 데이터를 주어진 허용오차 범위 내에서

근사화하는 유계오차 B-스플라인 근사법에 관해

소개하였다. 먼저 근사화 표현 모델로서 B-스플라

인 하이퍼볼륨에 관해 소개하였고, 이에 기반을 둔

근사화 기법으로서 최적화 형태의 최소자승 근사

기법에 관해 기술하였다. 그리고 입력 데이터와 근

사모델 간의 최대 오차가 주어진 허용오차를 넘지

못하도록 최소자승법에 의해 생성된 초기 근사모

델을 수정하는 유계오차 B-스플라인 근사기법에

관해 설명하였다. 또한 적용 예제로서 곡선 접합

문제, 2차원 수학 함수의 근사 문제, 그리고 폴리

곤 곡면 재건 문제에 관해 본 연구 유계오차 기법

의 수행 결과를 제시하였다.

본 연구에서 제안하는 유계오차 B-스플라인 접

근 방식의 주요 특징을 살펴보면 다음과 같이 요

약된다.

○ 데이터 복잡성에 무관: 본 연구 유계오차 B-

스플라인 근사법은 입력 데이터의 순서, 개수, 그

리고 분포 형태에 제한을 받지 않는다.

○ 계산 복잡성 및 안정성 제공: 과결정 혹은 미

결정 문제에 무관하며, 불량 조건의 문제라도 안

정된 근사 결과를 제공한다.

○ 국부수정 가능: 기존 데이터가 일부 변경되

거나 새로운 데이터가 추가되었을 때, 기존 근사

모델의 재생성 없이, 해당 조정점의 변경 혹은 이

것에 의해 해결되지 않을 경우 절점 삽입에 의한

조정점의 추가 및 수정 등을 통하여 효율적으로

처리할 수 있다.

○ 다양한 활용 분야로의 유용성: 본 연구 적용

예제가 비록 1차원~3차원의 경우만을 다루었지만

공간 차원 수(e)에 무관하며 나아가 스칼라 장의

개수(s)에도 무관하다. 또한 e개의 독립변수, s개의

종속변수 각각은 적용 분야에 의존하여 그 물리적

의미가 다를 수 있지만 수학적 관점에서 제안 기

법의 적용에 있어 특별한 제한이 없다. 즉 해당 분

야에서 독립변수와 종속변수를 구별하여 사용한
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다면 적용 분야의 특성에 무관하게 본 연구 기법

을 활용할 수 있다.

한편 향후 연구 과제로서 아래의 문제 해결이

필요하다.

○ 최소의 조정점 개수: 부적절한 α의 선정으로

과대한 조정점 개수를 갖는 근사모델이 생성될 수

있다. 경험에 의존하지 않는 적절한 α 선정에 관

한 추가 연구가 필요하다. 

○ 근사 정밀도와 근사 완만성: 근사 정밀도와

완만성은 상호 배타적 모순 관계에 있다. 적절한

초기 근사모델의 생성을 통하여 근사 완만성을 달

성할 수 있고, 본 연구 유계오차 방식에 의해 근사

정밀도를 달성할 수 있다. 그러나 완만한 초기 모

델은 유계오차 방식에 의해 변경되어 최종 모델의

완만성을 보장받지 못한다. 결국 근사 완만성과 정

밀도 사이의 충돌 문제를 해결하기 위해선 초기

모델과 최종 모델 간의 적절한 가중치 결합이 필

요하다.
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