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면내회전자유도를 갖는 4절점 곡면 쉘요소

A Four-node General Shell Element with Drilling DOFs

정근영1) ･ 김재민2) ･ 이은행3)

Chung, Keun Young ･ Kim, Jae Min ･ Lee, Eun Haeng

국문 요약 >> 이 연구에서는 감절점쉘요소의 개념에 근거한 새로운 4절점 곡면 쉘요소를 제시하였다. 회전장이 독립변수로 도입된 범

함수에 의하여 면내회전자유도를 도입함으로써 개발된 쉘요소에서는 절점당 6자유도를 갖도록 하였다. 아울러 쉘요소의 면내거동 개선을 

위하여 4개의 비적합변위형에 의한 비적합변위를 면내방향의 변위성분에 추가하였으며, 면외거동 개선을 위하여 대체전단변형률장이 적

용되었다. 이 연구에서의 비적합변위형의 수치적 구현에 있어서 일정한 변형률상태를 표현할 수 있도록 하기 위하여 비적합변위형의 직접

수정법이 적용되었다. 이렇게 정식화된 쉘요소 강성행렬의 수치적분에 있어서는 부피적분을 위하여 9점 적분법이 사용되었다. 개발된 

쉘요소는 바람직하지 못한 영에너지모드를 갖지 않으며, 일정한 변형률 상태를 표현할 수 있음을 확인하였다. 개발된 4절점 곡면 쉘 요소

에 대한 다양한 수치예제를 통한 검증 결과, 전반적으로 양호한 거동을 보여주고 있음을 확인하였다.

주요어 4절점 곡면 쉘요소, 면내회전자유도, 비적합변위, 대체전단변형률장, 직접수정법

ABSTRACT >> In this study, a new 4-node general shell element with 6 DOFs per node is presented. Drilling rotational 
degrees of freedom are introduced by the variational principle with an independent rotation field. In formulation of the element, 
substitute transverse shear strain fields are used to avoid shear locking, while four nonconforming modes are applied in the 
in-plane displacement fields as a remedy for membrane locking. In addition, a direct modification method for nonconforming 
modes is employed in the numerical implementation of nonconforming modes to represent constant strain states. A 9-points 
integration rule is adopted for volume integration in the computation of the element stiffness matrix. With the combined use 
of these techniques, the developed shell element has no spurious zero energy modes, and can represent a constant strain state. 
Several numerical tests are carried out to evaluate the performance of the new element developed. The test results show that 
the behavior of the elements is satisfactory.

Key words 4-node general shell element, Drilling rotational degrees of freedom, Nonconforming displacement, Substitute 
transverse shear strain field, Direct modification method for nonconforming modes

1. 서 론

종래에는 원전구조물의 내진설계를 위한 설계 층응답스

펙트럼을 산정하기 위하여 Frame 요소를 이용하는 방법이 

많이 사용되어 왔으나, 내진설계 과정이 고도화됨에 따라 

그림 1과 같은 쉘요소(Shell Element)를 이용한 3차원 해석

모형의 사용이 증가하고 있다. 쉘요소는 다른 유한요소에 

비해 거동특성이 복잡하므로 최근까지도 지속적으로 개선

이 이루어졌으며, 면내회전자유도가 포함된 쉘요소의 경우 

80년대 후반 이후에 본격적으로 연구되기 시작하였다.(1-17)

한편 2007년 개정된 SRP 기준
(18)

에 따라 거의 모든 부지

에 대한 지반-구조물 상호작용 (SSI, Soil-Structure Interaction) 

해석이 일반화됨에 따라 원전시설물의 내진설계분야에서 

이에 대한 해석 수요가 크게 증가하고 있다. 하지만, 기존의 

지명도 있는 SSI용 해석프로그램들이 1980년대에 개발된 

점을 볼 때 이들 프로그램에서 최신의 쉘요소 연구 결과들

을 반영하지 못할 수 있다고 판단된다. 따라서, 최근의 쉘요

소를 이용한 내진해석 추세를 반영하기 위해서는 SSI 해석

용 특수프로그램에서도 정확성 향상을 위하여 최신의 쉘요
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<그림 1> 쉘요소를 이용한 원전구조물의 3차원 모델링 예

소 기법을 적용할 필요성이 있다. 이러한 이유로 이 연구가 

시작되었으며, 이 논문에서는 국내에서 SSI 해석용 특수프

로그램으로 개발된 KIESSI-3D(19)
에 추가될 쉘요소의 정식

화와 검증과정을 기술하였다.

이 연구에서는 감절점쉘요소(Degenerated Shell Element)

의 개념에 근거하여 쉘요소를 정식화하였으며, 회전장이 독

립변수로 도입된 범함수(Functional)에 의하여 면내회전자

유도(Drilling Rotational Degrees of Freedom)를 도입함으

로써 절점당 6자유도를 갖는 쉘요소를 개발하였다. 쉘요소

의 면내거동(In-plane Behavior) 개선을 위하여 4개의 비적

합변위형(Nonconforming Displacement Modes)에 의한 

비적합변위를 면내방향의 변위성분에 추가하였고, 면외거동

(Out-of-plane Behavior) 개선을 위하여 대체전단변형률장

(Substitute Shear Strain Field)을 적용하였다. 그리고 비적

합변위형을 구현하기 위하여 비적합변위형의 직접수정법

(Direct Modification Method)을 적용하였으며, 쉘요소의 

부피적분을 위한 수치적분에는 9점 적분법(9-points Integration 

Rule)이 사용되었다.

이 연구에서의 쉘요소와 가장 관련성이 큰 기존의 연구로

는 최창근 등
(1),(7),(8)

의 회전자유도를 갖는 8절점 입체요소

(Solid Element)가 있다. 회전자유도를 갖는 입체요소의 정

식화에 사용된 비적합변위형의 직접수정법과 회전자유도의 

도입방법이 쉘의 면내거동 개선을 위해 거의 동일하게 적용

되었다.

백종균
(2)
의 면내회전자유도를 갖지 않는 감절점쉘요소의 

경우 면외거동을 개선하기 위해서 대체전단변형률장이 사

용된 것은 이 연구에서의 접근방법과 동일하나, 백종균은 

면내거동을 개선하기 위해서는 대체막변형률장(Assumed 

Membrane Shear Strain)을 사용하였고, 이 연구에서는 면

내거동의 개선을 위해서 비적합변위형만 적용하였다.

이태열
(3) 쉘요소의 경우 최창근

(1)
의 입체요소 정식화에서

의 회전자유도 도입방법과 비적합변위형의 직접수정법을 

적용하고, 강성행렬의 부행렬(Sub-matrix)별로 다른 수치적

분을 적용함으로써 편평한 쉘요소(Flat Shell Element)를 

구성하였다. 이태열의 쉘요소는 평판요소의 회전장에 비적

합변위형을 적용하고 추가적으로 대체전단변형률장을 적용

하였으나, 이 연구에서는 쉘요소의 면외거동개선을 위해서

는 대체전단변형률장만 사용하였다.

위에서 언급한 비적합변위장을 적용한 기존의 연구들에

서는 전체좌표계 방향의 변위장에 비적합변위를 추가 적용

하던 방식이었으나, 이 연구에서는 곡선좌표계인 자연좌표

계 방향의 변위장에 비적합변위를 적용하였다. 이러한 자연

좌표계방향 변위장에 비적합변위를 추가함에 따라 곡면을 

갖는 쉘요소에서 면내방향으로만 비적합변위형을 적용하는 

것이 가능하게 되었다.

2. 곡면 쉘요소의 정식화

2.1 기본가정 및 좌표계

이 연구에서 사용한 쉘요소의 정식화에 있어서 변형전 중

립면(Neutral Surface)에 수직인 직선면은 변형 후에도 직

선을 유지하는 것으로 가정하고, 중립면에 수직방향으로 작

용하는 응력에 의해 생성된 변형에너지는 무시하였다.

이 연구에서는 감절점 쉘요소의 기본 개념을 이용하여 편

평하지 않은 4절점 쉘요소를 개발하였으나, 쉘요소의 형상

을 정의함에 있어서 쉘요소의 중립면에 위치한 4개 절점에

서의 좌표와 두께를 이용하여 그림 2와 같이 쉘요소의 기하

학적 형상을 정의하였다.

감절점쉘요소의 경우 쉘요소의 상면과 하면에서의 좌표

차이를 이용하여 쉘 두께방향을 정의하는 것이 보통이다. 

하지만 이러한 접근방법은 일반적으로 널리 사용되는 상용 

소프트웨어에서의 입력방식과 달라 상용 유한요소프로그램

의 모델링 기능을 이용하기 곤란한 단점을 갖는다. 따라서 

이 연구에서는 쉘의 기본적인 정식화과정은 감절점쉘요소

의 접근법을 이용하지만, 각 절점에서의 두께방향은 절점좌

표로부터 정의되는 중립면에 수직한 방향으로 가정하고, 가

정된 쉘두께 방향벡터와 두께값을 이용하여 쉘의 윗면 및 

아랫면의 형상을 정의하였다.

이 연구에서의 쉘요소 정식화에 있어서 다음과 같은 4 종

류의 좌표계를 사용하였다.

 2.1.1 전체좌표계

구조물의 기하학적 형상을 정의하기 위해 사용된 직각좌

표계(Cartesian Coordinate System)이다. 전체좌표계를 이
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<그림 2> 쉘요소의 기하학적 형상 및 자연좌표계
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<그림 3> 절점 I에서의 절점좌표계 개념도

용하여 구조물의 강성행렬 및 하중벡터의 조립이 이루어지

며, 이 좌표계에서 운동방정식의 해를 구한다.

 2.1.2 자연좌표계

자연좌표계(Natural Coordinate System)는 그림 2와 같

이 쉘요소의 중립면에 따른 곡선좌표계(Curvilinear Coordinate 

System)  및 와 쉘요소의 두께방향에 대한 좌표축 로 

이루어진다. 이 자연좌표계에서는 ,  및 값이 -1에서 +1 

사이의 값을 갖는다.

 2.1.3 절점좌표계 
 

 
 

절점좌표계는 쉘 요소의 중립면에 위치한 절점에서 정의

되는 좌표계이다(그림 3).  절점의 중립면에 수직한 단위벡

터 
는 자연좌표계 축 및 축에 접하는 벡터의 벡터곱

(Cross Product)으로부터 정의한다.

전체좌표계상의 좌표 ,  및 를  (즉, ,  및 )

로 표현하고, 전체좌표계의 각 방향의 기저벡터(Base 

Vector)를 각각 ,  및  (혹은  ,  및 )라고하면 

전체좌표계상의 임의 점에서의 위치벡터 는 로 

표현할 수 있다. 전체좌표계로 표현된  절점의 좌표를 


라고하면  절점에서 중립면에 수직한 단위벡터 
는 다음

과 같이 정의할 수 있다.


∥× ∥

×   (1)

여기서

 ≡

 



,  ≡

 



 (2)

여기서 연산자 ×는 벡터곱이며, ⋅은 벡터의 Norm으로

서 벡터의 크기이다. 이렇게 계산된 벡터 
는  절점의 절

점좌표계를 표현하는 추가적인 단위벡터 
 및 

를 정의

하는데 사용된다. 만약 
가 전체좌표계의 방향의 기저벡

터인 와 평행하다면 
  로 정의하고, 그 외의 경우는 

다음의 식에 의해 
벡터를 정의한다.


∥×∥

×


  (3)

절점좌표계를 표현하는 
 벡터는 위에서 정의한 

와 


를 이용하여 다음과 같이 정의한다.


 

 ×
 (4)

따라서 
, , 로 표현되는 절점좌표계는 직교좌표

계(Orthogonal Coordinate System)이다.

 2.1.4 국지좌표계′′′ 
국지좌표계(Local Coordinate System)는 각 적분점에서 

응력과 변형률을 계산하는데 사용하는 직교 좌표계이다. 쉘

요소의 경우 쉘의 두께방향인 국지좌표계 ′방향으로의 수

직응력 ′가 영(즉, ′ )이라는 가정에 근거하여 요소의 

정식화가 이루어지므로 국지좌표계에서 응력과 변형률의 

관계를 정의하는 것이 보통이다. 이 연구에서는 절점위치에

서는 국지좌표계와 절점좌표계가 일치하도록 정의하였으며, 

절점위치가 아닌 요소 내 임의의 중립면 위치에서 절점좌표

계는 절점좌표계와 유사하게 정의된다.

국지좌표계 ′방향의 기저벡터 ′는 자연좌표계 축 및 

축에 접하는 벡터의 벡터곱으로 정의한다.
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′ ∥ ×∥
 ×  (5)

여기서

 ≡

   (6)

위의 식에서 는 자연좌표계를 첨자로 표시한 것이며, 

  ,   ,   의 의미로 사용되었다.

만약 ′가 전체좌표계 방향의 기저벡터인 와 평행하

다면 ′ 로 정의하고, 그 외의 경우는 다음 식에 의해 

′벡터를 정의한다.

′ ∥ × ′∥
 × ′  (7)

또한, 임의 위치에서의 국지좌표계 ′방향의 기저벡터 ′
는 다음과 같이 산정한다.

′ ′×′  (8)

국지좌표계와 전체좌표계 사이의 좌표변환을 수행하는 

방향여현행렬(Direction Cosine Matrix) 는 국지좌표계

의 단위 기저벡터를 이용하여 다음과 같이 정의할 수 있다.

  ′ ′ ′ (9)

2.2 쉘요소의 정식화를 위한 변분법

이 연구에서는 쉘요소의 면내회전자유도를 도입하기 위

하여 독립적인 회전장(Rotation Field)이 고려된 범함수를 

사용하였다.(4),(5) Hughes와 Brezzi(4)
에 의해 제안된 범함수

는 쉘 문제에서 다음과 같이 표현될 수 있다.

 



′  ′ ′ 





 ′

 ′
′
′
′ 



 

(10)

여기서, ′는 변위장(Displacement Field)의 미분을 통하

여 계산되는 국지좌표계에서의 변형률 벡터,

′〈′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′〉
(11)

 ′ 는 국지좌표계에서의 재료구성방정식과 관련된 탄성

행렬(Constitutive Matrix), ′는 국지좌표계 ′축 방향의 

회전장(Rotation Field), 는 전단탄성계수, 는 외력이 한 

일(Work)이다. 그리고 는 문제종속적인 상수로서 이 연구

에서는 0.01의 값을 사용하였다.  ′ 행렬은 등방성 재료

인 경우 탄성계수 와 포아송비 에 의해 다음과 같이 표

현된다.

D′ 
E






     
     
     

  


 

    




     







    (12)

여기서, 는 단면수정계수로서 5/6이다.

2.3 쉘요소의 기하학적 형상

일반적으로 감절점쉘요소에서의 쉘요소의 형상은 쉘요소

의 중립면에서의 절점좌표와 쉘 두께를 이용하여 표시하면 

다음과 같다.(2)


































































































 (13)

여기서, 는 절점  에서의 쉘요소의 두께이고, ,  및 


는 절점  에서 ,  및 방향 절점좌표이다. 또한,  , 


  및 

 는 각각 절점  에서 쉘두께방향의 절점좌표계 

방향벡터 
의 전체좌표계 ,  및   방향 벡터성분이다. 

또한 는 절점  에서의 형상함수로서 다음과 같다.

  

 ,       (14)

여기서  및 는 각각 절점  에서의 국지좌표계  및 의 

값이다. 

연쇄법칙(Chain Rule)에 의해 자연좌표계로의 편미분과 

전체좌표계로의 편미분간의 관계는 다음과 같이 자코비안

행렬(Jacobian Matrix)  에 의해 표현되며, 위에서 정의한 

기하학적인 형상은 자코비안행렬의 계산에 이용된다.


   

  혹은 
   

  (15)
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<그림 4> 절점 I에서의 절점변위 및 절점회전 개념도

여기서

 








































    (16)

2.4 변위장의 보간

쉘요소의 정식화(Formulation)에서 요소의 적합변위장은 

중립면에 위치한 각 절점에서 변위와 회전변위를 이용하여 

아래와 같이 표현한다.(6)







































































 


   

(17)

여기서, ,  및 
는 각각 절점  에서의 전체좌표계 , 

 및 방향의 변위이고,  ,   및 
 는 절점  에서의 절

점좌표계 방향벡터 
,   및 

 방향 절점회전각(Nodal 

Rotation Angle)이다(그림 4).

이 적합변위장의 보간을 간단히 정리하면 다음과 같다.






     (18)

여기서 는 전체좌표계에서의 변위장, 는 절점 에

서의 전체좌표계에서의 절점변위와 절점좌표계에서의 절점

회전, 는 쉘요소 절점변위벡터, 형상함수행렬  은

       (19a)

  






    












 

    












 

    












 





 (19b)

이다.  ,   및 
 는 각각 벡터 

의 ,  및 방향

의 성분이며,  ,   및 
 는 각각 벡터 

의 ,  

및 방향의 성분이다.

이 연구에서는 쉘요소의 면내거동을 개선하기 위한 방법

으로 다음과 같은 4개의 비적합변위형을 사용하였다.(8)

  
,    ,   ,

  
 (20)

이 연구에서 다루는 4절점 쉘요소는 편평한 쉘(Flat Shell)

이 아니므로, 전체좌표계상에서 면내방향으로 비적합변위를 

직접 정의하기 보다는 곡선좌표계인 자연좌표계에서 비적

합변위를 정의하는 것이 편리하다. 이 연구에서의 비적합변

위형은 쉘의 면내거동을 개선하기 위해서 자연좌표계  및 

방향의 변위성분에 적용되었으며, 자연좌표계  및 방향

으로 추가되는 비적합변위장 


 및 


는 다음과 같다.

























 



 

 


























 (21)

여기서, 
 및 


는 각각  번째 비적합변위형의 진폭과 관

련된 매개변수이다.

이 연구에서는 비적합변위장의 수치적 구현에 있어서 일

정한 변형률 상태를 표현할 수 있도록 하기위해 비적합변위

형의 직접수정법을 적용하였다.(1),(3),(7-9) 따라서, 이 연구에

서의 비적합변위형 의 편미분과 관련된 항은 다음과 같이 

수정된 값이 수치구현에 사용되었으며, 비적합변위형의 자

연자표계로 편미분한 값  , 를 전체좌표계로 편미분

한 값  , , 로 변환하는 관계식에서는 자연좌표

계의 원점에서 구한 자코비안행렬의 역행렬이 사용되었다.

   (22a)

   (22b)

    (22c)
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  (22d)

   (22e)

  
  (22f)

  
   (22g)

   (22h)

여기서, 는 자코비안(즉,   det 이고,  는 자코비안 

행렬)이고, 는 자연좌표계 원점에서의 자코비안 값이다.

2.5 공변 변형률 (Covariant Strain)

이 연구에서는 쉘요소의 면내거동 개선을 위해서 곡선좌

표계인 자연좌표계  및 방향으로 비적합변위형을 적용하

고, 면외거동 개선을 위해서는 대체전단변형률장을 적용하

였다. 이러한 이유로 요소의 정식화 과정에서 우선적으로 

자연좌표계상의 변형률을 정의하고 필요에 따라 다른 좌표

계로 좌표변환을 하는 것이 편리하다.

전체좌표계의 변위성분을 자연좌표계로 미분한 값으로부

터 자연좌표계의 변위성분을 자연좌표계로 미분한 값을 구

하는 것은 다음의 관계식에 의해 산정할 수 있다.(2)
















































































   (23)

여기서, ,  , 는 자연좌표계 , , 방향 변위함수이며, 
 은 자코비안행렬이다.

위의 관계식으로부터 자연좌표계의 변위를 자연좌표계로 

미분한 벡터와 전체좌표계의 변위를 자연좌표계로 미분

한 벡터와의 관계는 다음과 정리할 수 있다.

  (24)

여기서

〈〉  (25a)

〈      〉  (25b)






     

     

     




 (25c)

이고,  는 × 단위행렬(Unit Matrix), 는 자코비안 

행렬  의 행 열의 성분을 의미한다. 변위장을 편미분하

여 구할 수 있는 변위미분벡터와 절점변위와의 관계식은 다

음과 같이 간단히 표현될 수 있다.

  
  (26)

여기서

〈     〉  (27a)


〈 〉 (27b)

〈   〉 (27c)

〈   〉 (27d)

이고,  는 적합변위의 미분과 절점변위와의 관계행렬로

서 변위장의 보간에 사용된 형상함수행렬을 미분하여 결정

할 수 있고,  는 비적합변위의 자연좌표계로의 편미분과 

비적합변위형의 내부변위간의 관계행렬로서 비적합변위장

의 미분을 통하여 결정할 수 있다.

자연좌표계상의 변형률인 공변변형률은 자연좌표계상의 

,  및 방향 변위성분 ,   및 의 편미분에 의해 구할 

수 있다.

 

 ,  
 ,  

 ,

 




 ,  



 ,  



   (28)

자연좌표계상의 공변변형률 은 자연좌표계상의 변위 

,   및 를 자연좌표계 ,  및 로 미분한 변위의 미분 

으로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

   (29)

여기서

〈     〉  (30a)

 






        
        
        
        
        
        





  (30b)

〈〉  (30c)
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이제 식 (29)과   관계에 의해 자연좌표계에

서 공변변형률과 절점변위와의 관계식(Strain-Displacement 

Relationship Matrix)은 다음과 같이 표현할 수 있다.

    (31)

 여기서

       (32a)

      (32b)

한편, 대체전단변형률장은 쉘요소의 4개의 변( ±, 

 ±)에서 결정되는 적합변형률을 선형적으로 보간하여 

요소의 내부에 위치한 임의 지점의 적합공변변형률을 대체

한 것이다. 이 연구에서는 쉘요소의 4개 변상의 적합변형률

을 대체전단변형률장 산정에 사용하였으며, 요소의 변상에

서 구한 전단변형률과 대체전단변형률 
 , 


사이의 관계

는 다음과 같다.(2),(10)



 








 








 (33a)



 




 



 




 



 (33b)

2.6 공변 변형률의 국지좌표계로의 변환

자연좌표계에서 정의된 변형률을 전체좌표계 및 국지좌

표계로 변환하는 것은 텐서변환 관계에 의해 이루어진다. 

곡선좌표계인 자연좌표계의 전체좌표계로의 변환관계식은 

다음과 같다.

 




  혹은     J  J (34)

여기서, J는 자코비안행렬의 역행렬이며, 변형률텐서행

렬    및   은 ×크기의 대칭행렬이다. 또한, 직교좌

표계간의 좌표변환인 전체좌표계의 국지좌표계로의 변환은 

다음과 같은 변형률텐서의 변환관계가 성립한다.

′ 
′


′
 혹은  ′        (35)

여기서,  은 국지좌표계의 기저벡터를 이용해 정의한 방

향여현행렬이다. 따라서, 국지좌표계에서 정의된 변형률을 

국지좌표계로 변환하는 관계식은 다음과 같다.

 ′   J  J   (36)

이 연구에서는  ′        변환관계의 수치구현

에 있어서 2계 텐서인 변형률텐서를 Voigt 표기법으로 벡터

로 표현한 다음의 변환 관계를 좌표변환에 이용하였다.

′    (37)

여기서,

′〈′ ′ ′ ′ ′ ′〉 (38a)

〈     〉 (38b)

이고,  는 다음과 같다.

  







 

 



 

 



 

 


  
  
  

  
  
  

  
  
  





 (39)

위의  변환행렬에서  대신 J가 사용된 변환행렬

을 

  라고하면, 다음과 같은 자연좌표계에서의 전체좌

표계로의 변형률 변환식이 성립한다.

 

    (40)

따라서 자연좌표계에서 정의된 변형률을 국지좌표계로 

변환하는 관계식은 다음과 같다.

′      (41)

즉

′  ′  ′   (42)

여기서

 ′         (43a)

 ′         (43b)
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수치적구현에 있어서 비적합변위형의 직접수정법 개념에 

따라 비적합변위와 관련된  ′  행렬계산과 관련된 

  

는 원점에서의 자코비안행렬의 역행렬을 이용하여 구성되

었다.

2.7 회전장의 보간과 스핀텐서

전체좌표계 , , 축 방향의 회전  , , 는 형상함

수와 절점  에서의 전체좌표계의 절점회전 
 ,  ,  를 

이용하여 다음과 같이 보간할 수 있다.


 






 ,  






 ,  






  

(44)

절점  에서의 절점좌표계에서의 절점회전 
를 전체좌

표계에서의 절점회전 
로 변환하기 위해서는 다음과 같은 

변환관계가 사용된다.

   (45)

여기서

  











 

 



 

 



 

 






       (46a)

〈     〉         (46b)

〈     〉         (46c)

따라서, 절점좌표계로 표현된 절점변위/회전과 전체좌표

계에서의 변위장과의 관계는 다음과 같다.






  
       (47)

여기서

〈  〉 (48a)

  





     
     
     




 (48b)

      (48c)

  















 (48d)

국지좌표계에서의 회전 ′, ′, ′는 국지좌표계의 방향

여현행렬  를 이용하여 다음과 같이 구할 수 있다.

′   (49a)

즉

′ 




  
   (49b)

따라서 앞서 언급한 범함수에서 독립변수로 도입된 회전

장 ′는 다음과 같이 표현된다.

′ 




′   ′  (50a)

즉

′ 


 〈〉〈〉  (50b)

여기서

〈〉′  〈   〉 (51a)

〈〉′       (51b)

한편, 3차원 연속체 문제에서의 회전은 전체좌표계의 

축을 둘레로 회전하는 회전 은 변위장의 미분으로 구해지

는 스핀텐서(Spin Tensor)와 순환기호(Permutation 

Symbol) 를 이용하여 다음과 같이 정의할 수 있다.

  






             (52a)

즉

                 (52b)

여기서
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〈  〉                          (53a)

            (53b)

이며, 행렬 은 다음과 같다.

  




        
        
        




 (53c)

전체좌표계의 변위를 전체좌표계로 미분한 벡터  와 

전체좌표계의 변위를 자연좌표계로 미분한 벡터 는 자

코비안 행렬의 역행렬 J을 이용하여 다음의 변환관계로 

계산할 수 있다.

  J                   (54)

여기서

J  




J

J
J




           (55)

쉘요소의 경우 면에 수직한 두께방향이 국지좌표계 ′방
향으로 표현되므로 위의 회전 를 국지좌표계의 회전 ′
로 좌표변환하는 것이 필요하다. 이 좌표변환은 앞에서 정

의된 방향여현행렬  를 이용하여 다음과 같이 표현된다.

 ′                  (56)

여기서

 ′〈′′′〉         (57a)

〈  〉           (57b)

이상의 관계식들과  
 을 이용하여 국지좌표

계에서의 회전을 구하면 다음과 같다.

 ′      (58)

따라서 국지좌표계 ′축 회전 ′는 다음과 같이 계산된다.

 ′  ′ J   ′        (59)

최종적으로

′
 ′
′
′
′ 〈〉〈〉〈〉  (60)

여기서

〈〉′J   (61a)

〈〉′  (61b)

〈〉′  (61c)

수치적구현에 있어서 비적합변위형의 직접수정법 개념에 

따라 비적합변위와 관련된 〈〉계산과 관련된 
는 원점

에서의 자코비안행렬의 역행렬을 이용하여 구성되었다.

2.8 강성행렬

앞서 정의된 변형률 및 회전장과 관련된 식들을 범함수에 

대입하여 정리하면 다음과 같은 범함수를 얻는다.

 

 





 ′  ′  ′ ′  ′









〈 〉〈 〉

    (62)

여기서 일 는 절점변위 와 절점하중 의 스칼라곱

인 으로 나타낼 수 있다. 위의 범함수에 정류

조건을 적용하면 다음과 같은 방정식을 얻는다.




 
 







            (63)

여기서

 


 ′  ′ ′




〈〉〈〉 (64a)

 


 ′  ′ ′




〈〉〈〉 (64b)

 


 ′  ′ ′




〈〉〈〉 (64c)

 


 ′  ′ ′




〈〉〈〉 (64d)

이 연구에서는 쉘요소의 부피적분에 9점적분법을 사용하

였다.(8)




 




 

±±± (65)

여기서,  ,  ,   이다.



한국지진공학회논문집 제16권 제4호 (통권 제86호) 2012. 846

x'y'

F11F22

F12

Membrane forces

x'y'

M12

M11M22

Bending and twisting moments

<그림 5> 쉘요소의 단위길이당 부재력/모멘트 표기법

요소종속적인 내부변위로 볼 수 있는 비적합변위와 관련

된 자유도를 정적 응축을 통하여 소거하면, 다음과 같은 쉘

요소의 강성행렬을 구할 수 있다.

    
      (66)

식 (66)의 쉘요소 자유도는 병진변위는 전체좌표계이고, 

회전은 절점좌표계에 대한 것이다. 따라서 절점좌표계에서

의 절점회전 
를 전체좌표계에서의 회전변위 

로 변환하

기 위해서는 절점변위의 변환관계가 사용된다. 전체좌표계

에서의 최종적인 쉘요소의 강성행렬  는 다음과 같다.

                   (67)

2.9 질량행렬

체적력(Body Force)은 단위 체적당의 하중으로서 중력

과 같은 정역학적인 체적력과 관성력과 같은 동역학적인 체

적력이 있다. 만약 체적력이 관성력이고, 물체의 밀도를 , 

물체의 임의 지점에서의 가속도를 라고하면, D'Alembert 

원리에 의하여 관성력에 의한 체적력이 로 표현된다(
=질량밀도). 체적력에 의한 등가절점하중을 , 가상절점

변위를 , 임의 점에서의 가상변위를 라고하면, 가

상일의 원리에 의하여 다음과 같은 내적가상일과 외적가상

일에 관한 방정식이 정의된다.



        (68)

변위장 를 절점변위벡터 를 이용하여   

로 보간하면, 가속도장 은 절점가속도벡터 를 이용

하여   로 표시된다. 따라서 위의 가상일의 방

정식은 다음과 같이 정리된다.

  
     (69)

즉

                  (70)

여기서 질량행렬  은 변위장의 보간에 사용되는 형상함

수행렬을 이용해서 다음과 같이 정의된다.

  


              (71)

따라서 전체좌표계에서의 최종적인 쉘요소의 질량행렬 

 는 다음과 같다.

                   (72)

2.10 응력계산과 부재력

비적합변위형이 사용된 유한요소에서의 응력은 절점변위 

′와 비적합변위형의 진폭 ′를 이용하여 다음과 같이 

산정한다.

′  ′ ′′′
  ′  ′  ′ ′′

 (73)

여기서, ′와 ′는 각각 임의 초기 변형률과 초기응력

을 표시한다. 비적합변위형의 진폭 은 절점변위와 강성

행렬 산정시에 사용되는 부행렬  및 을 이용하여 

로 산정할 수 있다.(6)

 
             (74)

쉘요소의 단위길이당 부재력/모멘트는 쉘요소의 국지좌

표계의 응력을 적분하여 다음과 같이 산정하였다(그림 5).
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<그림 7> Cook의 평면 문제

(0,10)

(0,0)

(10,10)

(10,0)

(2,2)

(8,3)

(4,7)
(8,7)

<그림 6> 평면 응력 조각보 시험에 사용된 요소체눈)

① 면내(In-plane) 단위길이당 축력 및 전단력

 




′′  (75a)

② 두께방향 단위길이당 전단력

 




′′  (75b)

③ 단위길이당 휨모멘트 및 비틀림

 




′′′  (75c)

3. 수치시험

3.1 고유치 시험

바람직하지 못한 영에너지모드(Spurious Zero Energy 

Mode)가 존재하는지의 여부를 확인하기 위해 찌그러지지 

않은 정사각형 형상의 단일 쉘요소의 강성행렬에 대한 고유

치해석을 수행하였다. 경계조건이 없는 상태에서 3차원 쉘

요소는 총 6개의 강체운동과 관련된 영에너지 모드들을 갖

는 것으로 나타났다. 따라서 바람직하지 못한 영에너지모드

는 없는 것으로 판단된다.

3.2 조각보 시험 (Patch Test)

개발된 쉘요소가 일정한 변형률 상태를 표현할 수 있는가

의 여부를 확인하기위하여 조각보시험을 수행하였다.

 3.2.1 평면응력 조건에서의 조각보 시험

쉘요소의 면내거동과 관련된 평면응력 상태에서 일정한 

변형률을 표현할 수 있는지의 여부를 확인하기 위하여5개

의 유한요소로 이루어진 해석모델에    , 

  의 경계조건을 가하는 조각시험을 수행하

였다.(11) 탄성계수 ×, 포아송비   , 두께 

  의 조건에서 응력과 변형률은 각각     

 ,     ,   의 이론 해를 갖는다(그

림 6).

수치 시험 결과 이 연구에서 개발된 쉘 요소는 이론해와 

일치하는 결과를 보였으며, 조각보시험을 통과함을 알 수 

있었다.

3.2.2 평판 조각보 시험

쉘요소의 면외거동과 관련된 조각시험을 위하여 Hinton

과 Huang(12)
이 제안한 휨모멘트, 전단력, 비틀림하중의 세

가지 하중 경우에 대하여 각각 평판 조각보 시험을 수행하

였으며, 이 연구에서의 쉘 요소는 모든 경우의 조각보 시험

을 통과하였다. 

3.3 Cook의 평면 문제

이 평면 문제는 쉘 요소의 면내 방향 거동을 평가하는 문

제이다. 이 문제에서는 해석대상의 두께는 1.0이며, 한쪽 면

은 고정되어 있고 다른 면은 크기가 1.0인 분포하중이 작용

한다(그림 7). 재료의 탄성계수 1.0이며 포아송비는 0.33이

다. 끝단의 중앙점 A에서의 수직변위에 대한 이론치는 

23.91이다. 해석결과는 표 1에 나타내었다.

이 연구에서의 쉘 요소의 경우 면내거동개선을 위해 사용

한 비적합변위형의 영향으로 양호한 거동을 보여주었다.
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<표 1> Cook의 평면 문제의 끝단 중앙에서의 수직변위 비교

Elements
End Displacements Normalized Values

Remark
2×2 4×4 8×8 2×2 4×4 8×8

NMD4-I(3) 20.56 22.93 23.66 0.860 0.959 0.990 Flat Shell
NMD4-III(3) 21.10 22.97 23.67 0.882 0.961 0.990 Flat Shell

Bathe and Dvorkin(10) 11.84 18.30 22.08 0.495 0.765 0.923 General Shell
백종균

(2) 17.31 21.65 23.29 0.724 0.905 0.974 General Shell
Present 21.13 23.02 23.69 0.884 0.963 0.991 General Shell

Reference 23.91 1.000 　

<표 2> 원통형 지붕쉘의 변위비교

Elements
End Displacements Normalized Values

4×4 8×8 16×16 4×4 8×8 16×16
NFS4-I(3) 0.31589 0.30377 0.30154 1.0446 1.0045 0.9972 

NFS4-III(3) 0.31674 0.30397 0.30159 1.0474 1.0052 0.9973 
Bathe와 Dvorkin(10) 0.28547 0.29424 0.29907 0.9440 0.9730 0.9890 

백종균
(2) 0.31571 0.30300 0.30089 1.0440 1.0020 0.9950 

Present 0.31591 0.30380 0.30162 1.0447 1.0046 0.9974 
Present* 0.31678 0.30396 0.30160 1.0476 1.0052 0.9974

Reference 0.3024 1.000 
*는 두께방향 절점좌표계 벡터가 

  로 설정된 경우이다.

<그림 8> 원통형 지붕쉘과 재료특성 <그림 9> 구멍이 있는 반구체 쉘

3.4 원통형 지붕쉘(Scordelis-Lo Roof Shell)

곡면의 양단은 격판(Diaphragm)으로 지지되고 원통형 

길이방향의 가장자리는 자유지지된 원통형 지붕쉘에 자중

이 작용하는 경우에 대해 해석을 수행하였다(그림 8). 지붕

의 길이는 50, 반경은 25, 두께는 0.25이며, 지붕에는 단위

면적당 90인 자중이 작용한다. 재료의 탄성계수는 4.32×108

이며 포아송비는 0.0이다. 이 문제에서의 양단은 격판으로 

지지되어 있다. 이 문제에서의 거동특성은 면내응력상태가 

대부분이고 비신장휨(Inextensible Bending)이 작게 작용한

다. 이 지붕의 변의 중앙점 (B점)에서의 수직변위의 이론값

은 0.3024로 알려져 있다.(11) 이 문제는 대칭성을 이용하여 

1/4부분만 모델링하여 해석하였으며, 자중에 의한 힘은 질

량행렬 구성후 중력가속도를 곱하여 산정하였다. 수치시험 

결과는 표 2에 나타내었다.

이 문제의 해석결과들을 비교해볼 때 면내거동개선을 위

해 사용한 비적합변위형이 면내응력성분이 대부분인 원통

형 지붕쉘 문제의 거동개선에 효과가 있음을 알 수 있다. 

3.5 집중하중을 받는 구멍이 있는 반구체 쉘

이 MacNeal과 Harder(11)
에 의해 제안된 이 문제는 비신

장 휨과 큰 강체회전의 거동을 시험하는 예제이다(그림 9). 

이 문제에서의 재료의 탄성계수는 6.825×107, 포아송비는 
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<표 3> 구멍이 있는 반구체 쉘 변위비교

Elements
End Displacements Normalized Values

4×4 8×8 16×16 4×4 8×8 16×16
NFS4-I(3) 0.09211 0.09292 0.09309 0.990 0.999 1.001 

NFS4-III(3) 0.09296 0.09318 0.09319 1.000 1.002 1.002 
Groenwold and Stander(13) 0.08734 0.09268 0.09268 0.939 0.997 0.997 

Taylor(14) 0.08652 0.09415 0.09350 0.930 1.012 1.005 
Simo et al.(15) 0.09337 0.09281 0.09291 1.004 0.998 0.999 

Present 0.09317 0.09293 0.09311 1.002 0.999 1.001 
Present* 0.09737 0.09395 0.09336 1.047 1.010 1.004

Reference 0.093 1.000 
*는 두께방향 절점좌표계 벡터가 

  로 설정된 경우이다.

Diaphragm

R=300

F = 1.0

F = 1.0

L=600Sym.

x

y

z

Young’s modulus = 3.0×106

Poisson’s ratio = 0.3
Thickness = 3

Sym.

<그림 10> 자유단을 갖는 원통형 쉘 모델과 재료특성 <그림 11> 격판을 갖는 원통형 쉘 모델과 재료특성

<표 4> 자유단을 갖는 원통형 쉘의 변위 비교

Elements
End Displacements Normalized Values

4×4 8×8 16×16 4×4 8×8 16×16
Bathe and Dvorkin(10) - - - 0.943 1.002 1.020 

백종균
(2) - - - 0.944 1.003 1.020 

Present 0.1030 0.1130 0.1160 0.904 0.992 1.018 
Present* 0.1075 0.1142 0.1163 0.944 1.003 1.021 

Reference 0.1139 1.000 
*는 두께방향 절점좌표계 벡터가 

  로 설정된 경우이다.

0.3이고, 해석대상 구조물의 쉘의 반경은 10.0, 두께는 0.04

이다. x축방향의 하중재하점에서의 하중방향 변위를 참고값 

0.093과 비교하여 표 3에 나타내었다.

이 문제의 경우 면외거동이 지배적인 문제이므로 제안된 

요소에서 채택한 전단대체변형률장의 영향으로 양호한 결

과를 보여주는 것으로 판단된다.

3.6 집중하중을 받는 원통형 쉘

이 원통형 쉘 문제는 비신장휨과 복합적인 면내응력상태

에 대해 요소의 거동을 테스트하는 예제이다. 여기서는 양

단의 지지형태가 자유단인 경우(그림 10)와 격판으로 지지

된 경우(그림 11)의 두 가지 경우에 대하여 해석을 수행하

였다. 하중과 기하학적형상이 대칭인 문제이므로 1/8모델이 

사용된다. 

먼저 양단이 자유단인 경우에는 원통의 길이가 10.35, 반

경은 5.0, 두께는 0.094이다. 사용된 재료의 탄성계수는 

1.05×107, 포아송비는 0.3125이다. 이 경우의 하중재하점의 

수직변위의 이론치는 0.1139로 알려져 있으며
(2), 해석결과

는 표 4에 나타내었다.

양단이 격판으로 지지된 경우에는 원통의 길이가 600, 반

경은 300, 두께는 3이고, 재료의 탄성계수 3.0×106
이고 포

아송비는 0.3이다. 이 문제에 대한 이론치는 하중재하점의 

수직변위가 0.18248×10-4
인 것으로 알려져 있으며

(2), 해석

결과는 표 5에 나타내었다.
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<표 5> 격판을 갖는 원통형 쉘의 변위 비교

Elements
End Displacements(×10-5) Normalized Values

4×4 8×8 16×16 4×4 8×8 16×16
Type-I(16) 0.700 1.370 1.699 0.384 0.751 0.931 

Type-III(16) 0.705 1.382 1.709 0.386 0.757 0.936 
Groenwold and Stander(13) 0.686 1.362 1.697 0.376 0.746 0.930 

Simo et al.(15) 0.728 1.392 1.706 0.399 0.763 0.935 
Belytchko & Leviathan(17) 0.675 1.350 1.697 0.370 0.740 0.930 

Bathe and Dvorkin(10) - - - 0.380 0.748 0.930 
백종균

(2) - - - 0.390 0.754 0.932 
Present 0.707 1.375 1.701 0.387 0.754 0.932 
Present* 0.724 1.385 1.703 0.397 0.759 0.933 

Reference 1.8248 1.000 
*는 두께방향 절점좌표계 벡터가 

  로 설정된 경우이다.

<그림 12> 개발된 쉘요소의 체눈세분화에 따른 해의 수렴곡선 
(a) Beam 요소 격납구조물 모델 

(b) 쉘요소 격납구조물 모델

<그림 13> SASSI NPP 예제의 KIESSI-3D 해석 모델

양단이 자유단인 경우에 비해 양단이 격판으로 지지된 경

우에는 다른 예제들에 비해 모든 요소들의 수렴속도가 느린 

것을 알 수 있으며, 이 예제로부터 구속조건이 많은 문제에

서는 보다 조밀한 유한요소체눈(Finite Element Mesh)이 

필수적인 것을 알 수 있다.

3.7 개발된 쉘요소의 수렴 성능 

앞에서 수행한 검증예제들에 대한 개발된 쉘요소의 수렴

특성을 평가하기 위하여, 앞의 해석결과를 그림 12와 같은 

수렴곡선으로 정리하였다. 이 그림으로부터 이 연구에서 제

안한 쉘요소는 요소의 세분화됨에 따라 해가 수렴해가는 것

을 확인할 수 있다.

3.8 응용예제

 KIESSI-3D에 이식된 개발된 쉘요소의 적용성을 보이

기 위하여 그림 13과 같은 원자로건물 해석모델
(20)

에 대한 

x-방향 수평지진응답해석을 수행하였다. 원자로 격납건물의 

반경은 18.9m, 높이 63.1m, 원자로 외벽두께는 1.07m, 원

자로 돔 두께는 0.76m이고, 지반조건은 경암 위에 두께 

21.5m인 수평층상 연암이 놓인 조건이며, 수평지진입력의 

통제점은 자유장지반에서 경암과 연암의 경계면이다.

해석모델의 차이(쉘요소 해석모델과 Beam요소 해석모

델)가 지진응답에 미치는 영향을 평가하기 위하여, 두 해석

모델에 의한 격납건물 응답의 통제운동에 대한 수평변위의 

전달함수를 격납건물 상단(그림 13에서 A점)과 원자로 돔 
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(b) 외부 격납구조물 돔 하단 (그림 13의 1과 2)

<그림 14> 전달함수 비교

하단(그림 13에서 B, B1, B2점)에서 계산하고 이를 그림 

14와 같이 비교하였다. 비교결과, 격납건물 상단에서 수평

응답은 해석모델에 따른 차이가 거의 없는 것으로 나타났으

나, 돔 하단에서는 수평응답은 쉘요소 모델의 3차원 변형효

과로 인하여 두 번째 Peak에서 진폭의 차이가 첫 번째 Peak

에 비해 상대적으로 큼을 알 수 있었다. 아울러 이 예제에서

는 Beam 해석모델에 의한 전달함수의 진폭이 가장 커서 

Beam 해석모델은 쉘요소를 이용한 3D 해석모델에 비해 보

수적인 응답을 나타냄도 알 수 있었다.

4. 결 론

이 연구에서 개발된 4절점 곡면 쉘요소는 단일요소의 고

유치해석결과 강체운동과 관련된 6개의 영에너지모드만 가

지며, 바람직하지 못한 영에너지모드는 발견되지 않았다. 또

한 조각보시험을 수행한 결과 이 연구의 쉘요소는 모든 조

각보시험을 통과함을 확인하였다. 따라서 이 연구에서 개발

된 쉘요소는 일정변형률상태를 표현할 수 있음을 확인하였

으며, 요소의 크기가 작아짐에 따라 참값에 수렴할 것으로 

기대된다.

이 연구에서는 쉘요소의 수치모형화의 편의성을 위하여 

두께방향 절점좌표계 벡터를 근사적으로 결정하였다. 즉, 감

절점쉘요소의 상하면 절점좌표의 차이에 의해 두께방향 절

점좌표계를 결정하는 것이 아니라, 곡선좌표계상의 기저벡

터의 벡터곱에 의해 요소별로 독립적인 두께방향 절점벡터

를 구하였다. 이러한 방법은 매우 작은 정도의 정확도의 저

하를 가져오지만, 수치모형화의 편의성을 증진시킨다.

이상의 결과들을 살펴볼 때 개발된 요소는 전반적으로 양

호한 결과를 보여주었으며, 실제문제에 효과적으로 사용할 

수 있는 유한요소라고 판단된다.
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