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ISF와 Floquet 벡터에 기초한 발진기 위상잡음

이론의 등가성에 대한 해석적 증명

Analytical Proof of Equivalence of ISF, and Floquet

Vector-Based Oscillator Phase Noise Theories
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Abstract

This paper analytically proves the equivalence between two main oscillator phase noise theories, which are

based on the ISF, and Floquet vector, respectively. For this purpose, this study obtains the power spectral

density matrix from the ISF-based phase noise theory. As a result, one can prove that the power spectral

density matrix obtained from the ISF-based phase noise theory is essentially equivalent to the power spectral

density matrix presented by the Floquet vector-based phase noise theory, which manifests the equivalence of the

two main theories. This study is intended to provide deeper insight into the relations between the two main

theories.

요 약

본 논문에서는 ISF와 Floquet 벡터에 각각 기초하는 두 개의 주요한 발진기 위상잡음 이론의 등가성을 해석적

으로 증명한다. 이를 위해 본 연구에서는 ISF에 기초하는 위상잡음 이론으로부터 전력 스펙트럼 밀도 행렬을 구한

다. 이렇게 함으로써 ISF에 기초한 위상잡음 이론의 전력 스펙트럼 밀도 행렬과 Floquet 벡터에 기초한 위상잡음

이론의 전력 스펙트럼 밀도 행렬이 같다는 사실을 해석적으로 증명할 수 있으며 이는 두 이론이 본질적으로 등가

임을 증명한다. 본 연구의 목적은 현재까지 널리 알려진 상기 두 위상잡음 이론사이의 관계에 대한 보다 깊은 통

찰력을 제공하는데 있다.
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Ⅰ. 서론

지금까지 발진기의 위상잡음에 관한 수많은 연구가

있어 왔으며 그 중 비교적 널리 알려진 이론은 참고

문헌[1]-[15]이다. 이러한 위상잡음 이론 중 시간영역

에서 전개된 대표적인 두 개의 위상잡음 이론은

ISF(Impulse Sensitivity Function: 임펄스 감도함수)

에 기초한 위상잡음 이론[9],[10]과 Floquet 벡터에 기

초한 위상잡음 이론[11],[12]이 있다. ISF에 기초한 위

상잡음 이론은 일종의 선형시변 위상잡음 이론으로서

이론의 전개과정이 평이하고 위상잡음 예측치가 실용

적으로 사용하기에 충분히 정확하다. 게다가 발진파

형이 대칭이 되게 하거나 최대 전하 스윙이 생기도록

설계하면 위상잡음을 줄일 수 있다는 유용한 설계정

보를 제공해주기 때문에 이 이론은 발진기 설계자들

에게 가장 널리 알려진 이론이다. 한편, Floquet 벡터
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에 근거한 위상잡음이론은 이론의 전개과정이 복잡하

고 발진기 회로에서 상태 방정식을 세운 후 수치 해

석적으로 Floquet 벡터를 구해야 하는 부담이 있으나

현재까지 알려진 시간영역 위상잡음 이론 중 가장 정

확한 이론으로 알려져 있다.

본 논문에서는 표면적으로는 아무런 관계없이 서로

독립되어 보이는 상기 두 이론이 본질적으로는 같은

이론임을 해석적으로 증명한다. 이를 위해 2장에서는

ISF에 기초한 위상잡음 이론으로부터 기본 주파수 뿐

아니라 그 하모닉까지 포함하는 형태의 PSD(Power

Spectral Density: 전력 스펙트럼 밀도)행렬을 유도한

다. 3장에서는 이를 가지고 ISF에 기초한 위상잡음

이론과 Floquet 벡터에 근거한 위상잡음 이론의 등가

성을 해석적으로 증명한다.

Ⅱ. ISF에 기초한 이론으로부터 PSD
행렬의 유도

잡음에 의해 교란되는 발진기의 상태 벡터 공간
(State Vector Space)에서 최종 수렴 사이클(limiting
cycle)의 법선벡터 방향의 교란은 발진기의 비선형성
에 의한 제한으로 인해 무시할 정도로 작다고 가정한

다. 이 경우 교란된 발진기의 상태변수 벡터 는
는

  
 ∞

∞




(1)

이다. 여기서 는 잡음에 의해 유발되는 위상천이

(phase shift), 는 기본 발진 주파수, 은 주파수

에서 의 계수벡터를 각각 나타낸다. 와

시간 천이된 는 백색 가우스 잡음에 대하여

서로 독립이므로 의 시간평균 자기상관 행렬은

 (2)

으로 쓸 수 있다. 식(2)를 식(1)에 대입하면
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을 얻는다.



    이므로 식(3)은

 
∞

∞


∗


(4)

로 간소화 된다. 여기서 ≡로 정
의한다.


을 에르고딕 확률과정(ergodic process)으로 가
정하면 식(4)는 앙상블 평균의 관점에서

 
∞
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∗

〈〉 (5)

로 다시 쓸 수 있다. 여기서 〈〉는 에 대
한 특성함수로서

〈〉 
〈〉 


  

(6)

으로 주어진다[17]. 식(6)을 식(5)에 대입하면

 
∞
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∗



×
〈〉 




  

(7)

이 된다. ISF에 기초한 위상잡음 이론[9]에 의하면 외
부 잡음전류에 의해 유발되는 발진기의 위상천이

에 관한 식은






max


 (8)

로 주어지며 ISF에 기초한 위상잡음 이론은 바로 이

식을 기초로 하여 전개된다. 여기서  , max ,
는 각각 유효 ISF, 공진기의 커패시터에 충전되

는 최대전하량, 발진기로 유입되는 외부 잡음전류를

나타낸다. 〈〉  이므로 식(8)의 양변에 앙상블

평균을 취하면 〈〉 임을 알 수 있다. 같은 이

유에 의해 〈〉 임도 알 수 있다. 이 두 가
지 사실을 이용하면

〈〉〈〉〈〉  (9)

를 얻으며 식(9)와   의 정의식을 사용하면

 〈〈 〉 〉
〈〉〈  〉

(10)

을 얻는다. 백색잡음에 의해 교란된 발진기에 있어서
참고문헌[10]에 의하면 식(10)의 세 번째 등식은
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〈 〉 
 max 

(11)

로 주어진다. 여기서 는 유효 ISF의 실효치를 나

타낸다. 식(10)과 (11)로 부터

   
 max  (12)

이 됨을 알 수 있다. 식(9)와 (12)를 식(7)에 대입하면

상태벡터 의 자기상관 행렬은

 
∞

∞


∗


 

 max  ∆ 

(13)

이 된다. 식(13)의 양변을 Fourier 변환하면 ISF에 기

초한 위상잡음 이론의 확장된 PSD 행렬은 아래의 식

(14)와 같이 최종적으로 얻어진다.

  
∞
≠

∞
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(14)

식(14)는 발진기의 기본 주파수뿐만 아니라 상위의

하모닉 주위를 포함하는 모든 주파수 영역에 대한 상

태벡터 의 PSD 행렬을 나타낸다. 한편, 참고문헌

[10]에 의해 주어지는  를 Fourier 변환하여 얻어

지는 PSD 행렬은 아래 식(15)와 같이 주어지며 이는

식(14)에서 m=1일 때, 즉, 기본 주파수일 때의 특수한

경우를 나타낸다.


∗



 max 

 




 max 

(15)

이러한 의미에서 식(14)는 식(15)보다 일반적인 형태

로 확장된 PSD 행렬이라 할 수 있다.

Ⅲ. ISF에 기초한 이론과 Floquet 벡터에
기초한 이론의 등가성 증명

위상천이 와 시간천이 사이에는

 의 관계가 있으므로 식(8)을 시간천이

의 미분 방정식 형태로 표현하면




max

  




(16)

이 된다. 여기서 식(8)의 의 인수에 가 추가되

었으며 백색 가우시안(white Gaussian) 잡음전류

는 그것의 PSD로 정규화 된 형태로 표현하였다.

정규화 된 잡음전류 

 의 PSD는 1

이 된다. 가 백색 가우시안 잡음인 경우, 의

인수에 식(16)처럼 를 추가한 경우와 식(8)처럼

추가하지 아니한 경우 사이에는 차이가 없음을 참고

문헌[16]로부터 유추할 수 있다. 한편, Floquet 벡터에

기초한 위상잡음 이론에서 시간 천이에 관한 미분 방

정식은




 

   (17)

로 주어진다[11],[12]. 여기서 
 ,   ,   ,

는 Floquet 벡터의 전치 벡터, 잡음의 상태변수

의존성을 반영하는 행렬, 안정된 수렴 사이클에서의

상태변수 벡터, 그리고 PSD가 1에 정규화된 외부 잡

음을 각각 나타낸다.

식(16)을 식(17)의 관점에서 바라볼 때 아래의 등식

max
   

   

(18)

이 성립함을 알 수 있다. 한편, Floquet 벡터한 기초

한 위상잡음 이론에서 백색 잡음에 의해 교란된 발진

기의 상태변수 벡터 의 PSD 행렬은
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≠

∞


∗


 





(19)

이다[11]. 여기서 상수 c는

  
 






 

 

(20)

이다. 한 개의 잡음원에 대하여 식(20)의 피적분 함수
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 와   는 같은 스칼라이므

로 식(20)은

  
 





  

 (21)

이 된다. 식(18)을 식(21)에 대입하면

 
max

 

 





    
max

 
 



(22)

이 된다. 식(22)를 식(19)에 대입하면 Floquet 벡터에

기초한 위상잡음 이론의 PSD 행렬은

  
 ∞
≠ 

∞


∗



 max  

 




 max  

(23)

으로 얻어진다. 식(23)은 ISF에 기초한 위상잡음 이론

의 확장된 PSD 행렬인 식(14)와 완벽하게 일치한다.

이는 한 개의 백색 가우스 잡음원에 대하여, Floquet

벡터에 기초한 위상잡음 이론과 ISF에 기초한 위상잡

음 이론은 본질적으로 등가임을 증명한다.

Ⅳ. 결론

본 논문에서는 ISF에 기초한 위상잡음 이론으로부

터 보다 일반적 형태의 PSD 행렬을 유도하였고 이에

의해 ISF에 기초한 위상잡음 이론과 Floquet 벡터에

기초한 위상잡음 이론과의 등가성을 해석적으로 증명

하였다. 본 논문의 목적은 현재까지 널리 알려진 상

기 두 위상잡음 이론사이의 관계에 대한 보다 깊은

통찰력을 제공하는데 있다. 추후에는 본 논문에서 유

도한 PSD 행렬의 응용에 관한 연구를 수행할 필요가

있다.
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