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초등수학 비구조화된 문제 해결 과정에서의

비례적 추론1)

홍 지 연*․김 민 경**

본 연구는 초등학교 5학년 학생들을 대상으로 수학 학습에 비구조화된 문제의 해결 

활동을 적용하여 문제 해결 과정에 나타난 초등학생의 비례적 추론 과정을 분석하여 학

생들의 비례적 추론 수준과 형태의 특징을 알아보는 것을 목적으로 하였다. 연구 결과 

학생들은 주어진 비구조화된 문제를 해결하면서 모둠별로 다양한 양상으로 비논리적

(illogical) 접근, 덧셈적(additive) 접근, 곱셈적(multipicative) 접근, 함수적(functional) 접근

의 비례적 추론 수준과 형태를 나타내었다. 또한 학생들은 비구조화된 문제를 [문제 이

해하기]-[해 구하기]-[적용하기]의 과정을 통해 해결하면서 [양의 인식]-[비례적 관계 발

견]-[비례적 관계 확장]의 흐름으로 비례적 추론의 모습을 나타냈다. 학생들로 하여금 

실생활에서의 비, 비례 상황에서 여러 가지 양들을 비례적으로 추론할 기회를 갖도록 

하여 비례적 추론을 발전시킬 수 있도록 해야 할 것이다.

I. 서 론

현실 생활에서 접하는 여러 가지 실세계 맥락

의 문제들에 대한 수학적 문제해결력이 요구되

는 사회적 필요에 부응하는 하나의 방안으로 학

교수학교육 현장에 비구조화된(ill-structured) 문제

의 적용을 생각해볼 수 있다. 비구조화된 문제는 

특정한 현실 맥락이 상황화되어 학습자 스스로

가 문제를 정의하고 문제 해결에 요구되는 정보

와 기술을 결정하도록 하는 문제이다(Chi &

Glaser, 1985). 이러한 비구조화된 문제를 교수ㆍ

학습에 적용함으로써 학생들로 하여금 정형화되

지 않은 문제들을 경험하고, 이를 해결할 수 있

는 기회를 제공할 수 있다.

또한 비구조화된 문제는 학생들의 수학적 사

고력 향상을 위한 대안으로도 고려될 수 있다.

비구조화된 문제와 같이 정형화되지 않은 문제

들은 학생들로 하여금 추상화된 수학적 지식들

을 자신의 일상과 연관시킴으로써 현실의 문제 

상황을 추상화, 일반화, 형식화하도록 한다(Ge &

Land, 2003). 뿐만 아니라, 학생들로 하여금 정보

의 재조직 및 명확한 사고를 통해 새로운 이해

에 이르게 하고, 문제 해결을 위한 대안들을 평

가하도록 함으로써 가장 적합한 해결 방안을 모

색하게 한다. 이와 같은 특성을 지닌 비구조화된 

문제는 학생들의 추론 및 추상화와 같은 고차원

적 수학적 사고 기능의 발달을 위해 적극 활용

될 필요가 있다.

더구나 학생들의 수학적 발달 및 상위 수학 

학습에 대한 초석이 되는(Lesh, Post & Beghr,

1988) 비례적 추론은 초등 및 중등 수학 학습에

서 강조되는 고차원적 수학적 사고 기능으로

(NCTM, 1989, 2000), 학생들로 하여금 비구조화
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된 문제와 같이 실세계 맥락의 비와 비례 상황

을 통해 실생활에서의 양들을 다루도록 함으로

써 발전시킬 수 있다(Lobato, Ellis, Charles &

Zbiek, 2010).

이에 본 연구에서는 초등학교 5학년의 수학 

교수ㆍ학습에 비구조화된 문제를 적용하여 학생

들이 비구조화된 문제의 해결 과정에서 나타내

는 비례적 추론 과정을 분석하고, 학생들의 비례

적 추론의 수준과 형태에 대한 특징을 살펴보고

자 하였다. 이에 대한 연구 결과들은 학교수학교

육 현장에서의 수학 교수ㆍ학습과 학생들의 비

례적 추론 발달과 관련하여 비구조화된 문제의 

해결 학습이 갖는 시사점을 제시하는데 기여할 

것으로 보인다.

II. 이론적 배경

1. 비구조화된(ill-structured) 문제

비구조화된 문제는 특정 맥락으로부터 출현하

여 상황화된 것으로 상황의 측면들이 구체화되

어 있지 않고, 문제의 기술이 명확하지 않거나 

잘 정의되어있지 않은 문제를 말하며(Chi &

Glaser, 1985), 보다 현실적이고 실제적인 상황을 

바탕으로 하고 개방성을 지니면서 단순하기보다

는 복잡한 상황이 제시되는 특징을 가진다.

Jonassen(1997) 및 Shin, Jonassen과 McGee(2003),

Palm(2008), Torulf(2008) 등은 비구조화된 문제의 

속성들에 관하여 언급하였는데, 이들 속성에 관

하여 김민경, 이지영, 홍지연, 김은경(2011)은 실

제성(authenticity), 복잡성(complexity), 개방성

(openness)으로 정리하였다. 실제성(authenticity)은 

일상생활과 학교 밖의 현실 상황을 묘사한 수학

과제 및 문제가 일치하는 것을 말하며(Palm,

2008), 문제가 실제성을 가지려면 일상생활의 맥

락을 다루면서 현실 상황의 중요한 부분들이 추

론될 수 있을 만큼 모방되어야 한다(Fitzpatrick

& Morrison, 1971). Jonassen(1997)은 비구조화된 

문제에 나타난 복잡성(complexity)의 특성을 ⓐ

문제를 해결하는데 요구되는 개념, 원리, 법칙 

혹은 이들이 어떻게 조직되는지에 대하여 불확

실성을 나타냄, ⓑ 문제에 포함된 사례들 사이의 

개념, 원리, 법칙들이 일관성 없는 관계를 나타

냄으로 보았다. 또한 Jonassen(1997)은 다른 한편

으로 개방성과 관련한 비구조화된 문제의 속성

으로 ⓐ 문제 해결에 관하여 여러 개의 평가 준

거가 존재함, ⓑ 적절한 행동을 위한 명확한 수

단이 제시되지 않음, ⓒ 문제에 관하여 학습자 

스스로가 개인적 의견 및 신념을 표현하도록 함,

ⓓ 학습자 스스로 문제에 관하여 판단하고 그에 

대해 변호하도록 함을 제시하였으며, Shin,

Jonassen과 McGee(2003)는 비구조화된 문제가 지

닌 개방성의 특성이 학생들로 하여금 문제 해결

에 관한 다양한 해석을 가능하도록 하고 문제 

해결에 관한 자신의 해석을 정당화하도록 한다

고 언급하였다.

이와 같은 비구조화된 문제의 특성에 따라 여러

학자들(Ge & Land, 2003; Jonassen, 1997; Shin,

Jonassen & McGee, 2003, Sinnott, 1989)은 구조화

된 문제해결의 프로세스와는 다른 비구조화된 

문제해결의 프로세스들을 제시하였는데, Sinnott

(1989)는 비구조화된 문제해결 모델로 문제공간 

구성, 해결방안의 선택과 생성, 모니터/기억/비인

지적 요소 및 think-aloud 프로토콜 사용의 프로

세스를 제안하였고, Ge와 Land(2003)의 경우, 비

구조화된 문제해결 모델을 문제 표상(problem

representation)과 해결책 모색(developing solutions),

정당화(developing justification), 그리고 관찰과 평

가(monitoring and evaluation)의 네 단계의 과정으로

설명하였다. 또한 Jonassen(1997), Shin, Jonassen과 

McGee(2003)도 이와 유사한 흐름으로 비구조화
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된 문제에 관한 해결 프로세스를 제시하였는데 

이들 비구조화된 문제에 대한 문제해결 모델들

은 모두 문제 표상, 해결책 생성, 정당화, 검토 

및 평가의 프로세스를 포함하고 있으며, ⓐ 문제

가 있음에 대한 인식, ⓑ 문제에 대한 명확한 이

해, ⓒ 관련된 정보의 검색 및 선택, ⓓ 대안적 

관점의 확인 및 정당화, ⓔ 새로운 문제상황에 

맞도록 정보 조직, ⓕ 문제의 조건에 적절한 가

장 좋은 해 결정, ⓖ 논쟁의 발전 및 개인적 신

념과 가치에 대한 명확한 표현의 프로세스와 관

련되어 있다(Hong, 1999)는 공통점을 가진다.

Palm(2008), Shin, Jonassen과 McGee(2003), Ge

와 Land(2003) 등의 연구에 따르면, 학생들에게 

비구조화된 문제 상황을 제시하고 이를 비구조

화된 문제 해결 프로세스를 통해 해결하도록 하

였을 때, 학생들은 ‘실세계’의 상황을 고려하여 

보다 실제적인 해결 전략을 제시하고, 정보를 재

조직하고 사고를 명확히 함으로써 새로운 이해

에 이르게 되었을 뿐만 아니라, 문제 해결에 대

한 대안적인 관점을 가지고 문제를 해결하기 위

한 여러 가지 대안들을 평가하고 검토하며 가장 

적합한 해결방안을 모색하였다.

이상에 언급된 바에 따르면, 실제성, 복잡성, 개

방성과 같은 특성을 지니는 비구조화된 문제는 

학생들로 하여금 현실적인 상황을 포함한 복잡

한 문제에 대해 스스로 탐구하고 해결하도록 함

으로써 고차원적인 수학적 사고력 및 실생활 문

제 해결 능력을 신장시키는데 중요한 역할을 한

다.

2. 비례적 추론

추론은 수학의 이해에 있어 핵심적 사고 방법

으로, 학생들로 하여금 여러 가지 현상에 대해 

통찰하고 표현하도록 함으로써(NCTM, 2000) 학

교수학에서 강조되고 있다. 이와 관련하여 

NCTM(2000)은 학생들이 이용할 수 있는 추론의 

형태로 대수적 추론, 기하 추론, 비례적 추론, 확

률 추론, 통계 추론을 제시하고, 학교교육과정이 

진행됨에 따라 학생들이 이들 추론 형태에서 능

숙해져야 한다고 주장하고 있다.

수학적 추론의 한 유형인 비례적 추론은 “비

례적인 관계에 대한 주장을 뒷받침하는 근거를 

찾아내고, 표현하고, 분석하고, 설명하고, 제공하

는 것”(Lamon, 2007, p. 647)으로, 똑같은 관계를 

다른 쌍의 양들로 확장시키는 능력뿐만 아니라,

두 양들 사이의 곱셈적 관계를 식별하는 능력으

로 구성된다(Lamon, 2007).

이러한 비례적 추론은 지금까지 대부분의 학

생들이 어려워는 수학적 추론의 한 영역으로 학

생들의 수학적 발달에 중요한 역할을 하고, 상위 

수학 학습에 대한 초석의 역할을 하며, 기본 개

념들에 대한 절정으로 언급된다(Lesh, Post &

Beghr, 1988). 특히 비례는 다른 학습 요소들(예

를 들어, 기하, 대수, 확률과 통계 등)과 깊은 관

련성을 가지고 있어(김성준, 2004; Freudenthal,

1978; Lesh, Post & Behr, 1988; Watson, 2006) 중

요한 수학 학습의 요소로 알려져 있다(고은성,

이경화, 2007). 또한 National Council of Teachers

of Mathematics [NCTM]에 따르면, 비례적으로 추

론하는 능력이 5~8학년의 학생들에게서 발달될 

뿐만 아니라 아무리 시간과 노력이 요구되더라

도 발달시켜야 할 만큼 중요하며(NCTM, 1989,

p. 82), 비례는 6~8학년에서 학습되는 많은 수학 

주제들을 연결시켜주는 중요한 통합적 연결고리

임을 강조하고 있다(NCTM, 2000, p. 217).

이와 같은 비례적 추론에 관하여 Lobato 외

(2010)는 비례 및 비례적 추론에 대한 big idea와 

핵심 이해(essential understandings) 및 비례적 추

론 발달에서의 전환(shift)을 제시함으로써 학생

들의 비례적 추론 관련 이해와 전환의 수준을 

발전시켜야 한다고 제안하였다. Baxter와 
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학자
비례적 추론 과정(수준/단계)

Van Dooren,

De Bock,

Janssens, & 

Verschaffel

(2008)

어린 나이

-선형적 추론

(linear 

reasoning)

6~7세

-building-up 

전략 혹은 쉬운 

곱셈적 스칼라 

추론

2, 3학년

-곱셈과 나눗셈 

적용 상황 인식

4, 5학년

-비례적 개념의 

형식적 발전

이후 학생들

-심화된 비례적 

추론 기능 연습

Kaput & 

West

(1994)

통합적 구성 접근

(coordinated 

build-up/ build-down 

approach)

축약적 구성 접근

(abbreviated 

build-up/ build-down 

approach)

단위 인수 접근

(unit factor 

approach)

형식적 방정식 접근

(formal equation 

approach)

Baxter & 

Junker

(2001)

질적 추론 단계

-수치가 아닌 

질적으로 비교

양에 대한 초기 

시도 단계

-덧셈적 차이 

사용

곱셈적 관계 

인식 단계

-곱셈적 추론

공변과 불변의 

조화 단계

-변화하는 양들 

사이 불변하는 

양의 존재함 인식

양들 사이의 

함수 관계 및 

스칼라 연산 관계 

이해 단계

Karen & 

Lesh

(2003)

문제에 대한 

해석에 기반을 둔 

단계

-부정확한 

개념을 통한 문제 

이해

질적 관계에 

기반을 둔 단계

-질적 추론 

사용

덧셈적 관계에 

근거하여 추론하는 

단계

패턴의 인식, 

복제 및 buildup 

strategy 사용 

단계

비율관계를 

존속시키는 관계 

이해에 기초를 둔 

단계

-곱셈적 비례 

추론을 개념화

Karplus

et al.

(1970, 1974, 

1980)

수준 I

(illogical)

-기술적인 관찰에 

근거한 비논리적인 

계산, 추측, 혹은 

일반적인 어림

수준 A

(additive)

-두 수 사이의 

차이에 초점

수준 TR

(transitional)

-덧셈적 접근  사용

수준 R

(ratio)

-일정한 비의 관계 

사용 혹은 곱셈적 비교

Olof

(2003)

질적추론 전략 수준

-비형식적, 직관적 지식에 

근거, 질적으로 비교

덧셈 전략 수준

- building-up 전략 사용

곱셈 전략 수준

-비와 비 사이의 공변량과 

불변량을 이해

<표 II-1> 선행연구에 제시된 비례적 추론 과정(수준/단계)

Junker(2001)의 경우, 비례적 추론의 발달 단계를 

5단계로 제시하였는데 이에 따르면, 첫 번째 질

적 추론 단계에서 학생들은 주어진 양들을 정확

한 수치가 아닌 질적으로 비교하고, 두 번째 양

에 대한 초기 시도 단계에서 학생들은 덧셈적 

차이를 사용하여 주어진 양들의 관계를 비교하

며, 세 번째 곱셈적 관계를 인식하는 단계에서는 

변화하는 두 수의 관계를 비로 나타내기 시작함

으로써 수를 세거나 building-up 전략을 사용하여 

곱셈적 추론을 하게 된다. 또 네 번째 공변과 불

변의 조화 단계에서 학생들은 변화하는 양들 사

이에 불변하는 양이 존재함을 인식하며, 다섯 번

째 단계에서 학생들은 양들 사이에 존재하는 함

수 관계 및 스칼라 연산 관계를 이해하게 된다.

이러한 수학 학습에서의 비례적 추론에 대하

여 연구자들(<표 II-1> 참조)은 비례적 추론의 과

정을 몇 가지 수준 혹은 단계로 구분하였는데,

여러 연구들을 정리하여 보면, 학생들에게서 나

타나는 비례적 추론의 발달 수준은 두 양 사이

의 비례적 관계를 인식하지 못하고 질적으로 추

론하는 비논리적(illogical) 접근 수준과 두 양 사

이의 관계를 덧셈적 관계로 인식하고 추론하는 

덧셈적(additive) 접근 수준, 두 양 사이의 관계를 

곱셈적 관계로 인식하고 추론하는 곱셈적

(multiplicative) 접근 수준, 그리고 두 양 사이의 

관계를 함수 관계로 인식하고 추론하는 함수적

(functional) 접근 수준으로 구분할 수 있다.
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학습의 흐름

▷

문제 이해하기

▶

해 구하기

▶

적용하기

문제 해결 과정
비구조화된 문제 

제시 및 문제 

이해

문제 해결 계획 및 문제 

상황에 알맞은 해 구하기

형식화ㆍ추상화를 통한 

수학적 결론 도출

문제 해결 

방법의 적용

[그림 III-1] 본 연구에 적용된 비구조화된 문제의 해결 학습 절차

III. 연구 방법

본 연구는 초등학생의 비구조화된 문제의 해

결 과정에서 나타내는 비례적 추론 과정 분석을 

통해 비례적 추론 수준과 형태의 특징을 알아보

는 것을 목적으로 하였다. 이를 위하여 본 연구

에서는 맥락 속에서 풍부한 자료 수집을 통해 

하나 혹은 복합적인 사례를 심층분석하는

(Creswell, 2005) 사례연구 방법을 택하여 학생들

의 수업 활동 자료를 주의 깊게 분석함으로써 

학생들의 비례적 추론 과정을 살펴보았다.

1. 연구 대상

본 연구는 서울특별시 소재의 초등학교 5학년 

한 학급을 선정하여 연구를 진행하였다. 본 연구

의 연구 대상 학급은 전체 20명으로 남학생 9명

(45%), 여학생 11명(55%)로 구성되었으며, 이들 

학생들은 임의로 모둠당 3명 혹은 4명씩 총 6개 

모둠으로 구분되어 비구조화된 문제의 해결 활

동에 참여하였다.

2. 연구 설계

가. 비구조화된 문제의 해결 학습 설계

비구조화된 문제는 실제성과 복잡성 및 개방

성을 바탕으로 특정한 실세계의 맥락이 구체화

되지 않은 문제 상황으로 만들어져 학습자로 하

여금 스스로 문제를 해석하고 해결 방법을 모색

하여 적절한 해를 찾도록 한다. 또한 비구조화된 

문제는 학습자로 하여금 문제를 해결하는 동안 

문제를 표현하고, 해결책을 만들어내며, 자신들

의 생각을 정당화하고, 여러 가지 방안들을 검토 

및 평가하도록 하는 프로세스를 포함함으로써

(Hong, 1999) 고차원적인 수학적 사고력 및 실생

활 문제 해결 능력을 신장시키는데 중요한 역할

을 한다. 이러한 비구조화된 문제는 초등 수학 

교육 현장에 적용됨으로써 학생들에게 실생활 

맥락의 문제에 대한 해결 기회 및 경험을 제공

하고 학생들의 문제 해결 능력을 향상에 중요한 

역할을 할 수 있다. 본 연구에서는 Jonassen

(1997)과 Ge와 Land(2003), Shin, Jonassen과 

McGee(2003), Hong(1999)이 제시한 비구조화된 

문제의 해결 프로세스를 참고하여 이를 우리나

라 초등학교의 수학교육 현장 상황에 적용 가능

하도록 초등학교 5학년 2학기의 문제 해결 학습

을 설계하였으며, 본 연구에 적용된 비구조화된 

문제의 해결 학습 절차는 [그림 III-1]과 같다.

본 연구에서는 이와 같은 절차를 문제 해결 

방법 찾기 단원의 학습에 적용함으로써 학습자

들이 비구조화된 문제의 해결 과정에서 나타내

는 비례적 추론 분석에 중점을 두었다.

연구 대상에 적용될 문제 해결 학습의 설계를 

위해서 먼저 규칙성과 문제 해결 영역 중 문제 

해결 방법 찾기와 관련된 교육목표 설정을 통해 

학습자가 성취해야 할 학습목표를 확인하고, 설
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  ★★건설회사는 한 고객으로부터 다음과 같은 집을 지어달라는 주문을 받았습니다.

안녕하세요? 새로운 집 건설을 의뢰한 OOO입니다.

제가 원하는 집에 대한 구체적인 모습을 설명드립니다.

ㆍ우선, 집 전체는 넓이는 가로 20 , 세로 10 , 넓이 200의 직사각형 모양이 되어야 합니다.

ㆍ침실은 5개, 드레스룸, 욕실 2개, 거실, 주방&식당, 다용도실, 발코니의 공간이 확보되어야 합니다.

ㆍ가장 큰 침실은 20 로 해주시고, 욕실 및 드레스룸과 연결되어 직접 통할 수 있도록 해주세요.

ㆍ나머지 침실들은 12~16 가 되도록 해주세요.

ㆍ거실과 주방&식당은 집의 가운데 위치해야 하며, 거실(복도 포함)의 넓이는 44 , 주방&식당은 24 가 되어야

합니다.

ㆍ발코니는 거실과 연결되고, 다용도실은 주방과 연결되어야 합니다.

ㆍ가장 큰 침실은 현관문과 되도록 멀리 떨어진 곳에 배치해주세요.

※ 이 조건들을 만족하는 설계도 몇 가지를 4절 도화지 크기로 만들어서 보내주시면, 검토 후 한 가지를 선택하도록

하겠습니다.

  ★★건설회사는 회사의 여러 팀에게 주문서 내용을 공지하여 조건에 맞는 설계도를 만들어 제출하도록 하고, 

제출된 설계도 중 고객의 주문 조건에 가장 적합한 설계도를 뽑으려고 합니다. 모둠별로 ★★건설회사의 소

속팀이 되어 최고의 설계도를 만들어 봅시다.

[그림 III-2] 본 연구에 적용된 비구조화된 문제[건축설계도]의 문제 상황

정된 교육목표에 학습자의 실세계 맥락이 반영

된 학습 경험을 선정하였다. 이렇게 선정된 학습 

경험들은 [그림 III-1]의 비구조화된 문제의 해결 

학습 절차에 맞게 조직함으로써 비구조화된 문제

의 해결 학습 교수ㆍ학습 과정안을 설계하였다.

본 연구에 적용된 문제 상황은 비구조화된 문

제 관련 참고문헌과 우리나라의 2007 개정 수학

과 교육과정, NCTM, 국내ㆍ외 교과서 분석을 

바탕으로 하여 우리나라 초등학교 5학년에 적용 

가능하며 학생들이 실세계 맥락 상황과 관련지

어 문제를 해결하고 학습내용을 활용할 수 있는

지를 알아볼 수 있는 비구조화된 문제 상황을 

개발하였다. 개발된 문제 상황은 수학교육학자 1

인과 초등수학교육전공 석ㆍ박사 과정의 초등교

사 3인 및 초등학교 현장에서 수학을 가르치고 

있는 21년 경력의 현직 초등교사 등 전문가의 

자문 및 검토를 통해 내용타당도를 검증받고, 초

등학교 현장 6학년 1개 학급2)에서 예비 연구로 

적용한 후 최종적으로 수정ㆍ보완하여 완성하였

다([그림 III-2] 참조).

나. 비례적 추론 과정 분석을 위한 설계

본 연구에서는 비구조화된 문제의 해결 학습

에서 연구 대상이 나타내는 비례적 추론 과정을 

분석하고자 하였으며, 이 연구 문제를 위해서 연

구 대상의 학습 활동 내용과 연구자의 관찰 내

용을 분석하였다. 연구 대상의 학습 활동 내용의 

분석은 연구가 이루어지는 동안 산출된 모둠별 

활동지 및 활동 결과물을 분석하고, 관찰은 학습

이 진행되는 동안 나타나는 연구 대상의 학습 

활동 과정의 파악을 위하여 연구자가 학습자의 

활동을 관찰하여 기록한 후 이를 분석하였으며,

모둠별 활동 결과물과 학습 활동에 대한 관찰내

용은 비례적 추론 수준 및 형태 분석 기준에 따

라 연구자를 포함한 초등수학교육전공 석ㆍ박사 

과정의 초등교사 3인이 독립적으로 검토한 후,

검토 내용에 대한 협의를 거쳐 협의 결과를 바

2) 본 연구가 실시된 해는 2007 개정 수학과 교육과정이 초등학교 5학년과 6학년에 처음 실시된 해로, 비와 
비율 단원이 처음으로 5학년에 편성되었기 때문에 비와 비율 단원의 학습을 끝낸 예비 연구 대상으로 6

학년 학생들을 선정함.
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<표 III-1> 본 연구에 사용된 비례적 추론의 수준, 분석내용 및 형태

수준 분석내용 형태

[1]

비논리적

(illogical)

접근

ㆍ문제 상황을 이해하고 문제 상황에 나타난 두 가지 양을 인식하는가?

ㆍ문제 상황의 두 양을 수치가 아닌 질적으로 비교하는가?

ㆍ두 양 사이의 관계를 수를 사용하지 않고 질적으로 추론하는가?

ㆍ두 양 사이의 비례적 관계를 인식하지 못하는가?

-두 양의 인식 및 

질적비교

-질적추론

-비례적 관계 인식 불가

[2]

덧셈적

(additive)

접근

ㆍ문제 상황의 두 양을 덧셈적 차이를 사용하여 비교하는가?

ㆍ두 양 사이의 관계를 덧셈 관계로 인식하고 추론하는가?

ㆍ비가 보존되는 두 대상을 인식하고 대응을 찾아내는가?

ㆍ두 대상의 단위를 반복적으로 더함으로써 추론하는가?

ㆍ반복적으로 더하는 방식으로 두 가지 단위를 함께 조절할 수 있는가?

-두 양 사이의 덧셈적 

차이 인식

-덧셈 관계 추론

-비의 보존 및 대응 인식

-반복적 덧셈을 통한 단위 

조절

[3]

곱셈적

(multiplicative)

접근

ㆍ두 양 사이의 패턴을 인식하고 반복을 통해 추론하는가?

ㆍ두 양 사이의 관계를 곱셈 관계로 인식하고 추론하는가?

ㆍ곱셈적 사고를 통해 두 가지 단위를 함께 조절할 수 있는가?

ㆍ변하는 두 양 사이의 관계를 비로 표현할 수 있는가?

-두 양 사이의 패턴 인식 

및 곱셈 관계 추론

-곱셈적 사고를 통한 단위 

조절

-비 표현

[4]

함수적

(functional)

접근

ㆍ둘 이상의 양 사이의 비례적 관계를 인식하고 복잡한 비례 추론을 개념화 

할 수 있는가?

ㆍ양이 변화하는 동안에 양 사이의 불변하는 양이 존재함을 인식하는가?

ㆍ내적비 또는 외적비를 이용하여 비례식을 세울 수 있는가?

ㆍ동치분수에 대한 이해를 비의 개념과 통합하여 비례식의 원리를 이해하는가?

ㆍ두 양 사이의 함수 관계를 인식하는가?

-비례적 관계 인식

-변량과 상수의 존재 인식

-비례식 표현

-비례식의 원리 인식

-함수 관계 추론

탕으로 분석되었다. 또 비구조화된 문제의 해결 

학습 과정에서 산출된 모둠별 활동지 및 활동 

결과물과 관찰내용에 대한 분석 결과 비례적 

추론이 가장 높은 수준으로 이루어진 1개 모둠

을 선정하여 분석하였다.

3. 연구 도구

본 연구에서는 앞서 언급된 비례적 추론 관련 

연구(Baxter & Junker, 2001; Kaput & West, 1994;

Karen & Lesh, 2003; Nabors, 2003; Tourniaire &

Pulos, 1985)들에 제시된 비례적 추론의 수준과 

단계 및 관련 내용을 바탕으로 비구조화된 문제

의 해결 학습에 맞게 수정ㆍ보완하여 <표 III-1>

과 같이 재구성하여 분석기준으로 사용하였다.

비례적 추론의 1수준인 비논리적(illogical) 접

근 수준은 두 양 사이의 비례적 관계를 인식하

지 못한 채 두 양을 비교하는 수준으로, 학생들

은 문제 상황에 포함된 두 가지 양을 인식하여 

두 양 및 이들 사이의 관계를 수치가 아닌 질적

으로 비교하고 추론할 수 있으나 두 양 사이의 

비례적 관계는 인식하지 못한다. 이 수준에서는 

두 양의 인식 및 질적 비교, 질적 추론, 비례적 

관계 인식 불가의 비례적 추론 형태가 나타나게 

된다.

두 번째 덧셈적(additive) 접근 수준은 두 가지 

양의 관계를 덧셈 관계로 인식하여 비교하고 추

론하는 수준으로, 학생들은 문제 상황에 나타난 

두 양을 덧셈적 차이를 사용하여 비교하고, 이들 

사이의 관계를 덧셈 관계로 인식하여 추론하게 

된다. 또한 비가 보존되는 두 대상 및 이들의 대

응을 찾을 수 있으며, 두 대상의 단위를 반복적

으로 더하는 방식으로 두 단위를 함께 조절하고 

추론한다. 이 수준에서 학생들은 두 양 사이의 

덧셈적 차이 인식과 덧셈 관계 추론, 비의 보존 

및 대응 인식, 반복적 덧셈을 통한 단위 조절의 

비례적 추론 형태를 보이게 된다.

3수준인 곱셈적(multiplicative) 접근 수준은 두 
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양 사이의 관계를 곱셈 관계로 인식하고 추론하

는 수준으로, 이 수준에서 학생들은 두 양 사이

의 패턴을 인식하고, 두 가지 양을 곱셈 관계로 

인식하여 곱셈적 사고를 통해 두 가지 단위를 

함께 조절하며, 변화하는 두 양 사이의 관계를 

비로 표현할 수 있다. 이 때에는 두 양 사이의 

패턴 인식 및 곱셈 관계 추론, 곱셈적 사고를 통

한 단위 조절, 비 표현의 비례적 추론 형태가 나

타난다.

마지막 수준인 함수적(functional) 접근 수준은 

둘 이상의 양 사이의 비례적 관계를 인식하고 

복잡한 비례 추론을 개념화하며 함수 관계를 추

론하게 되는 수준으로, 학생들은 양이 변화하는 

동안에 양 사이에 불변하는 양이 존재함을 인식

하고 동치분수에 대한 이해를 비의 개념과 통합

함으로써 비례식의 원리를 이해하게 된다. 또한 

내적비 혹은 외적비를 이용하여 비례식을 세우

고 두 양 사이의 함수 관계를 인식하게 된다. 이 

수준에서는 비례적 관계 인식, 변량과 상수의 존

재 인식, 비례식 표현, 비례식의 원리 인식, 그리

고 함수 관계 추론의 비례적 추론 형태가 나타

나게 된다. 본 연구에서는 이 분석기준을 바탕으

로 비구조화된 문제의 해결 과정에서 나타나는 

학생들의 비례적 추론 사례를 분석하였다.

IV. 연구 결과

비구조화된 문제 <건축설계도>에 대한 문제 

해결 학습이 이루어지는 동안 학습자들은 제시

된 실생활의 문제를 해결하면서 문제 상황에 포

함된 두 가지 양을 인식하고 비교함으로써 두 

양 사이의 비례적 관계를 추론해내고 비례식의 

원리를 이해하며 나아가 두 양 사이의 함수적 

관계를 인식하게 되었는데, 이러한 비례적 추론 

과정을 통하여 학습자들은 현실 생활에서의 여

러 가지 비례 관계의 문제 상황들을 해결하게 

되었다. 다음은 연구 대상인 실험 집단의 학습자

들이 5학년 2학기 8. 문제 해결 방법 찾기 단원

에 관한 비구조화된 문제의 해결 학습을 하면서 

나타낸 비례적 추론의 모습을 분석한 것이다.

1. 비구조화된 문제의 해결 과정에 나타난

비례적 추론 수준과 형태

본 연구에서는 앞서 제시된 <표 III-1>의 비례

적 추론 수준과 형태 분석 기준에 따라 학생들

이 나타낸 비례적 추론 모습을 분석하였다. 본 

연구에서 비구조화된 <건축설계도> 문제를 해결

하는 동안 6개 모둠의 연구 대상 학생들은  제

시된 비구조화된 문제를 이해하고, 이를 바탕으

로 문제 해결 계획은 세워 문제 상황에 적합한 

해를 구하였다. 또한 학생들은 자신들의 문제 

해결 과정 및 문제 해결 과정에서 형식화ㆍ추

상화를 통해 도출된 수학적 결론을 공유하고,

이러한 문제 해결 방법들을 활용할 수 있는 

또 다른 실생활 사례들을 찾는 활동을 하였다.

우선 학생들은 제시된 <건축설계도> 과제를 

보고 해결해야 할 문제가 제시된 조건을 만족시

키는 4절 도화지 크기의 설계도를 만드는 것임

을 파악하였으며, 이를 위해 과제에 제시된 집 

내부 공간들의 넓이, 위치, 모양 등의 정보들을 

수집하였다. 학생들은 이를 바탕으로 4절 도화지 

크기의 설계도를 그리기에 적절한 축소 비율을 

결정하고, 집 내부 각 공간의 설계도상의 길이를 

구하여 설계도를 완성하였다. 그런 후 자신들의 

과제 수행 과정을 프레젠테이션을 통해 공유하

고, 자신들의 과제 수행 방법을 적용할 수 있는 

또 다른 실생활 사례를 찾아보았다.

이와 같은 과정을 통해 비구조화된 <건축설계

도> 문제를 해결하는 동안 6개 모둠의 학생들은 

<표 IV-1>과 같이 비례적 추론의 수준과 형태를 
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<표 IV-1> 비구조화된 문제의 해결 과정에 나타난 비례적 추론 수준과 형태

비례적 추론 수준 및 형태 모둠

수준 형태 1 2 3 4 5 6

[1] 비논리적

(illogical)

접근

두 양의 인식 및 질적비교 ○ ○ ○ ○

질적추론 ○

비례적 관계 인식 불가 ○ ○ ○

[2] 덧셈적

(additive)

접근

두 양 사이의 덧셈적 차이 인식

덧셈 관계 추론

비의 보존 및 대응 인식

반복적 덧셈을 통한 단위 조절

[3] 곱셈적

(multiplicative)

접근

두 양 사이의 패턴 인식 및 곱셈 관계 추론 ○ ○ ○

곱셈적 사고를 통한 단위 조절 ○ ○ ○

비 표현

[4] 함수적

(functional)

접근

비례적 관계 인식 ○ ○

변량과 상수의 존재 인식 ○ ○

비례식 표현

비례식의 원리 인식

함수 관계 추론

나타내었다.

비구조화된 문제를 해결하는 동안 각 모둠의 

학생들이 나타낸 비례적 추론 수준과 형태의 모

습을 살펴보면, <모둠 1, 3>의 경우 학생들은 

<건축설계도> 과제를 해결하는 과정에서 비례적 

추론의 첫 번째 수준인 [비논리적 접근]의 모습

만을 나타내었다. 그리고 <모둠 2, 6>은 비례적 

추론의 3수준인 [곱셈적 접근]의 모습을 나타내

었으며, <모둠 4>와 <모둠 5>의 학생들은 비례

적 추론의 네 번째 수준인 [함수적 접근]으로 비

례적 추론 모습을 보이며 활동을 하였다.

비구조화된 문제의 해결 과정에서 비례적 추

론의 1수준[비논리적 접근]을 나타내었던 <모둠 

1, 3>의 학생들은 제시된 <건축설계도> 과제의 

문제 상황을 정리하고 문제 해결을 위한 계획을 

세우는 과정에서 실제 길이와 설계도상의 길이 

두 가지 양을 인식하였다. 이들은 고객이 원하는 

조건을 만족시키는 집에 대한 설계도를 그리는 

데에 집의 실제 가로, 세로 길이와 4절 도화지에 

그려지는 설계도상의 가로, 세로의 길이에 대한 

정보가 필요함을 인식하고, 비와 비율 혹은 축소 

비율을 이용하여 설계도상의 길이를 구해야한다

고 활동지에 기록하였다. 그러나 <모둠 1, 3> 두 

모둠 학생들은 문제 해결을 위한 정보를 수집하

고 문제에 알맞은 해를 구하는 과정에서는 설계

도를 그릴 때에 일정한 비율로 가로의 길이와 

세로의 길이를 동시에 축소해야 함을 인식하지 

못하고, 축소 비율과 관계없이 도화지 크기에 맞

추어 집 전체 직사각형의 가로, 세로 길이를 임

의로 결정하여 그렸다. 또한 이들은 집 내부의 

여러 공간들을 설계도에 나타내는 데에 있어서

도 일정한 비율로 축소하지 못하고, 집 내부 공

간들의 가로, 세로의 길이를 집 전체의 가로, 세

로의 길이와 질적으로 비교하여 임의의 길이로 

설계도를 그린 후, 그려진 부분의 길이를 자로 

직접 재어 측정된 수치를 설계도상의 길이로 기

록하였다.

이들 두 모둠의 학생들은 공통적으로 문제 해

결에 비와 비율(축소 비율)이 사용되어야 한다고 

활동지에 기록은 하고 있으나, 집 전체 및 내부 

공간들의 가로, 세로의 길이를 일정한 비율로 축

소하지 못하고 각 길이들을 도화지의 크기와 질

적으로 비교함으로써 임의의 길이로 구하였다.

<모둠 1>의 경우, 설계도를 가로 40cm, 세로 
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30cm로 그린 이유에 대한 교사의 질문에 ‘처음

에는 20cm×10cm로 했었으나, 도화지에 잘 안 맞

아서 그냥 도화지에 잘 맞게 40cm×30cm로 그렸

다’고 답하고, 이에 대하여 활동지에 ‘축소비율 

계산 과정은 20m, 10m를 40cm, 30cm로 축소 비

율을 줄였다(축소하였다). 즉, 1m당 3cm로 축소 

비율을 줄여서(축소 비율로 줄여서) 만들었다’고 

기록하였다. 또한 이들은 4절 도화지에 설계도를 

그리기 전에 활동지의 빈 공간에 실제 넓이와 

길이를 기초로 각 공간들의 위치와 크고 작음을 

나타낸 후, 이를 바탕으로 4절 도화지에 그림으

로써 설계도를 완성하고, 여기에 그려진 집 내부 

각 공간들의 가로, 세로의 길이를 자로 재어 설

계도상의 길이로 기록하였다. <모둠 3>의 경우,

집 전체의 설계도상 가로, 세로의 길이를 정하지 

않은 채, 먼저 집 내부 공간들의 실제 넓이와 길

이를 고려하여 설계도에 나타나는 길이를 질적

으로 조정함으로써 A4 종이에 각 공간들의 위치

와 크고 작음을 표현하였다. 그 후 학생들은 이

와 유사한 모습으로 각 공간들의 크기와 위치가 

나타나도록 4절 도화지에 그림으로써 설계도를 

완성하고, 도화지에 그려진 각 공간들의 길이들

을 자로 재어 설계도상의 길이로 기록하였다.

<모둠 1, 3>의 이러한 활동 모습은 학생들이 

문제 상황에 포함된 실제 길이와 설계도상의 길

이에 대한 두 가지 양에 대한 비례적 관계를 인

식하지 못하고 이를 질적으로 비교하였음을 나

타낸다. 이는 비례적 추론의 수준과 형태에 비추

어 볼 때, 첫 번째 수준인 [비논리적 접근] 수준

에 속하며, ⓐ 두 양의 인식 및 질적 비교와 ⓒ

비례적 관계 인식 불가의 형태에 해당한다.

한편 <모둠 2, 6>의 학생들은 <건축설계도>의 

문제 해결 과정에서 집 내부 공간들의 설계도상 

길이를 구하기 위한 축소 비율을 정하고, 정해진 

축소 비율에 따라 계산된 설계도상의 길이를 4

절 도화지에 표현함으로써  [곱셈적 접근] 수준

과 이 수준에 속하는 ⓐ 두 양 사이의 패턴 인

식 및 곱셈 관계 추론과 ⓑ 곱셈적 사고를 통한 

단위 조절의 비례적 추론 형태를 나타내었다.

두 모둠의 학생들은 제시된 문제 상황을 정리

하고 문제 해결에 대한 계획을 세우는 동안 문

제에 포함된 실제 길이 및 설계도상의 길이라는 

두 가지 양을 인식함으로써 문제 해결을 시작하

였다. 다만 제시된 문제에 대한 해를 구하는 과

정에서 두 모둠의 학생들은 비례적 추론의 모습

을 다르게 나타내었다. <모둠 2>의 경우, 정보를 

수집하고 문제 상황에 알맞은 해를 구하는 과정

에서 실제 길이 숫자에 2, 3, 2.5를 곱하여 설계

도상의 길이를 가로 40cm, 세로 20cm, 가로 

60cm, 세로 30cm, 가로 50cm, 세로 25cm로 그려

본 후 ‘1m를 2.5cm'로 나타내기로 결정하였다(ⓑ

곱셈적 사고를 통한 단위 조절). 그리고 집 내부 

공간들에 대한 설계도상의 길이를 구함에 있어 

실제 가로, 세로 길이의 숫자 부분 각각에 2.5배

를 해주어 각각의 공간들에 대한 설계도상의 가

로 길이와 세로 길이를 구하여 4절 도화지에 표

현하였다(ⓐ 두 양 사이의 패턴 인식 및 곱셈 관

계 추론). 하지만 이들은 프레젠테이션에서 발표

된 각 모둠들의 문제 해결 방법을 평가하고 가

장 적절한 방법을 선정하는 과정에서 문제를 올

바르게 해결하지 못한 <모둠 1>의 방법을 가장 

적절한 방법으로 선택함으로써, 문제 상황에 포

함된 비례적 관계들을 완전하게 이해하지 못하

여 비와 비율 및 비례적 관계에 대한 수학적 구

조를 관련된 다른 상황으로 확장시키거나 일반

화시키지 못하는 상태임을 드러내었다.

반면 <모둠 6>의 학생들은 집 전체 직사각형

에 대한 설계도상의 길이를 구하는 과정에서는 

집 전체의 가로, 세로의 길이(20m, 10m) 사이의 

비례적 관계를 인식하지 못하고, 일정한 비율에 

따라 축소하지 못함으로써(4절 도화지에 가로 

50cm, 세로 30cm인 직사각형을 그림), 비례적 추
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론의 1수준[비논리적 접근]의 ⓒ 비례적 관계 인

식 불가의 형태를 나타냈다. 하지만, 이들은 이

후 실제 길이 숫자 부분에 1, 2, 5, 3을 곱하여 

1m를 1cm, 2cm, 5cm, 3cm로 나타내어 본 후, 집 

내부 공간들에 대한 축소 비율을 ‘1m를 3cm로 

정함’(ⓐ 두 양 사이의 패턴 인식 및 곱셈 관계 

추론)과 동시에, 집 내부 공간들에 대한 실제 가

로, 세로 길이에 각각 3을 곱하여 설계도상의 가

로, 세로 길이를 구함(ⓑ 곱셈적 사고를 통한 단

위 조절)으로써 [곱셈적 접근]의 모습을 나타냈

다. 결국 <모둠 6>의 학생들은 집 전체의 윤곽

을 표현하는 직사각형은 축소 비율과 관계없이 

임의의 길이로 그리고, 집 내부의 여러 공간들은 

1m 3cm로 축소한 길이로 그림으로써 문제 상황

에 포함된 비례적 관계들을 완전하게 이해하지 

못한 상태임을 나타내었다.

한편 앞의 <모둠 1, 2, 3, 6>과 달리, <모둠 4,

5>는 비구조화된 <건축설계도>의 문제의 해결 

과정에서 실제 길이와 설계도상의 길이 사이의 

비례 관계를 올바르게 인식하고(ⓐ 비례적 관계 

인식), 이들 관계 사이에 변하는 양과 변하지 않

는 양이 있음을 인식함으로써(ⓑ 변량과 상수의 

존재 인식) 비례적 추론의 네 번째 수준인 [함수

적 접근]의 모습을 나타내었다.

<모둠 4>의 경우, 학생들은 집의 각 공간들에 

대한 실제 가로, 세로 길이와 설계도상의 가로,

세로 길이 사이의 비례적 관계를 인식하고, 이를 

바탕으로 문제 상황에 알맞은 해를 구하는 과정

에서 축소 비율을 


로 정한 후, 이에 따라 

집 전체 및 집 내부 공간들에 대한 설계도상의 

가로, 세로 길이를 구하여 4절 도화지에 표현하

였다(ⓐ 비례적 관계 인식). 뿐만 아니라, 이들은 

집 내부 각 공간들의 실제 가로 및 세로의 길이

가 4m(400cm), 5m(500cm), 3m(300cm), 6m(600cm)

로 변화하고 설계도상의 길이가 4cm, 5cm, 3cm,

6cm로 변화하여도 실제 길이에 대한 설계도상의 

길이의 비와 비의 값이 


로 변하지 않음을 

알고, 이를 활용하여 설계도상의 길이를 구하였

다(ⓑ 변량과 상수의 존재 인식). 다만 <모둠 4>

의 학생들은 올바른 비례적 추론 과정을 통해 

일정한 비율에 따라 실제 길이를 축소하여 설계

도상의 길이를 구함으로써 설계도를 만들었으나,

주어진 4절 도화지의 극히 일부분의 공간에 너

무 작은 크기로 설계도를 그림으로써 실제성이 

결여된 설계도를 산출하였다고 볼 수 있다. 이는 

실생활 맥락을 담은 비구조화된 <건축설계도>

문제에 대한 적절한 해결로 평가되기에는 미흡

한 측면을 나타내는 것이라 할 수 있으며, 학생

들이 좀 더 현실 세계의 맥락에서 문제를 이해

한 후 비례적 추론 과정을 거쳤더라면, 가능한 4

절 도화지를 꽉 채울 수 있는 크기로 설계도가 

그려졌을 것으로 해석된다.

<모둠 5>의 학생들 역시 <모둠 4>의 경우와 

마찬가지로 집의 각 공간들에 대한 실제 가로,

세로 길이와 설계도상의 가로, 세로 길이 사이의 

비례적 관계를 인식하고, 4절 도화지에 그려질 

설계도에 적절하게 축소하는 방법으로 ‘1m를 

2.5cm로 하여 원래 길이(실제 길이)에 2.5를 곱

하는’ 방법을 사용하여 집 내부 공간들의 설계

도상의 길이를 구하여 4절 도화지에 표현하였다

(ⓐ 비례적 관계 인식). 또한 변화되는 원래 길

이(실제 길이)와 축소 길이(설계도상의 길이) 사

이에 변하지 않는 수 2.5가 있음을 인식하고 이

를 활용하여 설계도상의 길이를 구하였다(ⓑ 변

량과 상수의 존재 인식). 단, <모둠 5>의 학생들

은 <모둠 4>의 경우와 달리 4절 도화지의 여백

이 최소가 되도록 설계도를 크게 그렸는데, 이는 

<모둠 5>의 학생들이 현실적인 맥락에서 <건축

설계도>의 문제를 해석하고 비례적으로 추론하

여 문제를 해결한 결과로 볼 수 있으며, <모둠 
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문제 이해하기 해 구하기 적용하기

양의 인식 비례적 관계 발견 비례적 관계 확장

[그림 IV-1] 비구조화된 문제의 해결 과정에서의 비례적 추론

4>의 문제 해결 방법에 비하여 <건축설계도> 문

제에 보다 적절한 해결 방법이라 할 수 있다.

위와 같이 나타난 학생들의 비례적 추론 모습

을 종합해 보면, 학생들은 [그림 IV-1]과 같은 흐

름으로 비례적 추론의 모습을 나타내며 비구조

화된 <건축설계도> 문제를 해결하였다.

먼저 학생들은 [문제 이해하기] 과정에서 문제

에 제시된 여러 가지 정보들에서 실제 길이와 

설계도상의 길이와 같은 양들에 대하여 인식함

으로써 문제 해결을 시작하였다. 이어진 [해 구

하기] 과정에서 실제 길이와 설계도상의 길이 

사이의 관계에서 비례적 관계를 찾아내고, 이를 

활용하여 4절 도화지에 그려질 설계도상의 길이

를 구함으로써 문제 상황에 적절한 해를 구하였

다. 그리고 학생들은 [적용하기] 과정에서 자신

들이 문제 해결에 사용했던 비례적 관계 구조를 

각 모둠의 상황으로 확장시킴으로써 다른 모둠

의 해결 방법을 평가하고 가장 좋은 방안을 선

정하였다.

본 연구에 따르면, 비구조화된 <건축설계도>

문제를 해결하는 과정에서 연구 대상 학생들은 

모둠별로 다양한 모습으로 비례적 추론 수준과 

형태를 나타내었다. 그러나 연구 대상 학생들은 

비구조화된 문제를 해결하는 과정에서 6개 모둠 

중에서 2개의 모둠(<모둠 4, 5>)만이 비례적 추

론의 네 번째 수준인 [함수적 접근]의 수준과 형

태를 나타내며 활동을 마무리하였고, 나머지 4개 

모둠들(<모둠 1, 2, 3, 6>)은 첫 번째 수준인 [비

논리적 접근]과 [곱셈적 접근] 수준인 세 번째 

수준의 비례적 추론 수준과 형태를 주로 나타내

며 활동을 마쳤다. 이는 연구 대상 학생들이 비

구조화된 문제를 해결함에 있어 비례적 추론 수

준들 중 가장 높은 수준인 [함수적 접근]의 수준

과 형태로 비례적 추론을 하는 것이 쉽지 않았

음을 보여준다. 이는 또한 교육과정상 5학년에는 

비례적 추론과 관련된 단원이 5학년 2학기 7. 비

와 비율 1개 단원만이 편성되어 있어 6학년 과

정에 편성된 3개 단원(6학년 1학기 7. 비례식, 8.

연비와 비례배분, 6학년 2학기 7. 정비례와 반비

례)의 내용들(비례식이나 연비, 비례배분, 정비례 

등)을 접해보지 못했기 때문에 대다수의 학생들

이 비례적 추론의 4수준인 [함수적 접근] 수준을 

나타내기 어려웠던 것으로 해석된다.

2. 비례적 추론 사례: <모둠 5>의 활동 

사례

<모둠 5>의 학생들은 비구조화된 <건축설계

도> 문제를 해결하면서 비례적 추론의 3수준[곱

셈적 접근]과 4수준[함수적 접근]에 해당하는 비

례적 추론 수준과 형태를 나타내었다.

가. 3수준 : 곱셈적 접근

<표 III-1>의 비례적 추론 수준과 형태 분석 

기준에서 비례적 추론의 3수준 [곱셈적 접근]은 

문제 상황에 포함된 두 양 사이의 패턴을 인식

하고, 곱셈적 사고를 통하여 두 가지 단위를 함

께 조절하며, 변하는 두 양 사이의 관계를 비로 

표현하는 수준으로, 이는 ⓐ 두 양 사이의 패턴 



- 735 -

⒜ 활동지 기록 내용 1 ⒝ 활동지 기록 내용 2

⒞ 활동지 기록 내용 3

[그림 IV-2] <모둠 5>의 두 양 사이의 패턴 인식 및 곱셈 관계 추론 사례

인식 및 곱셈 관계 추론, ⓑ 곱셈적 사고를 통한 

단위 조절, ⓒ 비 표현의 비례적 추론의 형태를 

나타낸다.

[그림 IV-2-⒜, ⒝, ⒞]에 나타난 <모둠 5>의 

활동 기록을 보면, 학생들은 우선 집 전체 직사

각형을 축소하여 그린 후, 이렇게 집 전체 직사

각형의 가로, 세로 길이를 축소한 비율에 따라 

집 내부 각 공간의 가로, 세로 길이를 구하기로 

계획하였다. 이에 관하여 <모둠 5>의 학생들은 

‘설계도 안에 그린 직사각형 2변을 축소한 길이

만큼 나머지도 축소한다’라고 기록함으로써 설

계도에 그려지게 되는 집 전체 직사각형의 가로 

및 세로 길이에 대한 축소 비율을 적용하여 나

머지 집 내부의 각 공간들의 가로, 세로 길이를 

축소하여 그리고자 하였다.

또한 이들은 설계도에 적절한 집 전체 직사각

형의 가로와 세로의 길이를 구하기 위해 50cm

자를 4절 도화지의 가로와 세로에 직접 대어보

면서 집 전체 직사각형의 가로의 길이(20m) 및 

세로의 길이(10m)에 가장 적절한 설계도상의 길

이를 찾고자 하였는데([그림 IV-2-⒜, ⒝, ⒞] 참

조), 이 때 학생들은 설계도상의 가로의 길이 및 

세로의 길이로 임의의 수들[(가로, 세로)-(20cm,

10cm), (40cm, 20cm), (50cm, 25cm)]을 반복적으

로 시도한 끝에 가로 길이 50cm, 세로 길이 

25cm로 축소하여 4절 도화지에 집 전체 직사각

형을 그리기로 결정하였다.

이는 <모둠 5>의 학생들이 집 전체의 실제 가

로 및 세로의 길이와 설계도상의 가로 및 세로

의 길이의 두 가지 양 사이의 패턴을 인식하고,

두 양 사이의 관계를 곱셈 관계로 추론하여 4절 

도화지에 적합한 축소 비율을 결정한 모습을 보

여주는 것으로서, 비례적 추론의 세 번째 수준인 

[곱셈적 접근]에 속하는 비례적 추론의 형태들 

중 ⓐ 두 양 사이의 패턴 인식 및 곱셈 관계 추

론의 형태를 나타낸다.

한편 <모둠 5>의 학생들은 [그림 IV-3-⒜, ⒝]

의 활동 기록 및 [그림 IV-3-⒞]의 활동 결과물

에 나타난 바와 같이 곱셈적 사고를 바탕으로 

하여 집 내부 여러 공간들의 실제 길이 단위(m)

와 설계도상의 길이 단위(cm), 두 가지를 함께 

조절하였다. <모둠 5>의 학생들은 집 내부 각 

공간들의 실제 길이로 정해진 숫자에 2.5를 곱함

으로써 설계도상의 길이를 추론하고, 집 내부 공

간들에 대한 각기 다른(변화하는) 실제 길이의 

숫자부분에 2.5를 곱하고 단위를 m에서 cm로 바



- 736 -

⒝ 활동지 기록 내용 2

⒜ 활동지 기록 내용 1 ⒞ 활동 결과물

[그림 IV-3] <모둠 5>의 곱셈적 사고를 통한 단위 조절 사례

꾸어주는 사고를 통해 설계도상의 길이를 구함

으로써 실제 길이의 단위와 설계도상 길이의 단

위 두 가지를 함께 조절하는 모습을 나타내었으

며, 이는 비례적 추론의 세 번째 수준인 [곱셈적 

접근]에 속하는 비례적 추론 형태들 중 곱셈적 

사고를 통한 단위조절의 형태로 해석된다.

이와 같은 활동 모습은 Lobato 외(2010)가 제

시한 비례적 추론 관련 핵심 이해(essential

understandings)의 측면에서 볼 때, [핵심 이해 7]

과 관련된 것으로 볼 수 있는데, 학생들이 여러 

가지 실제 길이의 숫자 부분에 2.5를 곱하여 줌

으로써 실제 길이 1m를 설계도상의 길이 2.5cm

로 나타내는 관계를 유지시키는 가운데 설계도

상의 길이를 구한 것은 ‘비례적 관계를 유지하

기 위해서는 한 가지 양이 특별한 인수에 의해 

곱해지거나 나누어지면, 또 다른 양도 똑같은 인

수에 의해 곱해지거나 나누어져야 한다’는 [핵심 

이해 7]에 대한 이해를 바탕으로 이루어진 것이

라 해석된다. 여기에서 학생들은 또한 Lobato 외

(2010)가 제시한 비례적 추론 발달에서의 전환

(shift) 중에서도 전환 3[구성된 단위 전략에서 곱

셈적 비교로]를 나타내었는데, [그림 IV-3]에 따

르면 학생들은 곱셈적 사고를 통하여 집 내부 

공간들의 설계도상의 길이를 구함으로써 ‘곱셈

적 비교를 잘 하고 잘 사용하는 것으로의 전환’

을 보여주었다.

이와 더불어 [그림 IV-3-⒜]의 활동 모습은 [핵

심 이해 8]과 전환 4[구성된 단위 반복에서 많은 

등가의 비 창조로]를 나타내는 것으로 볼 수 있

다. [그림 IV-3-⒜]의 마지막 부분에서 학생들은 

‘1m를 2.5cm로 했기 때문에 원래 길이에 2.5를 

곱한다’고 기록하였는데, 이는 학생들이 실제 길

이와 설계도상의 길이 사이의 비례 관계를 일반

화함으로써 실제 길이로 어떤 수가 주어지더라

도 그 수에 2.5를 곱하면 설계도상의 길이를 구

할 수 있음을 인식한 것이며, 또한 이것은 학생

들이 ‘비율은 무한히 많은 등가의 비에 대한 세

트이다’라는 [핵심 이해 8]을 바탕으로 ‘적은 수

의 쉬운 등가의 비를 만드는 것에서 무한히 많

은 등가비의 세트를 창조하는 것으로의 전환’인 

전환 4[구성된 단위 반복에서 많은 등가의 비 창

조로]의 모습을 나타낸 것이라 해석된다.

<모둠 5>의 활동 모습 중 [그림 IV-3-⒜]와 관

련하여 또 한 가지 눈여겨볼 사항은 학생들이 
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집 내부의 여러 공간들의 실제 가로, 세로의 길

이와 설계도상의 가로, 세로의 길이를 비 혹은 

비례식과 유사한 형태로 목록화하여 나타냄으로

써 변화하는 두 양, 즉 실제 길이와 설계도상의 

길이의 관계를 표현한 부분이다. [그림 IV-3-⒜]

에 목록화되어 기록된 집 내부 공간들의 실제 

가로, 세로의 길이 및 설계도상의 가로, 세로의 

길이에 대한 표현은 수학적 기호를 사용한 비의 

표현이나 비례식의 표현이라 할 수는 없으나, 교

육과정상 비례식 단원이 6학년에 속해 있어 비

례식을 한 번도 접해보지 못한 연구 대상 학생

들이 자신들 나름의 방법으로 변하는 양들의 비

례적 관계를 표현한 결과라 해석된다. 뿐만 아니

라, 이는 또한 비례식을 표현하고 비례식의 원리

를 인식하며 두 양 사이의 함수 관계를 추론하

게 되는 비례적 추론의 4수준인 [함수적) 접근]

수준으로 발전해가는 모습을 나타내는 것이라 

볼 수 있다.

나. 4수준 : 함수적 접근

비례적 추론의 4수준인 [함수적 접근]은 둘 이

상의 양 사이의 관계를 인식하여 복잡한 비례 

추론을 개념화 하고, 비례식의 원리를 이해하며,

두 양 사이의 함수 관계를 인식하는 수준으로,

이는 함수 관계 추론의 형태를 나타낸다. 이와 

같은 함수적 접근 수준에 해당하는 비례적 추론 

형태에는 ⓐ 비례적 관계 인식, ⓑ 변량과 상수

의 존재 인식, ⓒ 비례식 표현, ⓓ 비례식의 원

리 인식, ⓔ 함수 관계 추론이 있다.

<모둠 5>의 [그림 IV-4-⒜, ⒝, ⒞]의 사례는 

비례적 추론의 네 번째 수준인 함수적 접근에 

관한 사례라 할 수 있다. <모둠 5>의 경우, 모둠

별 프레젠테이션이 이루어질 때, <모둠 3>이 문

제 해결 과정 설명에서 축소 비율 없이 설계도

를 그린 부분에 대하여 질문을 하였다. 또, 축소

비율 없이 4절 도화지에 그려진 각 공간들의 가

로 및 세로의 길이를 자로 재어 설계도상의 길

이와 넓이를 구했다는 <모둠 3>의 답에 <모둠 

5>의 현선이는 이해할 수 없다고 반응하였다([그

림 IV-4-⒜] 참조). 이 사례에서 <모둠 5>는 다른 

모둠의 문제 해결 과정에 포함된 실제 길이와 

설계도상의 길이 사이의 비례적 관계를 인식하

고, <모둠 3>의 과제 수행 과정에 대한 오류를 

지적함으로써 비례추론을 개념화하였다. 또한 

<모둠 5>의 학생들은 각 모둠별 문제 해결 방법 

중 가장 적절한 방법을 선택하고, 더 좋은 방법

에 대한 의견을 제시하는 과정에서 <모둠 4>의 

방법을 가장 적절한 방법으로 선택했다. 선택의 

이유로 <모둠 5>의 학생들은 ‘설계도가 작아 불

편하지만, (설계도를 그릴 때) 쉽고 편리하게 1m

를 1cm로 바꾼 점이 좋았다’고 기록하고([그림 

IV-4-⒝] 참조), ‘(사실 <모둠 5>에서는) 자신들의 

방법이 가장 합리적이고 좋다는 의견이 나왔었

으나, 주변 친구들의 눈총을 받을 것 같아 다른 

모둠을 선택했다’고 이야기했다. 이와 같은 <모

둠 5>의 활동 모습은 각 모둠이 제시한 다양한 

문제 해결 과정에서 실제 길이와 설계도상의 길

이 사이의 비례적 관계를 인식하고, 비례추론을 

개념화한 것이며, 이는 비례적 추론의 네 번째 

수준인 [함수적 접근]의 비례적 추론 형태 중 하

나인 ⓐ 비례적 관계 인식의 형태에 해당된다.

또한 <모둠 5>의 학생들은 4절 도화지에 알맞

은 축소 비율을 구하고 정해진 축소 비율에 따

라 집 내부 공간들에 대한 설계도상의 가로 및 

세로 길이를 계산하는 과정에서 변화되는 집 내

부 공간들의 실제 길이와 설계도상의 길이 사이

의 관계에는 변화되지 않는 수 2.5가 있음을 발

견하였다. [그림 IV-5]에 따르면, 4절 도화지에 

설계도를 그린 방법에 대한 질문에 학생들은 

‘어떤 길이든지 원래 길이에 2.5를 곱하면 축소

된 길이가 나온다’고 답하였다. 이는 학생들이 
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<모둠 3>의 한빈 발표 후 질문(<모둠 5>의 현선 & <모둠 4>의 준영)

현선: 축소비율 없이 설계도를 어떻게 그렸는지 궁금합니다.

한빈: 실제길이와 넓이를 구한 후, 4절 도화지에 적절히 들어가게 그렸습니다.

현선: 이해가 안 되는데요....

교사: (교사가 이해한 바를 이야기 해주고 3모둠에 맞는지 확인함.)

      (문제상황에 제시된 바를 가지고 각 공간의 실제길이와 넓이를 정한 후, 4절 도화지 안에 크기에 따라

일정한 비율에 따라 그린 것은 아니고 넓은 곳은 크게 좁은 곳은 작게 그림.)

-중략-

준영, 현선: 그런데요, 축소비율 없이 그렸으면, (각 공간의) 설계도상의 넓이를 어떻게 구했나요?

한빈: 그냥 도화지에 그려진 걸 자로 재서 계산기로 계산했습니다.

준영, 현선: 이해가 안 되는데요....

교사: (교사가 이해한 바를 이야기 해주고 3모둠에 맞는지 확인함.) (축소비율 없이 그린 설계도의 각 공간의 

길이를 자로 직접 잰 후, 그 길이를 계산해서 설계도상의 넓이를 구함.)

-중략-

-아이들이 3모둠이 축소비율 없이 설계도를 그린 것에 대해 의아해함.

⒜ 관찰 내용

현선: 모둠에서 자신의 모둠이 제일 잘 했다는 의견이 나왔었으나 

다른 모둠을 선택했다고 발표함.

교사: 왜 자신의 모둠을 선택하지 않고 다른 모둠을 선택했나요?

(학생들: 자신들은 자신의 모둠의 방법이 제일 합리적이며 좋다고 

생각하지만, 자신의 모둠이 제일 잘 했다고 하면 주변의 

눈총을 받을 것이라 생각했기 때문이라 답함.)

⒝ 활동지 기록 내용 ⒞ 관찰 및 인터뷰 내용

[그림 IV-4] <모둠 5>의 비례적 관계 인식 사례

실제 길이와 설계도상의 길이 사이의 관계에 포

함된 변량과 상수의 존재를 인식하고 있음을 의

미하며, 비례적 추론 수준의 4수준[함수적 접근]

의 ⓑ 변량과 상수의 존재 인식의 형태를 나타

낸다.

교사: 설계도를 어떻게 그렸니?

현선: (집 전체를) 가로 50cm, 세로 25cm로 해

서 1m를 2.5cm로 그렸어요.

      어떤 길이든지 원래 길이에 2.5를 곱하면 

축소된 길이가 나와요.

-실제 길이와 설계도상의 길이가 변하는 가운데 

변하지 않는 수(2.5)가 있음을 인식함.

-4절 도화지에 적절한 축소 비율을 찾아 그림.

[그림 IV-5] <모둠 5>의 변량과 상수의 

존재 인식 사례

이상의 내용으로 볼 때, <모둠 5>의 학생들은 

비구조화된 문제인 <건축설계도> 과제를 해결하

는 동안 비례적 추론의 수준과 형태가 3수준[곱

셈적 접근]에서 4수준[함수적 접근]으로 변화하

는 모습을 나타내었다. 이는 비구조화된 문제 

<건축설계도>의 해결 학습이 학생들의 비례적 

추론 경험의 기회를 제공함으로써 학생들의 비

례적 추론 능력 향상에 도움을 줄 수 있음을 의

미한다. 뿐만 아니라, 학생들은 문제 해결 과정

이 진행될수록 Lobato 외(2010)가 제시한 비례적 

추론 관련 핵심 이해와 비례적 추론 발달에서의 

전환의 측면에서 점차 높은 수준으로 향상되는 

모습을 나타내었다. 이러한 결과는 비례적 추론 

수준과 비례적 추론 관련 핵심 이해), 비례적 추

론 발달에서의 전환이 서로 연관되어 있음을 나
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타내며, 이는 학생들이 비구조화된 문제를 해결

하는 경험을 통해 비례적 추론 수준과 형태, 비

례적 추론 관련 핵심 이해, 비례적 추론 발달에

서의 전환을 함께 향상시킬 수 있음을 시사한다.

V. 결론

본 연구는 초등학교 5학년의 문제 해결 학습

에 비구조화된 문제의 해결 활동을 적용함으로

써 비구조화된 문제의 해결 과정에서 나타나는 

초등학생의 비례적 추론 과정을 분석하고 학생

들의 비례적 추론 수준과 형태의 특징을 알아보

는 것을 목적으로 하였다.

연구 결과 학생들은 6개의 모둠 중 2개 모둠

만이 비례적 추론의 마지막 수준인 4수준[함수

적 접근]으로 활동을 마무리하였다. 이는 교육과

정상 5학년 2학기 7.비와 비율 1개 단원만을 학

습하여 6학년 과정에 편성된 내용들(비례식이나 

연비, 비례배분, 정비례 등)을 접해보지 못한 5학

년 학생들이 가장 높은 수준인 4수준으로 비례

적 추론을 하는 것이 쉽지 않았음을 나타낸다.

연구 결과로 나타난 학생들의 비례적 추론 모

습을 종합해 보면, 학생들은 다음과 같은 흐름으

로 비례적 추론을 나타내며 비구조화된 <건축설

계도> 문제를 해결하였다. 먼저 학생들은 [문제 

이해하기] 과정에서 문제에 제시된 여러 가지 

정보들에서 실제 길이와 설계도상의 길이와 같

은 양들에 대하여 인식함으로써 문제 해결을 시

작하였다. 이어진 [해 구하기] 과정에서 실제 길

이와 설계도상의 길이 사이의 관계에서 비례적 

관계를 찾아내고, 이를 활용하여 4절 도화지에 

그려질 설계도상의 길이를 구함으로써 문제 상

황에 적절한 해를 구하였다. 그리고 학생들은 

[적용하기] 과정에서 자신들이 문제 해결에 사용

했던 비례적 관계 구조를 각 모둠의 상황으로 

확장시킴으로써 다른 모둠의 해결 방법을 평가

하고 가장 좋은 방안을 선정하였다.

이러한 결과는 본 연구에서 실시된 비구조화

된 문제의 해결 학습이 학생들에게 비례적 추론

의 경험을 제공함으로써 학생들의 비례적 추론 

수준과 형태, 그리고 비례적 추론 관련 핵심 이

해(essential understanding), 비례적 추론 발달에서

의 전환(shift)이 발전되도록 하였음을 의미한다.

이는 학생들에게 실세계 맥락의 비, 비례 상황을 

제공함으로써 실생활에서의 양들을 비례적으로 

추론할 수 있도록 해야 한다는 Lobato 외(2010)

의 연구와 같은 맥락이라 할 수 있다. 또한 이는 

수학 학습에서 학생들 스스로 문제 해결 방법을 

모색하여 해결하도록 하는 문제 해결 활동들을 

활용하여 학생들로 하여금 비례성과 같이 수학 

교육과정 전체에 나오는 여러 가지 중요한 수학

적 아이디어들을 창조하고, 확장하고 수정하고 

정련하도록 해야 한다는 Lesh와 Doerr(2003)의 

연구와 같은 맥락으로 볼 수 있다. 뿐만 아니라,

이는 또 학생들의 비례 문제 해결 능력 계발을 

위해서는 수학 수업에서 비구조화된 문제를 적

극 활용해야한다고 주장한 성창근, 이광호(2012)

의 연구와도 맥을 같이 한다.

이와 같은 본 연구의 결과는 앞으로의 수학 

학습이 학생들로 하여금 비례적 추론과 관련된 

수학적 개념과 원리에 대한 학습을 충실히 하도

록 하여 보다 높은 수준의 비례적 추론 관련 핵

심 이해가 학습되도록 하고, 이를 통하여 비례적 

추론 수준과 형태 및 전환의 수준을 향상시키도

록 해야 함을 함의한다. 따라서 앞으로의 초등학

교 수학교육현장에서는 비례적 추론과 관련된 

비구조화된 문제들을 적용함으로써 학생들로 하

여금 현실 맥락의 문제들을 기계적으로 해결하

는 대신, 비례적 추론을 비롯한 다양한 수학적 

사고 과정을 통해 해결할 수 있는 경험과 기회

를 갖도록 해야 할 것이다.
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위의 내용에 따르면, 비례적 추론은 학교수학

교육 및 학생들의 수학적 사고의 발달에 매우 

중요한 역할을 하고 있으며, 학생들은 비, 비율,

비례 등에 대한 이해 정도에 따라 비례적 추론

의 발달 수준 및 발달 단계를 달리 나타낸다. 또

한 학생들은 비례적 추론 과정에서 다양한 사고

의 전환을 통해 비례적 추론을 발전시키게 되는

데, 학생들에게 실세계 맥락의 비, 비례 상황을 

제공함으로써 실생활에서의 양들을 비례적으로 

추론할 수 있도록 해야 할 필요성이 강조된다

(Lobato 외, 2010).
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A Study on Children's Proportional Reasoning

Based on An Ill-Structured Problem

Hong, Jee Yun (Dongguro Elementary School)

Kim, Min Kyeong (Ewha Womans University)3)

The purpose of this study was to analyze

children's proportional reasoning process on an

ill-structured "architectural drawing" problem

solving and to investigate their level and

characteristics of proportional reasoning. As results,

they showed various perspective and several level

of proportional reasoning such as illogical, additive,

multiplicative, and functional approach. Furthermore,

they showed their expanded proportional reasoning

from the early stage of perception of various types

of quantities and their proportional relation in the

problem to application stage of their expanded and

generalized relation. Students should be encouraged

to develop proportional reasoning by experiencing

various quantity in ration and proportion situations.
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