
8

* 충북대학교 기계공학부

주소: 충북 청주시 흥덕구 개신동 12, E8-7, 120  

⌧ Corresponding Author E-mail: esshin@cbnu.ac.kr

Journal of the Korean Society of Manufacturing Technology Engineers Vol.22 No.1 2013. 2. pp. 8~14

http://dx.doi.org/10.7735/ksmte.2013.22.1.8  ISSN 2233-6036

   

내부감쇠가 있는 축비대칭 구동축의 안정성 해석

신응수* 

(Manuscript received: Oct, 23, 2012 / Revised: Jan, 15, 2013 / Accepted: Jan, 17, 2013)

Stability Analysis of an Asymmetric Shaft with Internal Damping
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Abstract

This paper intends to provide the whirling characteristics of an asymmetric rotor-shaft system with a non-ideal DC motor. 
The equations of motion have been derived in terms of system parameters such as the internal/external damping, the 
asymmetry and the motor voltage. By imposing the conditions that the motor input power should be balanced by the 
dissipated power, steadystate whirling characteristics are obtained such as the whirling amplitude, the whirling frequency 
and the stability diagrams. Results show that the whirling stability is affected by the internal/external damping and the 
asymmetry as well as the motor voltage. Also, the whirling amplitude at the steadystate is increased and the motor speed 
is lowered as the internal damping becomes higher or the external damping is reduced. In addition, the asymmetry causes 
the variation of the whirling orbit, which becomes splitted into two distinct trajectories. Finally, non-ideal characteristics 
of the DC motor is found to reduce the whirling motion in case of steadystate whirling with high asymmetry and high 
internal damping. 

Key Words : Whirling characteristics(선회 안정성), Asymmetric shaft(비대칭 축), Non-ideal DC motor(비이상 직류모터), Internal 
damping(내부감쇠), Motor voltage(모터 전압)

1. 서 론

비이상 회전계(Non-ideal rotating system)는 구동원의 특성

에 의해 로터 및 구동축의 운동이 영향을 받는 시스템으로서 

DC모터로 구동되는 많은 회전계가 여기에 속한다. 구동원의 

비이상성은 공진 대역 부근에서 회전계의 거동에 큰 영향을 미

치며 특히 안정성과 밀접한 관련이 있는데 이에 관한 많은 연구

가 진행되어 왔다
(1).

Pusenjak 등은
(2) DC모터로 구동되는 비이상 회전계가 임계

속도를 통과할 때 발생하는 비정상 운동에 관해 분석하였으며 

Samantaray는(3) 비이상 회전계에서 발생하는 정상상태 선회운

동의 궤적과 회전속도를 해석적으로 구했다. 또한 Dasgupta 등
은

(4) 비이상 회전계의 횡방향 진동에 내부감쇠가 미치는 영향

을 분석하여 임계영역 부근에서도 계의 안정성이 유지되는 조

건을 제시하였다. 
내부감쇠가 회전계의 선회안정성에 미치는 영향에 관해서는 

매우 다양한 연구가 발표된 바 있으며 이 중에는 구동축의 비대

칭성
(5), 지지 베어링의 이방성

(6) 및 비균일성
(7), 커플링이

(8) 선
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(a) Schematic            (b) Coordinate systems

Fig. 1 An asymmetric rotor-shaft with a non-ideal DC motor

(a) Campbell diagram (b) Decay rate

Fig. 2 Whirling characteristics vs. motor speed
(=0.5, =0.27, =0.1, =0.2)  

회 거동에 미치는 영향에 관한 연구도 포함되어 있다. 
본 연구에서는 구동축의 비대칭성이 존재하는 비이상 회전계

의 자유 선회운동에 관해 분석하고자 한다. 위에서 언급한 비이

상 회전계에 대한 선행 연구들은 모두 대칭성을 갖는 로터 및 

구동축을 대상으로 하고 있는 반면에 본 논문에서는 비대칭성

을 포함하여 내부감쇠, 외부감쇠, 구동모터의 비이상 특성이 정

상상태 선회운동의 궤적 및 속도, 선회 안정성에 미치는 영향을 

분석하고자 한다. 

2. 비대칭 회전계의 선회 운동 

2.1 운동방정식 유도

Fig. 1(a)에 나타낸 바와 같이 본 연구에서의 회전계는 비대

칭 구동축, 로터 및 비이상적 특성을 갖는 구동원인 DC모터로 

구성된다. 질량편심이 없다는 가정 하에 회전하는  좌표계

에 대해 선회운동을 나타내면 다음과 같다
(9). 

  
    (1)

   
    (2)

여기서, 은 회전계 질량, 는 외부감쇠상수, , 는 비

대칭 구동축의 -방향과 -방향에 대한 내부감쇠상수, , 
는 구동축의 -방향과 -방향의 강성, 는 회전속도이다. 또
한 구동모터의 특성을 고려한 회전계의 운동방정식은 아래와 

같이 쓸 수 있다
(3).








  (3) 

위 식에서 은 회전계의 질량관성모멘트, 은 회전감쇠

상수이다. 또한 우변은 모터로부터 공급되는 토크와 비보존 선

회력에 의해 계에 가해지는 토크를 나타낸 것으로 는 모터전

압, 은 모터상수, 는 역기전력상수, 은 모터저항이다.
식 (1), (2)를 무차원 파라미터를 사용하여 다시 쓰면 아래와 

같이 나타낼 수 있다.

 ei 

oeo  

 (4)

 ei 

oeo  

 (5)

여기서,

≡


 ≡


  (6)

≡


  ≡


  

≡




  ≡


  ≡



 
2.2 정상상태 선회 

선회응답을 식 (7)과 같이 가정하고 이를 식 (4), (5)에 대입

하여 특성방정식을 구하면 식 (8)과 같다.

  
    

 (7)


 

   
    

  

 (8)


   

 
  

여기서, ≡은 무차원화된 모터회전속도이고 식 (8)
의 해인 ≡도 에 대해 무차원화된 값이다. Fig. 
2(a)는 을 의 함수로 나타낸 Campbell선도이고 Fig. 2(b)
는 을 에 대해 도시한 것으로 그 값이 0보다 크면 선회응

답이 불안정함을 의미한다. 
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식 (8)로부터 선회운동의 안정성을 판별하기 위해서는 이 

주어져야 하는데 식 (3)과 같이 이 선회운동의 영향을 받는 

경우에는 과 , 를 동시에 구해야 한다. 이를 위하여 정상 

상태에서의 선회 운동을 아래와 같이 가정한다.

  cos cos  (9)

  cos sin  

여기서, 

≡

 
 ≡


  (10)

≡

 
 ≡



식 (9)를 식 (4), (5)에 대입하여 정리하면 아래와 같다.


 

   

    

  

  

   

   

 (11)

 


 
   

    

  

  

   

   

 (12)

 
여기서,

≡


 ≡




≡cos  ≡cos
≡sin  ≡sin

 (13)

식 (11), (12)는 를 포함하는 항과 를 포함하는 항으로 

각각 정리할 수 있는데, 임의의 시간 일 때 식을 만족하기 위

해서는 각 항의 계수가 0이어야 하며 이를 다시 와 에 대

해 정리하고 비대칭 회전계의 경우 와 가 0이 아니라는 

조건으로부터 과 에 관한 관계식을 구하면 다음과 같다.

  
  

    (14)

   

 

 (15)

식 (8), (14), (15)를 풀면 ,  및 를 구할 수 있으며 

동시에 선회 안정성을 판별할 수 있는 도 결정할 수 있다. 
본 연구에서는 Newton-Raphson법을 적용하여 결과를 구했다.

또한 안정 선회인 경우 그 궤적은 모터로부터 공급되는 동력

과 선회 운동에 의해 외부로 소산되는 동력이 서로 같다는 조건

으로부터 아래와 같이 구할 수 있다.




 













  (16)

좌표계로부터 좌표계로의 변환식과 식 (9)를 식

(16)에 대입하여 선회궤적을 구하면 아래와 같다
(9).




   


 

 (17)

여기서,

 


 

 (18)

 
 

  
 

≡cos ≡sin
≡cos ≡sin

식 (17)에서 근호안의 부호가 0보다 작으면 선회가 발생하지 

않음을 의미한다
(3).
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Table 1 System constants of a asymmetric rotor-shaft system

Constants (symbol) Value

Rotor mass ( ) 1 kg
Rotor inertia () 0.001 kg-m2

Shaft stiffness () 2.25x104 N/m2

Motor constant () 0.3 Nm/A

Motor back-emf () 0.3 Nm/A

  Motor resistance ()  200 ohm

  Motor damping () 2×10-5 Nm·s/rad

(a) =0.03 (b) =0.10

Fig. 3 Effects of damping on whirling (=1.4)

(a) =1.30 (b) =2.67

Fig. 4 Effects of motor voltage on whirling (=0.1) 

(a) Internal damping
(=0.1, =2.67)

(b) External damping
(=0.1, =2.67)

Fig. 5 Variations of the motor speed

3. 선회운동 특성 분석 

3.1 분석 개요

본 연구에서는 비대칭성  , 내부감쇠비  및 외부감쇠 비 

, 구동모터의 공급전압 를 변화시키면서 비대칭 회전계에

서 나타나는 자유선회운동의 특성을 분석하였다. 다만 비대칭

변수 는 구동축이 균일한 재질이고 따라서 감쇠비는 일정하

다는 가정하에 아래와 같이 의 함수로 결정하였다. 
 
      (19)

      (20)

식 (19), (20)로부터 를 구하면 다음과 같다.

 

  (21)

여기서, 선회운동 특성이란 선회운동의 발생 여부, 선회 운동

이 발생하였을 때 안정성 여부, 안정 선회운동인 경우 선회 진

폭 및 선회 속도, 그리고 구동 모터의 회전속도를 포함한다. 
Table 1은 위에서 언급한 파라미터를 제외한 비대칭 회전계

의 시스템 상수를 정리하여 나타낸 것이다.

3.2 선회 안정성

Fig. 3 및 4는 내외부 감쇠, 비대칭성 및 구동모터 공급전압

의 변화에 따라 발생하는 자유선회운동을 그 특성에 따라 도시

한 것이다. 
우선 Fig. 3을 보면 공급 전압이 일정할때 선회 특성은 내외

부 감쇠에 크게 영향을 받는 반면 구동계의 비대칭성에는 부분

적으로 영향을 받는 것을 알 수 있다. 특히 선회가 발생하지 

않는 영역은 내부 감쇠가 작아지거나 외부 감쇠가 커짐에 비례

하여 결정되며 비대칭성의 영향은 거의 없다. 

반면 불안정 선회가 발생하는 영역은 내외부 감쇠 뿐 아니라 

비대칭성의 영향도 받는데 내부감쇠가 커지거나 외부감쇠가 

작아지면 불안정 선회가 발생하게 되며 또한 비대칭성이 커질

수록 불안정 선회가 발생하게 된다. 특히 안정 영역에서 불안정 

영역으로의 진입이 파라미터의 변화에 따라 급격하게 일어난다.
Fig. 4는 공급전압이 안정성에 미치는 영향을 나타낸 것인데 

여기서  은 무차원화된 전압이다. 결과에서 알 수 

있는 바와 같이 공급전압은 선회의 발생 여부를 결정하는 데는 

큰 영향을 미치지만 선회 안정성에는 거의 영향이 없다. 

3.3 정상상태 선회 특성

일단 선회가 발생하면 선회속도 및 진폭, 선회 궤적, 구동계
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(a) Internal damping (b) External damping

Fig. 6 Effects of damping on whirling orbits (=2.67) 

(a) =0.1 (b) =0.8

Fig. 7 Effects of asymmetry on whirling orbits 
(=0.1, =0.1, =2.67) 

(a) Whirl amplitude (b) Whirl variations

Fig. 8 Internal damping vs. whirl amplitude & variations   
   (=0.1, =2.67)

(a) =0.0 (b) =0.1

 (c) =0.2 (d) =0.3

Fig. 9 Time histories of motor speed vs. asymmetry
(=0.1, =0.1, =2.67) 

의 회전속도는 2.2절의 식 (8), (14), (15) 및 (17)을 이용하여 

결정할 수 있으며 그 결과를 Figs. 5~8에 나타냈다. 
Fig. 5는 정상상태 선회 시 모터 회전속도()를 도시한 것

으로써 은 내부감쇠에는 역비례하고 외부감쇠에는 비례하

여 변하는 반면 비대칭성에 대해서는 거의 변화하지 않음을 알 

수 있다. 여기서 이 일정한 경우는 선회운동이 발생하지 않

는 경우이다. 반면 선회 궤적의 경우에는 Fig. 6에 나타난 바와 

같이 내부감쇠가 커지거나 외부감쇠가 작아지면 선회 진폭이 

커지는데 이는 Fig. 5에서 의 변화와 직접 관련이 있다. 즉, 
내외부 감쇠의 변화에 따라 이 증가하면 선회 진폭이 줄어들

고 이 감소하면 선회 진폭은 커진다. 단, Fig. 6의 선회 궤적

은 무차원화시켜 도시한 것으로서 Fig. 6(a)는   의 궤

적, Fig. 6(b)는   의 궤적에 대해 무차원화한 결과이다.
비대칭성이 선회 특성에 미치는 영향은 내외부 감쇠에 비해

서는 크지 않지만 Fig. 7에 도시한 바와 같이 비대칭성이 증가

할수록 선회 진폭의 변화가 커짐을 알 수 있다. 비대칭성이 선

회 진폭의 변화에 미치는 영향을 내부감쇠와 동시에 고려하여 

나타낸 것이 Fig. 8인데   인 경우 비대칭성이 커질수록 

선회 폭의 평균값도 커지고 궤적의 변화도 커지는 반면 

   또는 0.2인 경우는 의 증가에 따라 처음에는 선회 

폭의 평균값과 변화량이 동시에 증가하다가 감소하는 경향을 

보인다. 이는 의 증가에 따라 선회 궤적이 커지면서 구동모터

의 비이상 특성으로 인하여 모터로부터 공급되는 동력이 선회

운동에서 필요로하는 동력보다 부족해지면서 선회운동이 감소

하는 것으로 보인다.
 

4. 수치 해석에 의한 검증 

앞 절에서 구한 선회운동 특성을 검증하기 위해 Matlab을 이

용한 수치적분으로 식 (1), (2), (3)의 해를 구했다. 여기서 초기 

조건은      의 임의의 값으로 하였다.
Fig. 9는 수치적분으로 구한 과도응답으로서 모터회전속도

와 식 (8), (14), (15)로부터 해석적으로 구한 정상상태 값을 비

대칭성의 변화에 따라 비교한 것이다. Fig. 9(a)는 비대칭이 없

는   인 경우로서 수치적분의 결과가 해석적으로 결과에 잘 

수렴하고 있음을 보여주고 있으며 Fig. 9(b)~(d)는 가 증가함

에 따라 약간의 오차는 발생하지만 수치적분에 의한 은 해
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 (a) =0.1

(b) =0.3

Fig. 10 Comparison of whirl orbits
(=0.1, =0.1, =2.67) 

(a) =0.1 (b) =0.2

(c) =0.4 (d) =0.7 

Fig. 11 Variation of whirl orbits (=0.1, =0.2, =2.67) 

(a) Whirl amplitude (b) Whirl variations

Fig. 12 Unstable whirl (=0.1, =0.5, =0.6, =2.67)

석적으로 구한 에 수렴하는 것을 알 수 있다. 
또한 선회궤적에 대한 결과를 비교해 보면 Fig. 10에 나타낸 

바와 같이   인 경우 궤적의 크기와 형태가 거의 일치하

는 반면에   인 경우 궤적의 평균 크기는 큰 차이가 없지

만 궤적의 변화 정도는 수치적분인 경우 훨씬 큰 것을 알 수 

있다. 그 이유는 가 증가하면서 식 (16)으로 정의되는 구동계

의 입출력 동력이 시간에 따라 변하는 정도가 커지고 그 결과로 

해석적인 방법에서는 고려하지 않은 식 (3)의 모터 동특성이 

미치는 영향이 증가하기 때문인 것으로 보인다. 
Fig. 11은 비대칭성이 정상상태의 선회 궤적에 미치는 영향

을 수치적분을 통해서 구한 결과로서 앞에서도 언급한 바와 같

이 가 증가할수록 선회 진폭의 변화 뿐 아니라 형태도 달라지

는 것을 알 수 있다. Fig. 11(c)의   인 경우 뚜렷하게 구

분되는 2개의 궤적을 따라 선회가 발생하며   로 비대칭

성이 더 증가한 경우 선회 진폭의 변화가 더 커지면서 2개의 

궤적을 따라가는 것을 확인할 수 있다.수치적분을 통해서 불안

정 선회운동이 발생하는 경우에 대해서도 결과를 얻을 수 있는

데 Fig. 12는 그 경우의 모터 회전속도와 선회 궤적을 나타낸 

것으로서 이 시간이 경과해도 수렴하지 않고 큰 폭으로 변

하며 선회 궤적도 점점 커지는 것을 볼 수 있다.

5. 결 론

본 연구에서는 비대칭성을 갖는 회전계가 비이상적인 DC모

터에 의해 구동되는 경우에 발생하는 선회운동 특성에 대하여 

비대칭성, 내외부 감쇠 및 구동모터 전압이 미치는 영향을 분석

하였다. 그에 따른 결론은 다음과 같다.

(1) 비대칭 구동계의 선회 안정성은 내부감쇠 및 외부 감쇠, 비
대칭성에 모두 영향을 받는다. 반면에 선회운동의 발생 여

부는 내부 및 외부 감쇠에 의해 결정되며 비대칭성이 미치

는 영향은 거의 없다. 또한 구동모터의 공급전압은 선회운

동의 발생 여부와는 관련이 있지만 선회 안정성에는 거의 

영향이 없다.
(2) 내부 및 외부 감쇠는 정상상태의 선회 특성과 밀접한 관련

이 있으며 내부감쇠가 커지거나 외부감쇠가 줄어들면 선회 

진폭은 증가하고 모터회전속도는 감소한다. 
(3) 비대칭성이 증가할수록 정상상태 선회운동은 서로 다른 2

개의 궤적을 따라 나타나며 선회 진폭의 변화도 커진다. 반
면에 선회 진폭 자체의 크기는 비대칭성과 큰 관련이 없다.

(4) 해석적으로 구한 정상상태에서의 선회속도 및 진폭, 모터
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회전속도는 수치적분으로 구한 결과와 잘 일치하였다. 다
만 비대칭성이 커질 경우 해석적으로 구한 선회 궤적의 변

화 폭과 수치적분에 의한 결과와 차이가 발생하는데 해석

적인 방법에서는 비대칭계의 과도응답을 고려하지 않은데 

기인한 것으로 보인다.
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