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◆ 특집 ◆ 공작기계의 소비 에너지 저감기술

 

이중 시간지연을 가지는 비선형 연삭기의 가공 에너지 밀도

최적화 연구 

 

A Study on the Optimization of Grinding Energy Density for a Non-linear Grinding 
System with Dual Time Delay 
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The present study treats the optimization process for a non-linear grinding system with dual time 

delay, mainly from the energetic viewpoint. To this end, the stability of the grinding system is 

investigated first with regard to the grinding wheel rotation speed. The concept of grinding energy 

density is newly proposed as the primary figure of merit and this quantity is evaluated at various 

stable and limit cycle conditions. The computational results show that simple monotonic trend in 

energy density is observed under stable conditions, whilst rather complicated behaviors can 

appear when the conditions are associated with limit cycle oscillations. Finally, the relations 

between the vibration amplitude and the energy density and their implications on the engineering 

decision/compromise are discussed. 

 

Key Words: Cylindrical Grinding (원통 연삭), Dual Time Delay (이중 시간지연), Grinding Energy Density (연삭 가공 에너

지 밀도), Energy Optimization (에너지 최적화) 

 

 

1. 서론 

 

현대 산업사회에서 에너지의 중요성은 날이 갈

수록 커지고 있다. 초기 산업사회는 거의 무한정

의 에너지를 토대로 급속한 발전을 이뤘지만, 1970

년대 이후로 한정된 에너지 자원에 대한 경고가 

꾸준히 제기되어 왔고,1 이제는 에너지 효율적 관

점을 배제한 기술 개발은 의미가 없다고 해도 과

언이 아닐 정도로 산업사회에서의 에너지 의존도

는 갈수록 높아지고 있다. 뿐만 아니라 근래에는 

전 세계적으로 녹색성장에 대한 인식이 확대됨에 

따라 에너지의 효율적 사용에 대한 공감대가 폭넓

게 형성되고 있다. 이에 따라 기존의 미국, 유럽, 

일본 등 몇몇 선진국 중심의 에너지 규제정책이 

점차 전 세계적으로 확대되고 있고, 그에 대응할 

수 있는 기술적 성장 또한 크게 요구되고 있다. 

특히 우리나라의 산업분야 에너지 사용량은 제조

업 분야가 90% 이상을 차지하고 있고 (Table 1 참
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조), 그 비율도 꾸준히 상승하고 있음을 감안할 때, 

앞으로 제조산업 분야의 에너지 저감에 대한 각종 

정책 및 규제는 더 엄격해질 것으로 예상된다. 

이와 같이 제조산업의 에너지 저감 필요성이 

증대되고 있는 상황에서, 필연적으로 제조·생산 

시스템의 근간을 이루는 공작기계의 에너지 저감 

및 에너지 효율 증대와 관련된 이슈 또한 크게 부

각되고 있다. 이는 유럽의 사례를 통해서도 확인

할 수 있는데, EC (European Commission)에서는 환

경 친화 설계 (eco-design)에 대한 working plan 

(2009-2011)에 공작기계를 우선적으로 다루어야 할

10대 제품군 중 하나로 포함시켜, 이에 대한 연구

를 적극적으로 지원하고 있다.2 한편, Park등3은 제

조산업 분야에서의 에너지 저감 기술에 대해 폭넓

게 조사 하면서, 공작기계의 에너지 저감 기술의 

연구 범주를 다음의 다섯 가지로 분류하였다: 1) 

가공 재료의 최소화 (near-net-shape), 2) 절삭유의 

최소화 (MQL), 3) 다목적 공작기계의 개발, 4) 불필

요한 작동 시간의 최소화, 5) 설비 설계의 최적화. 

이처럼 공작기계의 에너지 저감 기술은 다양한 방

향에서 통합적으로 연구되고 있다. 

이러한 공작기계 중 하나인 연삭기는 금속 제

조 산업분야의 가장 기초적인 역할인 재료의 표면 

연삭을 담당하는 가공장비로서, 높은 형상 정밀도

와 빠른 연삭 속도의 이점을 두루 갖추어 최신의 

제조 공정에서도 전략적으로 사용되고 있다. 이러

한 연삭기는 가공물뿐만 아니라 비교적 크기가 크

고 무거운 연삭 숫돌을 고속으로 회전시켜야 하기 

때문에 많은 에너지를 소모하게 되고, 따라서 제

조 공정의 에너지 저감을 목적으로 연구하기에 적

합한 대상이라 할 수 있다. 지금까지의 연삭 시스

템에 대한 연구는 주로 실험적인 방법을 통한 연

삭력 모델링,5 채터 진동 제어,6 그리고 드물게 에

너지 소비와 관련된 분야에서 진행되어 왔고,7 이

론적·해석적 연구는 선반이나 밀링과 같은 여타 

공작기계에 비해서 많이 진행되진 못하였다. 이는 

연삭 시스템은 선반이나 밀링과 다르게 연삭 숫돌

의 동역학적 효과를 모델에 반영해야 하고, 이로 

인해 시스템에 가공물에 의한 시간지연항 뿐만 아

니라 연삭 숫돌에 의한 시간지연항이 추가되어 시

스템의 거동을 예측하거나 분석하기가 비교적 복

잡하기 때문이다.8,9 하지만 고 중량의 회전체가 고

속으로 회전하는 연삭 시스템을 실험적인 방법으

로만 분석하기에는 비용 및 안전 측면에서 한계가 

있기 때문에 이론적인 연구가 선행될 필요성이 있

다. 그러나 상기 설명한 이유로 이론적인 측면에

서의 연구도 현재까지는 매우 제한적으로 이루어

져 왔다. Kim등8은 자신의 논문에서 비선형 원통 

외경 연삭 시스템에 대한 안정성 해석 및 분기해

석을 수행하였다. 이 논문에서는 특별히 채터 진

동에 대해 Boundness condition을 도입함으로써 성

공적으로 선형 시스템을 분석하였고, 이를 바탕으

로 교란법 (perturbation method)을 이용한 비선형 

해석까지 수행함으로써, 연삭 시스템에 대한 이론

적 해석의 틀을 마련하였다. 

본 논문에서는 원통 외경 연삭 모델8,9과 가공

에너지 밀도의 개념을 이용하여 연삭 숫돌의 관점

에서 연삭기의 에너지 효율에 대한 연구를 해석적 

인 방법으로 분석하였다. 즉, 연삭 숫돌의 회전속

도 변화에 따른 시스템의 안정성을 고찰하고, 안

정한 영역에서 연삭기의 가공 에너지 밀도 (피 가

공물의 단위 제거 체적에 대한 소요 가공 에너지)

를 최소화 시키기 위한 운전 조건 (Operation 

condition)을 주요 인자로 하여 연구를 수행하였다. 

이와 더불어 시스템의 비선형성에 의해 야기되는 

Limit cycle 형태의 채터 진동이 일어나는 조건에서 

시스템이 운전될 경우 진폭과 가공 에너지 밀도 

사이의 관계를 도출하고 이를 최적화 관점에서 토

론하고자 하였다. 

 

 

Fig. 1 A schematic of the present cylindrical grinding 

system 

Table 1 Energy consumption in Korea industry field4

Year 
Manufacturing 

(1000 toe) 

Nonmanufacturing 

(1000 toe) 

Total 

(1000 toe)

Manuf.

/Tot. (%)

1995 57,625 5,321 62,945 91.5 

2000 77,583 6,329 83,912 92.5 

2005 88,485 5,881 94,366 93.8 

2010 109,091 6,065 115,156 94.7 
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2. 운동방정식 

 

Fig. 1에 도시한 연삭 시스템 모델을 운동방정

식으로 표현하면 식 (1a)와 (1b) 같이 2자유도계 

진동 시스템으로 나타낼 수 있다5,9. 
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식 (1a)-(1f)에서 K는 Proportionality factor, 
1
s 은 

연삭 숫돌의 Cutting edge density, γ 와 
0

ε 는 

Exponential parameter, 
1
v 과 

2
v 는 각 각 연삭 숫돌

과 가공물의 선속도, Sf는 Initial feed, 
s

δ 와 
d

δ 는 

각각 Static 및 Dynamic depth of cut, D 는 

Equivalent grinding wheel diameter, α 는 Overlapping 

factor, fv 는 Traverse speed W 는 Width of grinding 

wheel, 
1
τ 과 

2
τ 는 연삭 숫돌과 가공물 각 각의 변

위의 시간 지연을 나타낸다. 한편, β 는 Empirical 

factor로, 0과 1 사이의 값을 갖는다. 

Depth of cut의 지수 
0

ε 는 일반적으로 정수가 

아니기 때문에, 연삭 시스템을 해석하기 위한 이

론적 해석 기법을 적용하기에 적절한 형태로 전개

하면, 식 (1a)와 (1b)의 우변항은 다음과 같이 정적 

평형 위치 ( , )
s s
x y 에 대하여 

d
δ 의 Polynomial series

로 전개한 형태가 된다. 
 

' 2 3

1 1 1 2 3
,

p p p p p p
m x c x k x F δ ε δ ε δ+ + + = − −�� �       (2a) 

 

' 2 3

2 2 2 2 3
,

p p p p p p
m y c y k y F δ ε δ ε δ+ + − = +�� �       (2b) 

 

0'

0
( ) /

v s
F K r r

ε

ε δ= ,               (2c) 
 

1 (1 ) s

s

y
r α

δ
= − − ,                (2d) 

' 0

2

1

2
F

r

ε

ε

−

= ,                 (2e) 

 

' 0 0

3 2

( 1)( 2)

6
F

r

ε ε

ε

− −

= ,             (2f) 

 

1 2
( ) ( ) ( ) ( )

p p p p p
x t x t y t y tδ τ α τ= − − − − − .    (2g) 

 

식 (2a)-(2g)에서 ( )
p

x t 와 ( )
p

y t 는 각 각 연삭 

숫돌과 가공물이 정적 평형 위치에 대해 시간에 

따라 변하는 변위량을 나타낸다. 

식 (2a)와 (2b)의 우변항을 제거하면 다음과 같

은 연삭 시스템의 선형화된 방정식을 얻을 수 있다. 
 

'

1 1 1
0

p p p p
m x c x k x F δ+ + + =�� � ,          (3a) 

 

'

2 2 2
0

p p p p
m y c y k y F δ+ + − =�� � .         (3b) 

 

이 식에 채터 진동수의 Boundness condition8을 

적용하고 가공물의 회전속도가 약 100RPM일때 연

삭 숫돌의 회전속도를 약 3500~10000 RPM의 구간

에서 변화시켜 가며 Fig. 2와 같은 선형 안정 영역

을 구하였다. 본 계산에 사용된 파라미터 값들은 

Table 2와 같다. 

 

Table 2 Parameter values used for calculating9 

m1, m2 (Mg) 0.15, 0.1 

k1, k2 N/mm) 2×104, 3×104 

c1, c2 Ns/mm) 110, 110 

D, W (mm) 300, 50 

vf mm/s) 150 

K N/mm) 500 

s1 mm-2) 200 

γ, β, ε0  0.75, 0.5, 0.7671 

 

 

Fig. 2 Linear stability region map 
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한편, 본 연구에서는 안정성 해석이 연삭 숫돌

의 관점에서 수행되었다. Fig. 2의 어두운 부분은 

안정한 영역을 나타내고, 밝은 부분은 불안정한 

영역을 나타내고 있다. 여기서 알 수 있는 사실은 

연삭 숫돌의 회전속도가 증가할수록 안정한 영역

이 증가한다는 것이다. 

 

3. 가공 에너지 밀도 

 

지난 2장에서 설명한 해석적 방법으로, 각 운

전 조건하에서의 가공 에너지 밀도를 계산함으로

써 에너지 측면에서 높은 효율을 내는 운전 조건

을 찾을 수 있다. 가공 에너지 밀도는 연삭 숫돌

과 가공물이 접촉하는 지점에서 마찰력의 파워를 

재료제거율(Material removal rate; MRR)로 나눈 값인 

식 (4a)와 같이 정의하였다. 

 

ˆ /
rr
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0
1 0

2
( )

( )

ft

k
N

f t

P F t dt
t t

πμ

τ
=

−

∫ ,            (4b) 

 

0

2

0

2
( )

ft

f

rr s d

f t

R v
V dt

t t

π
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−
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여기서 
0
t 와 ft 는 파워 및 MRR을 계산하기 위해 

설정한 시간 영역을, 
2

R 는 가공물의 반지름을, 

N
F 은 식 (2a)와 (2b)에서 시리즈로 전개한 연삭력

을 나타낸다. 그리고 
k

μ 는 연삭 숫돌과 가공물 사

이의 동적 마찰계수로, Cai10의 연구결과를 토대로 

고속 회전하는 본 시스템에 대하여서는 0.1의 값

을 사용하였다. 

식 (4a)에서 정의한 가공 에너지 밀도를 계산하

기 위해서, 우리는 Fig. 2의 안정한 부분과 불안정

한 부분을 구분하여 살펴볼 필요가 있다. 왜냐하

면 안정 영역에서의 시스템의 거동은 진폭이 0으

로 수렴하는 경우만 존재하는 반면, 불안정한 영

역에서의 거동은 진폭이 무한대의 크기로 발산하

거나 (Sub-critical bifurcation), 시스템의 비선형성으

로 인해 일정 크기의 진폭을 갖는 Limit cycle이 나

타나는 등 (Super-critical 또는 Fold bifurcation) 운전 

조건에 따라 다르게 나타나기 때문이다. 

따라서 다음의 3.1절에서는 선형 시스템의 안

정 영역에서 구한 가공 에너지 밀도에 대해 고찰

하고, 3.2절에서는 시스템의 비선형성을 고려하여 

불안정 영역에서 구한 가공 에너지 밀도에 대한 

토론을 할 예정이다. 

 

3.1 안정 영역 

전술한 바와 같이 안정 영역의 경우 시스템의 

동적 거동은 사라지고, 이로 인해 연삭 숫돌과 가

공물 사이에 작용하는 마찰력은 정적 수직 연삭력

으로만 정의된다. 따라서 마찰력의 파워는 Fig. 3(a)

와 같이 Initial feed가 클수록 커지는 단순한 경향

을 보이게 된다. 하지만 Initial feed가 클수록 MRR

은 비선형 (Super-linear)으로 증가하기 때문에 가공 

에너지 밀도는 Fig. 3(b)와 같이 Initial feed가 클수

록 작아지는 경향을 보여준다. 한편, 연삭 숫돌의 

회전 속도가 증가할수록 대체로 가공 에너지 밀도

는 증가하는 경향을 보이지만, 선형 안정 경계면 

근처의 경우, 즉 약 9000 RPM 부근에서 소폭 하락

하는 모습을 보여준다. 하지만 경계면으로부터 떨

어진 영역에서의 가공 에너지 밀도가 월등히 작기 

때문에 최적의 운전 조건은 연삭 숫돌의 회전 속

도가 낮고 Initial feed가 큰 영역에서 나타난다. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 3 (a) Grinding power variations in stable region (b) 

Grinding energy density variations in stable 

region 
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3.2 불안정 영역 (Stable limit cycle) 

불안정 영역에서 발생하는 Limit cycle 형태의 

채터 진동이 발생하는 운전 조건을 구하기 위해서, 

우선적으로 Supercritical Hopf bifurcation 지점 
1

(ω =  

7000RPM,
2

3000RPM)ω = 과 Cyclic fold bifurcation 

1 2
( 7000RPM, 8000RPM)ω ω= =  지점에서 발생하는 

Stable limit cycle 을 Harmonic balance method (HBM) 

를 이용하여 찾아내는 수치해석 과정을 수행하였다. 

이를 위해 식 (2a)와 (2b)의 정상상태의 주기해

를 기본주파수 
0

ω 를 갖는 조화 함수들의 선형 조

합으로 다음과 같이 나타내었다. 
 

0 0

0

( ) cos( ) sin( )
N

p xn xn

n

x t a n t b n tω ω

=

= +∑ ,     (5a) 

 

0 0

0

( ) cos( ) sin( )
N

p yn yn

n

y t a n t b n tω ω

=

= +∑ .     (5b) 

 

여기서 , , , ( 1.. )
xn yn xn yn

a a b b n N= 은 Fourier coefficient

들을 나타내고, 편의상 
1x

b 은 0으로 설정하였다. 

식 (5a)와 (5b)를 식 (2a)와 (2b)에 대입하면 Foureir 

coefficient들을 구할 수 있고, 이를 통해 Limit cycle 

형태의 채터 진동이 발생하는 운전 조건을 구할 

수 있다. 

이렇게 구한 Limit cycle에서, Fundamental harmonic 

amplitude인 
1x

a 에 대한 가공 에너지 밀도를 구하

였고, Fig. 4(a)는 Hopf bifurcation 지점에서의 결과를, 

Fig. 4(b)는 Cyclic fold bifurcation 지점에서의 가공에

너지 밀도의 변화를 나타낸다. 단, 일정 진폭 이상

의 진동이 발생할 경우 연삭 숫돌과 가공물 사이

의 접촉이 끊어지게 되는데, 이러한 경우는 본 연

구의 관심 범위를 벗어나기 때문에 본 연구에서는 

배제하였다. 

Fig. 4에서 나타나듯이 두 경우 모두 초기에는 

진폭이 증가함에 따라 가공 효율이 좋아지는 것을 

확인할 수 있는데, 이를 통하여 선형 시스템의 불

안정 영역에서도 최적의 운전 조건을 찾을 수 있

음을 알 수 있다. 앞서 언급했듯이 Fig. 4는 접촉이 

유지되는 영역에 대해서 얻은 결과이므로 Fig. 4(a)

의 경우 최적의 운전 조건은 접촉이 끊어지기 직

전이 될 것으로 판단된다. 반면에 Fig. 4(b)의 경우 

진폭이 증가함에 따라 비선형 적으로 증가하던 파

워와 MRR 곡선이 교차하게 되어 가공 에너지 밀

도 곡선의 기울기가 역전되는 모습을 볼 수 있다. 

이 경우 최적의 운전 조건은 기울기가 0 이고 진

폭이 약 0.25 µm인 지점이 될 것으로 예측된다. 

 
         (a) 

 
         (b) 

Fig. 4 (a) Energy density variations following the limit 

cycle points generated from a super-critical Hopf 

bifurcation point (b) Energy density variations 

following the limit cycle points generated from a 

cyclic fold bifurcation point 

 

4. 결론 

 

본 논문에서는 비선형 원통 외경 연삭 시스템

의 가공 에너지 밀도를 이론적으로 계산하여 최적

의 운전조건을 찾는 연구를 수행하였다. 이를 위

하여 비선형 식을 선형화 하여 선형 안정 영역도

를 도시하였고, 이를 바탕으로 안정 영역과 불안

정 영역 (Stable limit cycle)에서 최적의 운전 조건을 

찾는 과정을 수행하였다. 그 결과 선형 안정 영역

에서는 Initial feed와 연삭 숫돌의 회전 속도가 클

수록 가공 에너지 밀도가 작아지는 경향을 보였고, 

불안정 영역에서는 Supercritical Hopf bifurcation과 

Cyclic fold bifurcation 지점으로부터 발생하는 Limit 

cycle 지점에서 주위보다 낮은 에너지 밀도를 갖는 

운전조건을 찾을 수 있었다. 
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