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베어링 배열방식이 고속 스핀들의 동특성에 미치는 영향 

 

Effects of Bearing Arrangement on the Dynamic Characteristics of High-speed Spindle
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High-speed spindle systems typically employ angular contact ball bearings, which can resist both 

axial and radial loading, and exhibit high precision and durability. We investigated the effects of 

the arrangement of the angular contact ball bearings on the dynamics of high-speed spindle 

systems. The spindle dynamics were studied with a number of spindle-bearing models, and the 

location of the bearings was varied, along with the rotational speed and the preload. A finite 

element spindle model and a bearing model were used, and simulated data showed that the 

bearing arrangement significantly affected the spindle dynamics. Furthermore, the main effects 

were due to the cross coupling terms between the transverse and rotational motions of the ball 

bearings. The coupling stiffness terms were found to influence the spindle dynamics, depending 

on the mode shapes. An extensive discussion is provided on the effects of the bearing 

arrangement on the dynamics of the spindle. 

 

Key Words: High-speed Spindle (고속 스핀들), Angular Contact Ball Bearing (각접촉 볼베어링), Bearing Arrangement (베

어링배열), Preload (예하중), Natural Frequency (고유진동수) 

 

 

1. 서론 

 

각접촉 볼베어링(Angular contact ball bearing)은 

고속에서 사용가능하며 축방향과 경방향의 복합하

중을 받을 수 있는 장점이 있어 대부분의 스핀들

에서 채용되고 있다.1-3 각접촉 볼베어링은 그 속성 

때문에 단독으로 사용될 경우 한쪽 축방향으로의 

하중만을 지탱할 수 있으므로 2개 이상이 대칭적

으로 배열되어 사용되며, 그 배열방식에 따라 스

핀들의 특성에 크게 영향을 주는 것으로 알려져 

있다.5,6 각접촉 볼베어링을 적절하게 사용하기 위

해서는 축방향 예하중을 가해야 하는데, 예하중 

방식에 따라 정위치 방식이나 정예하중 방식으로 

나뉘어진다. 최근 고속 스핀들에서는 발열이나 이

에 기인한 열팽창 등에 무관하게 일정한 예하중이 

가해질 수 있도록 정예하중 방식이 주로 활용되고 

있으며 이를 위해 Fig. 1과 같이 한 쪽 베어링의 

지지점이 볼부쉬(Ball Bush)나 슬리브(Sleeve) 등을 

이용해 이동 가능하게 하는 방식을 많이 채용하고 

있다.7 

앞에서 설명한 바와 같이 스핀들에 각접촉 베

어링을 배열할 때는 최소 두 개 이상의 베어링이 

서로 반대되는 방향으로 놓이게 설치하는 데, Fig. 

2에는 그 대표적인 방법인 배면배열(O형 배열)과 

정면배열(X형 배열)을 보여주고 있다. 동일한 베어

링을 방향만 바꾼 설치임에도 불구하고 베어링 배

열이 스핀들에 미치는 영향은 서로 다르게 나타나

게 된다. 일반적으로 스핀들을 설계할 때는 각접
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촉 볼베어링의 볼이 내외륜과 접촉하는 점을 잇는 

선이 회전축 중심선과 만나는 점을 작용점으로 생

각하여 개념적으로 베어링 배열에 따른 효과를 고

려하고 있으나 실제적 특성과의 관계에 대해 명확

한 설명을 한 문헌은 찾아 보기 어렵다. 

각접촉 볼베어링을 사용할 때 배열방식에 따른 

특성의 중요성에도 불구하고 베어링의 배열방식이 

스핀들의 동특성에 미치는 영향에 대해 적극적인 

분석을 수행한 사례는 많지 않다. Li와 Shin5은 베

어링 정렬방향이 스핀들의 동특성에 미치는 영향

에 대해 연구하였으며 정렬방향에 따른 베어링 커

플링 성분의 영향에 대해 고찰하였다. 그러나 스

핀들 전체의 동역학적 관점에서 베어링의 위치와 

배열방향 등을 복합적으로 고려한 해석은 이루어

지지 않았다. 따라서 스핀들의 설계관점에서 배면

과 정면배열을 채택해야 하는 기준 등에 대해서는 

논의되지 않았으며 설계자들 또한 경험에 의존하

고 있다. 

본 논문에서는 정예하중 조건에서 각접촉 볼베

어링의 배면과 정면배열을 비롯한 베어링의 배열

이 스핀들에 미치는 동적 특성을 고찰하였다. 특

히 축에 두 개의 베어링, 또는 두 쌍의 베어링이 

마주 보고 대칭적으로 설치될 때 베어링의 위치 

및 베어링 배열방식에 따른 고유진동수뿐만 아니

라 고유모드를 비교 검토하였다. 

최근 스핀들의 모델링 및 해석을 통한 시스템 

개선을 위한 연구가 다각도로 진행되어 왔다.7-16 

특히, 각접촉 볼베어링 및 이를 채택한 회전축에 

대한 특성을 모델링/분석하는 연구가 많이 진행되

어 왔다. 예컨대, 고속스핀들에서 발생되는 돌출에 

대한 해석적 접근7-10이나 스핀들의 회전정밀도 오

차에 대한 해석11-13 등이 관심을 모으고 있다. 본 

연구에서는 베어링의 모델 중 de Mul4에 의해 제시

된 모델과 보요소를 이용한 회전체 유한요소모델14

을 결합한 프로그램을 구성하였다. 개발된 프로그

램을 이용하여 3가지 회전체에 서로 다른 방식의 

베어링 배열을 고려한 해석을 실시하였다. 해석의 

타당성을 보장하기 위해 첫번째 예제에서 개발된 

프로그램에 의한 결과와 상용프로그램에 의한 결

과를 동시에 제시하였다. 특히 베어링의 배열과 

위치에 따른 특성을 같이 검토하였으며 스핀들-베

어링 계의 고유진동수 별 모드형상을 적극적으로 

비교 검토하여 베어링 배열에 따른 변화를 개념적

으로 분석하였다.  

 

2. 각접촉 볼 베어링의 배열 

 

2.1 각접촉 볼 베어링 특성  

Fig. 3은 각접촉 볼베어링의 동특성을 모델링하

기 위해 설정한 좌표계이다. 베어링의 내륜 중심

점에 대해 외부에서 가해지는 힘과 모멘트에 대한 

변위를 기초로 베어링 강성이 계산되며 자세한 과

정은 부록에 기술되어 있다. 베어링 강성행렬을 

구하면 Fig. 4와 같은 형태로 나타나게 되며 대각

선 요소는 모두 직접 강성을 의미하며 스핀들에 

중요한 영향을 미치게 되나 이 성분뿐만 아니라 

원으로 표시된 커플링 성분 또한 무시할 수 없는 

중요한 역할을 하게 된다.  

원으로 표시된 4가지 성분은 직선변위와 회전

Preload

Fig. 1 Spindle model with a ball bush preloading system

 

a) b)

(a) O type              (b) X type 

Fig. 2 Two representative types of bearing arrangement
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Fig. 3 Coordinate systems for angular contact ball 

bearing 
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변위간의 커플링 성분으로서 직선변위가 발생했을 

때 발생되는 회전모멘트 간의 관계 또는 그 역의 

관계를 의미한다. 이 같은 커플링 성분이 나타나

는 이유는 각접촉 볼베어링의 볼과 내외륜이 갖는 

접 촉각 때문이다. 이 성분들은 베어링의 배열에 따

른 특성 변화에 가장 중요한 영향을 미치게 된다. 

 

2.2 각접촉 볼베어링의 배열에 따른 특성 

베어링이 배열되는 방식에 따라 앞서 언급한 

커플링 성분의 부호가 달라지게 된다. 예컨대 Fig. 

2(a)에서 좌측에 위치한 베어링의 경우, ,

z

b

yk θ
y

b

z
k

θ

는 그 부호가 각각 음과 양이 되며, 우측에 위치

한 베어링의 경우 각각 양과 음으로 나타나게 된

다. 이 같은 차이는 베어링이 위치한 곳의 경방향

변위와 각변위 조건과 연동되어 스핀들의 운동을 

억제하거나 강화하는 방향으로 작동되므로 스핀들

의 고유진동수에 영향을 미치게 된다. 

각접촉 볼베어링은 깊은홈 볼베어링과는 달리 

각변위강성도 갖게 되는데, 이역시 접촉각과 밀접

한 관계를 갖는다. Fig. 5는 다른 조건은 동일하게

유지한 채, 초기접촉각을 변화시킬 때의 경방향강

성, 각변위강성과 변위-모멘트 연성강성을 보여주

고 있다. 그림에서 볼 수 있는 바와 같이 접촉각

의 증가에 따라 경방향 강성은 급격히 감소하게 

되나 각변위강성 및 연성강성은 증가하는 추세에 

있게 된다. 이 같은 특성은 각접촉 볼베어링이 깊

은홈 볼베어링과 달리 베어링 배열에 따른 큰 차

이를 보이게 되는 주된 원인이 된다. 

 

3. 베어링 배열에 따른 회전체 동특성 고찰 

 

3.1 단순 균일 축 

베어링의 위치 및 배열방식에 따른 특성을 검

토하기 위해 Fig. 6과 같은 1000mm의 단순 회전체

에 두 개의 각접촉 볼베어링이 정예하중 방식으로 

결합된 시스템을 고려하였다. 베어링은 좌우대칭

으로 한 개씩 배치하였으며 끝단으로부터 50mm에

서 300mm까지 50mm 간격으로 변경하며 계산하였

다. 계산에 사용한 베어링은 7008C이다. 베어링의 

예하중은 300N을 주었으며 베어링 배열은 Fig. 2에 

예시된 바와 같이 배면배열(O형)과 정면배열 (X

형)을 고려하였다. 

본 예제에서는 개발된 프로그램의 타당성을 검
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Fig. 4 Definition of stiffness matrix for an angular 

contact ball bearing 
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Fig. 5 Bearing stiffness coefficients with the initial 

contact angle varied for 7008C at the constant 

preload of 100 N 
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Fig. 6 Simple shaft-bearing model 
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증하기 위해 일부의 계산결과를 상용프로그램

(Bearinx)과 비교하였다. 먼저, 베어링의 배열과 회

전속도와 베어링의 위치를 변경시키며 계산하였다. 

Fig. 7은 회전속도의 변화에 따른 고유진동수를, Fig. 

8은 베어링의 위치에 따른 고유진동수를 비교한 

그림이다. 상용프로그램과 제안된 모델에 의한 계

산결과를 비교하고 있으며 결과가 잘 일치하고 있

음을 볼 수 있다. 

Fig. 8의 데이터를 이용하여 Fig. 9에 베어링 설

치위치(s) 변동에 따른 O와 X 배열 별 4차모드까

지의 고유진동수를 비교해서 보여주고 있다. 1차 

고유진동수가 베어링 위치 200mm일 때까지 X방

식이 높게 나타나지만, 250mm 부터는 O방향이 높

게 나타나고 있음을 확인할 수 있다. 

특히 4차모드까지 모두 베어링의 설치 위치가 

끝단에 가까울수록 O 배열이 X형에 비해 낮은 고

유진동수를 보이고 있으나 베어링이 중심으로 옮

겨갈수록 O 배열의 고유진동수가 상대적으로 높아

지는 것을 볼 수 있다. 이러한 일반적인 경향에도 

불구하고 3, 4차 모드의 경우에는 그 특성이 복합

적으로 나타나고 있음을 확인할 수 있다. 이는 베

어링의 영향이 모드형상에 의존하기 때문인 것으

로 판단된다. 이 특성은 각접촉 볼베어링이 갖는 

변위-모멘트 커플링 효과에 의해 나타나는 것으로

서 스핀들의 강성을 높이기 위해 고유모드를 고려

하는 것이 바람직함을 의미한다. 

Fig. 10에는 베어링이 양끝단에 가까이 위치하

고 있을 때, O, X 배열에 대한 모드를 보여주고 있

다. 그림에서 수직선이 있는 위치가 베어링의 위

치이다. Fig. 10(a)를 보면 O 배열의 경우 베어링 위

치에서 축끝단 방형으로 이동한 위치에서 0을 교

차하는 반면 X형 배열의 경우에는 그 반대이다. 

베어링이 단순한 스프링 역할을 할 경우에는 X형 

배열에서와 같은 현상이 나타날 수 없다. 이 효과

는 변위와 모멘트 연성강성에 의해 나타나는 현상

으로 마치 베어링 경방향강성이 작용점 방향으로 

옮겨졌을 때와 유사하며 O형의 경우에는 강성이 

약해지는 효과가 있고, X형의 경우에는 강성이 증

가하는 효과를 보이게 있다. Fig. 10(b)는 2차모드로

서 1차모드와 동일한 현상을 보이고 있다.  

한편, Fig. 11에는 베어링이 끝단에서 내측으로 

300mm 이동한 위치에 있을 때, O, X 배열에 대한 
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모드를 보여주고 있다. 1차모드에서는 앞에서와 마

찬가지 특성을 나타내고 있지만, 2차모드에서는 모

드 특성으로 인해 O, X 배열 모두 0을 교차하는 

점이 베어링 위치로부터 내측에 있는 것을 볼 수 

있다. 1차모드와 달리 이 경우엔 O형 배열에서 더 

높은 강성을 갖게 된다. 

 

3.2 단순 스핀들 모델 

실제적인 조건에 유사한 스핀들에 대해 베어링

의 위치 및 배열에 따른 특성을 검토하기 위해 

Fig. 12와 같은 단순화된 스핀들 모델에 2개의 각

접촉 볼베어링이 대칭적으로 결합된 단순 스핀들 

모델을 고려하였다.  

베어링은 7014C이며 정예하중을 주었으며, 축

의 양끝단으로부터 20mm에서 120mm까지 20mm간

격으로 이동하며 계산하였고, 베어링의 배열은 앞

에서와 마찬가지로 O, X의 형태를 고려하였다.  

Fig. 13은 750N의 예하중을 주고 베어링의 위치

를 바꾸며 O, X 배열에 따른 3차모드 까지의 고유

진동수를 비교하고 있다. 앞선 예제에서와 마찬가

지로 베어링이 외측에 위치하면 X 배열의 1차 고

유진동수가 높게 나타나지만 베어링이 축 내측에 

위치하면 O 배열의 고유진동수가 높아지게 된다. 

그러나 2차 모드의 고유진동수는 전체적으로 O 배
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Fig. 12 Simple spindle model 
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열이 높게 나타나고 있고, 3차 모드에서는 O 배열

이 높게 나타나고 있으나 베어링이 내측으로 이동

함에 따라 O 배열과 X 배열이 교차해서 높은 고

유진동수를 보이고 있다.  

Fig. 14에는 베어링 배열에 따른 스핀들의 고유

진동수 변화원인을 분석하기 위한 스핀들의 모드

형상을 보여주고 있다. 베어링 위치가 외측에서

20mm, 60mm, 100mm로 내측으로 이동함에 따른 변

화를 볼 수 있다. 고유진동수의 변화가 큰 1차 모

드의 경우 배열위치에 따라 모드형상이 급격하게 

변화하는 것을 확인할 수 있다. 베어링의 위치가 

내측으로 이동함에 따라 O 배열과 X 배열의 모드

형상에 모두 큰 변화가 생기는 것을 볼 수 있다. 

반면 2,3차 모드의 경우 베어링 위치에 따른 모드

형상에 큰 차이가 없었다. 

1차모드에 대해 베어링 위치에서의 모드형상을

보면 베어링이 외측에 있을 때, 베어링 위치에서

의 모달변위가 외측 보다 내측이 크므로 베어링의 

연성강성, 즉 ,

z

b

yk θ
y

b

z
k

θ
이 O 배열에서는 모드변형

을 증가시키고 X 배열에서는 억제시키는 효과가 

있게 되어 각각 고유진동수를 감소시키거나 증가

시키는 작용되고 있는 것을 알 수 있다. 개념적으

로, O 배열에서는 베어링 경방향강성을 축 외측으

로 이동시킨 효과이며, X 배열은 그 반대이다. 따

라서 모달변위가 내측으로 더 커진다는 점을 고려

할 때, X 배열이 좀 더 높은 고유진동수를 갖게 된

다. 베어링의 위치가 60mm에 있을 경우에는 베어

링 외측의 모달변위가 커서 O 배열의 강성이 항상 

크게 나타나고 있으나 100mm 위치에서는 모달변

위의 양상과 그 값이 O, X 배열에서 다르게 나타

나게 되어 같은 규칙을 적용하기 어렵게 된다. 따

라서 베어링 배열을 통해 고유진동수 특성을 개선

하기 위해서는 사전해석이 중요함을 알 수 있다. 

한편, 2차모드에서는 모드형상의 변화가 두드러

지지 않으며 베어링 위치에 상관없이 외측의 모달

변위가 크게 나타나므로 O 배열에서 항상 높은 고

유진동수가 나타나는 조건이 된다.  

3차모드의 경우, 베어링이 20, 60mm에 위치할 

경우에는 2차모드와 양상이 같으나 100mm에 위치

할 경우에는 모달변위의 크기가 감소하면서 O, X 

배열의 차이가 거의 없어짐을 볼 수 있다.  

이상과 같이 베어링 배열에 따른 고유진동수의 

변화는 스핀들의 모드형상에 크게 의존하게 되므

로 스핀들의 동특성 설계를 위해서는 경방향강성

과 각변위강성 뿐만 아니라 각변위-모멘트 연성강

성을 고려한 스핀들 동특성 해석을 실시하는 것이 

바람직하다. 

 

4. 스핀들 해석  

 

Fig. 15는 실제의 스핀들 모델로서 7014C 베어

링을 사용하였으며 대상 스핀들은 양쪽에 2열로 

지지되는 Tandem O 배열과 Tandem X 배열을 고려

하였다. 0에서 40,000rpm까지 회전속도를 변경하였

다. 본 스핀들은 베어링 위치가 확정되어 있어 베

어링 정렬방향만을 변경시키며 그 특성을 분석하

였다.  

Fig. 16은 회전속도에 따른 3차 모드까지 O와X 

배열의 고유진동수를 보여주고 있다. 회전속도가 
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높아지면 회전체의 자이로효과에 의해 각 모드별

로 전방모드(Forward mode)와 후방모드(Backward 

mode)로 분리되므로 전체적으로 6개의 모드를 나

타내었다. Fig. 17은 아래 3개의 전방모드에 대해 

회전속도를 변경시키면서 구한 고유모드를 보여주

고 있다. 그림 내의 수직선은 베어링의 위치를 나

타내고 있다. 전제적으로 1차와 2차모드는 베어링

의 외측으로 모달변위가 크므로 O 배열에서 높은 

고유진동수를 보이고 있으며 3차모드는 베어링의 

내측으로 모달변위가 크므로 X 배열이 높은 것으

로 나타나고 있다. 앞선 예제인 단순스핀들 모델

에서 베어링이 축의 내측에 위치한 경우와 유사한 

특성을 보이고 있다. 스핀들의 속도변화가 있는 

경우에도 회전 효과에 의하여 고유진동수가 바뀌

지만 모드는 큰 변화가 없어 전반적인 경향에 영

향을 주지는 않는 것을 확인할 수 있다. 

한편 Figs. 18 and 19는 여러 형태의 베어링 배

열에 대해 전방 1차모드와 2차모드의 고유진동수

를 비교해서 보여주고 있다. 조합가능한 모든 배

열에서 본 예제에서는 Tandom O 방식의 배열이 

1,2차모드에 대해 가장 높은 고유진동수를 나타내

고 있다. 

 

Fig. 15 Spindle model 
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Fig. 18 Comparison of the first natural frequencies as a 

function of rotational speed for the spindle model

with different types of bearing arrangements 

 

 

Fig. 19 Comparison of the second natural frequencies 

as a function of rotational speed for the spindle 

model with different types of bearing 

arrangements 
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Fig. 20은 Tandom O와 X 배열을 한 스핀들에 

대해 5,000rpm과 30,000rpm으로 회전할 때, 스핀들 

끝단에서 힘을 가하고 같은 위치에서 측정하는 경

우의 주파수 응답함수를 계산하여 비교하였다. 전

체적으로 Tandom O 배열의 1,2차 피크점들이 

Tandom X 배열의 피크점들 보다 높은 주파수에 

위치하고 있는데, 이미 검토한 바와 같이 고유진

동수가 더 높게 형성되고 있기 때문이다. 지금까

지 동적 특성을 중심으로 분석하였으나 주파수 응

답함수를 이용하면 정적 강성 특성도 확인할 수 

있다. 주파수가 0일 때의 값을 통해 정적 강성의 

비교가 가능한데, Tandom O의 절대값이 회전속도

에 무관하게 더 작게 나타나고 있다. 이는 본 스

핀들의 경우 Tandom O 배열이 정적 강성 또한 높

게 형성되고 있음을 의미한다. 

 

5. 결론 

 

본 논문에서는 정예하중조건의 각접촉 볼베어

링 위치 및 배열방식에 따른 고속 스핀들의 동특

성 변화에 대해 고찰하였다. 이를 위해 베어링 자

체에 대한 동적 모델을 포함한 스핀들-베어링 계

의 동적 모델을 구성하였으며 이를 이용한 해석 

및 결과 분석을 통해 다음과 같은 결론을 얻을 수 

있었다. 

(1) 각접촉 볼베어링에는 경방향변위 및 각변

위에 대한 직접적인 강성과 이들간의 연성되는 강

성이 존재한다. 

(2) 베어링의 배열의 영향은 베어링의 위치에 

따라 달라지며, 스핀들의 각 모드별 모드형상에 

영향을 받는다. 

(3) 베어링 배열에 따른 특성은 경방향변위와 

모멘트 연성강성과 베어링 위치에서의 모드변위 

영향을 직접적으로 받는다. 

(4) 경방향변위-모멘트 연성강성은, 등가적으로

O 배열에서는 경방향 강성을 베어링 위치에서 축 

외측 방향으로, X 배열은 축 내측으로 이동시킨 효

과로 대응시킬 수 있다.  

(5) 스핀들의 강성을 높이기 위해 베어링 배열

방식에 따른 모드형상 및 고유진동수 변화를 검토

해야 하며, 일반적으로 베어링이 스핀들 외측에 

위치할수록 X 배열이, 내측에 위치할수록 O 배열

이 스핀들의 고유진동수를 높이는데 효과적이다.  

(6) 개발된 프로그램이 베어링 배열 및 스핀들 

특성에 따른 동특성 변화를 잘 예측할 수 있다.  
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부 록: 스핀들-베어링 계 모델
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Fig. 21은 회전요소에 대해 내외륜에 의한 접촉

반력과 원심력, 그리고 자이로모멘트에 의해 접촉

점에 가해지는 마찰력을 표현한 자유물체도이다. 

그림에서 좌표 x와 r은 각각 축방향과 반경방향을 

의미한다. 또한 Qi와 Qe는 내륜 및 외륜과의 접촉

력이며, αi와 αe는 각각 내륜 및 외륜과의 접촉각을 

의미한다. 볼의 원심력 Fc는 다음과 같이 표현된다.  

 

               21

2
c m c

F md ω=  (1) 

 

여기서 m, dm, ωc는 각각 볼의 질량, 베어링 피치직

경 및 볼의 공전속도를 의미한다. 또한 볼이 받는 

자이로모멘트 mg는 다음과 같이 표현된다. 

 

           21
sin

10
g c r

m mD ω ω β=  (2) 

 

여기서 D는 볼의 직경을, ωr과 β 는 각각 볼의 자

선속도 및 볼의 자전축이 베어링 축과 이루는 각

도를 의미한다. 볼과 내외륜과의 접촉력은 헤르쯔 

접촉이론부터 다음과 같이 가정한다. 

 

           1.5

i i i
Q K δ= , 1.5

e e e
Q K δ=  (3) 

 

여기서 δi 와 δe 는 각각 내륜과 볼 및 외륜과 볼 

사이의 변형량을 의미하며, Ki, Ke 는 이에 대응되는 

하중-변위 비례계수로서 베어링 곡률반경으로부터 

계산되는 헤르쯔 접촉비과 기하학적 관계식을 이

용하여 결정할 수 있다.  

Fig. 21의 자유물체도로부터 다음과 같은 평형

식을 얻을 수 있다. 

 

( )cos cos sin sin 0
g

i i e e c i i e e

m
Q Q F

D
α α λ α λ α− + − − =  

( )sin sin cos cos 0
g

i i e e i i e e

m
Q Q

D
α α λ α λ α− − − =    (4) 
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여기서 λi, λe는 자이로모멘트에 대한 내륜과 외륜

에서의 지지 비율을 의미한다. 고속의 스핀들에서

는 외륜에 작용되는 접촉력이 상대적으로 크게 되

므로 외륜을 기준으로 구름운동을 하는 외륜제어

(Outer race control)모드로 가정할 수 있으며 λe = 2로 

두고, 그렇지 않은 경우에는 λi = λe = 1로 두어 계산

한다. 

전역좌표에서의 전체 베어링에 대한 평형식은 

다음과 같이 쓸 수 있다. 

 

         { } { } { }
1

[ ] 0
Z

T

j i j
j

F T Q
ψ

=

+ =∑  (5) 

 

여기서 Z는 볼의 개수이고, {F}는 베어링에 가해지

는 외력 벡터이며, {Qi}j는 j번째 회전요소와 내륜

과의 접촉력으로부터 rx좌표방향으로 구한 벡터이

다. 또한 [ ]
j

T
ψ
는 내륜 곡률반경 중심좌표에서 전

역좌표로의 변환행렬이다. 식(4)와 (5)는 모두 비선

형식으로서 식(5)를 푸는 과정에서 식(4)의 해를 

구하는 방식으로 풀이과정이 진행된다. 또한 이 

과정에서 베어링 중심좌표의 변위가 모두 계산된

다. 식(5)로부터 다음과 같이 강성계수를 구할 수 

있다. 

 

    

{ }

{ }

{ }

{ }1
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5 5 5 3 3 3 3 5

Z i jb T

j jj

QF
K T T

u
ψ ψ

δ =

∂⎡ ⎤∂
⎡ ⎤= = −∑⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

× × × ×

 (6) 

 

식(6)의 행렬은 회전요소와 내륜과의 접촉력 

및 변환행렬로 이루어져 있어 앞의 과정에서의 계

산결과를 통해 손쉽게 얻어낼 수 있다.  

한편, 회전체 베어링 계의 굽힘 진동에 관한 

유한요소 운동방정식은 다음과 같이 쓸 수 있다. 

 

[ ]{ } [ ]{ } {[ ] [ ]}{ } { }s s s bM q G q K K q f+ Ω + + =�� �  (7) 

 

여기서 Ω는 축의 회전속도를 의미하며 { }q 는 전

역좌표벡터를, { }f 는 대응되는 힘벡터를 의미한다. 

또한, [ ],
s

M [ ],
s

G [ ]
s

K 는 각각 스핀들 축 계에 의

한 질량, 자이로, 강성행렬이며, [ ]
b

K 는 베어링에 

의한 강성행렬을 의미한다. 이 행렬은 식(6)에서 

구해진 베어링 강성행렬로부터 추출된 베어링 강

성계수들을 베어링 절점에 관련된 요소로 더하는 

방식으로 구성되며 일반적으로 성긴 행렬(Sparse 

matrix)가 된다. 
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Fig. 21 Free body diagram for a ball subjected to the 

contact forces by inner and outer races, the 

centrifugal force and the friction forces due to 

gyroscopic moment 
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