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대칭용량 달성을 위한 극 퀀텀 채널 코딩

( Polar Quantum Channel Coding for Symmetric Capacity Achieving )

양 재 승*, 박 주 용**, 이 문 호****

( Jae Seung Yang, Ju Yong Park, and Moon Ho Leeⓒ )

요 약

본 논문에서는 어떠한 이진 입력 이산 퀀텀채널(quantum channel)이 주어지더라도 대칭 용량을 달성할 수 있는

qubit(quantum bit)를 생성하기 위해, 극(polar) 퀌텀 채널 코딩이라 부르는 퀀텀 채널의 결합과 분리 형태를 제시한다. 현재의

용량은 동등 확률을 갖는 임의의 qubit 입력에 따라서 결정된다. 퀀텀채널의 분극은 대칭채널이 1 에 근접하면 rate 1 로 아니

면 rate 0 으로 전송하는 채널을 통해 퀀텀 데이터를 부분적으로 전송하는 퀀텀 오류정정 부호화에 아주 적합하다.

Abstract

We demonstrate a fashion of quantum channel combining and splitting, called polar quantum channel coding, to generate

a quantum bit (qubit) sequence that achieves the symmetric capacity for any given binary input discrete quantum

channels. The present capacity is achievable subject to input of arbitrary qubits with equal probability. The polarizing

quantum channels can be well-conditioned for quantum error-correction coding, which transmits partially quantum data

through some channels at rate one with the symmetric capacity near one but at rate zero through others.

Keywords : Quantum error-correction code, Polar quantum channel codes, Binary Erasure Channel

Ⅰ. 서  론

1948년 Shannon은 그의 제 1 정리에서 무기억 정보

와 S(Source)가 주어졌을 때 S의 확대에 대하여 부호화

를 함으로써 얼마라도 평균 부호 길이가 H(S)에 가까
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운 부호를 만들 수 있고 이원 대칭 채널(Binary

Symmetric Channel:BSC)에서 길이가 무한대일 때 오

류는 zero에 근접한다
[1]

(부록에서 증명)고 밝혔다. 잡음

채널 코딩이론이나 소스(source) 코딩 이론과 같은 기

존 정보이론의 결과는 정보원과 통신채널 모두가 무기

억(memoryless)이라는 가정 하에서 얻어진 것이다. 무

기억 퀀텀(quantum) 정보원의 경우는 서로 독립적인

신호들을 앞쪽으로 전송할 뿐이다. 이와 유사하게 채널

에 연속적으로 가해지는 입력에 부가된 퀀텀잡음들이

서로 상관관계를 갖지 않는다면, 이때 퀀텀채널은 무기

억이라고 할 수 있다. 그러한 퀀텀 기능들은 독립적이

고 동일하게 분포된 랜덤 변수 시퀀스로 표시될 수 있

다[2]. 그러나 실제로는 이러한 가정이 일반적으로 정당

하다고 할 수 없으며, 특히 퀀텀 암호나 퀀텀 계산 네트

워크에서 문제가 있다
[3～5]

. 최근 퀀텀 코딩의 주목적은

(1931)
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잡음이 있는 퀀텀 채널에 퀀텀 데이터가 전송될 때, 최

대의 전송률로 세팅시키는 퀀텀 채널 용량에 근접할 코

딩 기법을 디자인 하는 것이었다
[6～9]

. 기존의 경우와는

반대로 퀀텀 erasure 채널과 이진 대칭 퀀텀 채널

(binary symmetric quantum channel)과 같은 특이한

채널을 위해, 실제 의미가 있는 퀀텀채널에 대한 그 값

을 어떻게 효율적으로 계산하는지 아직도 알려져 있지

않다[2].

랜덤코딩이 채널용량에 근접하는 퀀텀코드가 존재한

다는 것을 증명하기 위해 사용될지라도 이산 무기억 퀀

텀채널에서 최적의 전송률을 달성하진 못 한다[10,11]. 그

러한 퀀텀채널에서 전송률은 다행스럽게도 선형 퀀텀코

드를 이용하여 설계하면 달성이 가능하다
[12～14]

. 그러나

이러한 코드들의 디코딩과정이 실제로 적용하기에는 다

소 어려움이 있다. 따라서 코딩 복잡도가 낮은 qubit 시

퀀스를 구성할 수 있을 뿐 아니라 증명이 가능하고 분

명한 용량구조를 어떻게 만들어 낼 것인가 하는 것이

다소 어렵지만 달성해야할 목표가 되었다
[15-19]

. 본 논문

에서는 이러한 목표를 달성하려는 시도로서 이진 이산

퀀텀채널의 높은 전송률을 달성할 수 있고 대칭용량이

가능한 퀀텀 극 부호 기법을 제시한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. Ⅱ장에서 복합 퀀텀

통신 시스템에서 사용되는 용어들에 대해 간략히 서술

하며, Ⅲ장에서는 본 논문에서 가장 중점적으로 제시하

는 내용으로서, 퀀텀채널의 결합과 분리라는 두 단계의

처리 과정으로 된 퀀텀채널을 제안한다. 서로 상관관계

가 없는 퀀텀채널과 같은 부류를 위한, 퀀텀엔트로피의

고전적인 근사화 방법과 채널 분극으로부터 아이디어를

얻어 퀀텀채널 기법이 나오게 되었다. Ⅳ장은 퀀텀채널

분극을 통해 퀀텀 극 부호 설계에 대해 서술하며 Ⅴ장

에서 모의실험을 제시하고, 마지막으로 Ⅵ장에서 결론

을 맺는다.

Ⅱ. 이산 퀀텀채널(Discrete Quantum 

Channel)의 파라미터

단일 qubit 0 10 1u p p= + 은 2차원 Hilbert 공간

2H = C 이다. 여기서 0p 와 1p 은
2 2

0 1 1p p+ = 의 조

건을 만족한다.  차원 공간
n

nH H Ä= 에서 다중

qubit 상태 y 의 전송에 대해 생각해 보자. Hilbert 공

간 의 베이시스(basis)는 고정( { }0 , 1=B )한다. 퀀

텀 오류 연산의 베이시스는 { }i j
ijE X Z= 로 표시하며, 여

기서 1mod 2X i i= + 이고 ( 1) ,jZ j j= - { }, 0,1i j" Î

이다. 이산 퀀텀채널 e 은 4 ,u v F u v vA a EÎ= S 형태의 임

의의 연산집합으로 정의 되며, 여기서 복소수벡터

, 4( , )u u va a v F= Î 는   에서 확률분포로

정의된다. 이를 확인하기 위하여 e 의 합 연산을 행하

는 연산 집합이 다음과 같이 표현될 수 있다고 가정

한다.

3

,u u v vA a I a s= +åu (1)

여기서 { , , }v x z ys s s sÎ 는 Pauli 행렬이다. 연산 

즉, ∀∈ 는 완전조건 
†   을 만족한다

[2]
.

:ue Ta 은 입력이 u , 출력이 T인 이산 퀀텀채널

을 나타내며, 이는 u uÎ 와 t ÎT 인 채널 전환확률

( | )t ue 을 의미한다. 입력 qubit u는 항상 { }0 1,u u

내에 있으나, 출력 qubit T 와 전환확률 ( | )t ue 은 특정

한 제한이 없으며, 여기서 0u 과 1u 은 서로 직교상

태 즉, 0 1| 0u u = 이다. 따라서 이 전환 확률은 기호

:N N NU Te a 를 사용하여 개의 동등하고 독립적인

채널의 조합을 나타내며, 전환확률은 다음과 같이 나타

낸다.

( ) ( )
1

N
N

i i
i

t ue e
=

=Õt u (2)

단일 qubit 채널 e 에 대해 전송률과 신뢰도를 측정

하기 위해 두 개의 파라미터를 정의하게 되는데, 즉 식

(3)과 같은 대칭용량
[20]

과 식 (4)로 표시되는

Bhattacharyya 파라미터[21]이다.

( ) ( )
( ) ( )1 1

0 12 2

1( ) log
2t u U

t u
t u

t u t u
c

ee e e eÎT Î

=
+å å (3)

( ) ( )1( ) o
t

Z t u t ue e e
ÎT

= å (4)

파라미터 ( )c e 는 동등 확률을 갖는 입력 u가 주어

(1932)
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진 퀀텀채널 e 에서 신뢰할만한 통신이 가능할 때의

전송률을 나타내고, 파라미터 ( )Z e 은 최대우도

(maximum-likelihood) 결정 퀀텀 오류 확률의 최상위

한계를 의미한다.

보다 쉬운 이해를 위해, 지금부터  qubit 상태

1 Na aL 을 간략히
N
ia 으로 나타낸다.

j
ia 표현은

1 i j N£ £ £ 인 그의 sub-state i ja aL 을 의미한다.

  … ⊆ …가 주어지면 일반적인

sub-state 1 Ai ia aL 를 Aa 로 간략히 나타낸다. 1,
j
oa 는

홀수 인덱스 { }:1 , 2 1,ka k j k l l£ £ = - ÎZ 을 갖는

sub-state를 나타내고, 1,
j
ea 는 짝수 인덱스

{ }:1 , 2 ,ka k j k l l£ £ = ÎZ 을 갖는 sub-state를 나타낸다.

Ⅲ. 다중 Quantum 채널의 분극 

퀀텀 채널 분극은 개의 독립된 퀀텀채널 e 을 기

반으로 개의 연속되는 퀀텀채널 { }:1N
i i Ne £ £ 과 관

계된 또 다른 집합을 만들어내는 작용이라 할 수 있다.

이 증가함에 따라 대칭용량 ( )N
ic e 은 인덱스 가 거

의 0 에 가까워질 만큼 작아지면 1로 향하거나 0으로

향한다는 의미에서 분극이 되는 효과를 보여준다. 이러

한 연산은 퀀텀채널의 결합과 분리라는 두 가지 단계를

통해 수행된다.

3. 1. 퀀텀채널 결합 단계

   (Quantum Channel Combining Phase)

이 단계에서는 개의 동일한 독립 채널 e 들이 반

복적인 방법으로 결합되며,    인 다중레벨 결합

퀀텀채널
Ne 이 결합되고, 이때 은 양의 정수이다. 즉,

첫 번째 레벨(기본 레벨)채널
1e =e 부터 결합이 시

작된다.

두 번째 레벨채널
2e 에서는 두 개의 e 복사본이

다음과 같이 주어지는 전환확률을 가지고 서로 결합한

다.

그림 1. 두 개의 하위레벨 e 과 2e 퀀텀채널을 결합하여

처리한 4e 다중레벨 퀀텀채널의 처리과정

Fig. 1. The processing of the multi-level-combined

channel 4e based on two lower-level combined

quantum channels e and 2e .

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1 1 2 2 2t u t u u t ue e e= Å (5)

그림 1에 보인 바와 같이
2e 의 입력으로부터 e 의

입력으로의 변환 연산
2 2
1 1u ra 은 CNOT 게이트

2, 1u uC 에 의해
2 2

1 2, 1 1 1 2 2,u ur C u u u u= = Å 와 같

이 나타낼 수 있고, 여기서 1u 은 target qubit이고

2u 는 제어 qubit이다.

이와 유사한 방법으로 다음 레벨 채널
4e 는 식 (6)

과 같은 전환확률로, 반복적인 방법을 통해 2개의 독립

적인 채널
2e 과 결합될 수 있다.

( ) ( ) ( )4 4 4 2 2 2 4
1 1 1 1 2 3 4 3 2 4, ,t u t u u u u t u ue e e= Å Å ×

(6)

그림 1에서 매핑(mapping) 는 1 2 3 4s s s s 에서

1 3 2 4s s s s 로 매핑 시키는 치환 연산이다.
4e 의 입력으

로 부터 입력 e 으로의 변환 연산
4 4
1 1u ra 은 다

음과 같이 주어질 수 있다.

( )4 4 4
1 4 2, 1 4, 3 1 4 4 1u u u ur R C C t R G t= Ä = (7)

여기서 는 식 (8)과 같은 2차 분극 행렬이고

2
4 2

1 0 1 0
1 1 1 1

G GÄ æ ö æ ö
= = Äç ÷ ç ÷

è ø è ø
(8)

(1933)
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그림 2. 3 개의 CNOT 게이트를 사용한 4 qubit 입력

으로 퀀텀 분극 과정의 퀀텀 회로

Fig. 2. Quantum circuit of the quantum polarizing

processes with inputs of four qubits using three
CNOT gates.

Ä 는 Keronecker 곱을 의미한다
[22]

.

그림 2는 3 개의 CNOT 게이트를 사용한 4-qubit 입

력의 퀀텀 분극 과정의 퀀텀 회로를 보여주고 있다. 2

개의 target qubit ju , {1,3}jÎ 으로 구성되는 입력

qubit와 2개의 제어 qubit iu , {2,4}iÎ 은 임의로 선

택이 가능하다. 8개의 광양자가 혼재된 클러스터 state

v 는 4 B ell state ( )'

1 00 11
2kk

+F = + , {5,6,7,8}k" Î

로부터 생성되며, 여기서 '( 4) ( 3) 'i i
C

+ + 은 광양자 ( 4) '& ( 3) 'i i+ +

에서 실행될 것이고, 7 ''5''C 은 생성된 광양자 '' ''7 & 5 에서

실행 되게 된다. 다시 말해서
8

7 ''5'' 8'7 ' 6 '5' 5 'k kk
C C Cv +

== Ä F

이 얻어져 퀀텀채널의 분극을 실현시키는데 이용된다.

그 다음 BSM(Bell state measurement)들이 4쌍의 광양

자    에서 각각 실행된다. 표 1에 보인 BSM의

결과에 따라 Pauli 연산 { , , , }x z yI s s s 은 v 의 남아

있는 qubit ′에 각각 적용되며, 결국 퀀텀 분극 과정에

서 결합채널
4e 의 출력을 얻어내게 된다.

3. 2. 퀀텀채널 분리 단계

    (Quantum Channel Splitting Phase)

이 단계에서는  ≤  ≤  에 대해 앞에서 결합했던

-qubit 퀀텀채널
Ne 을 개의 연속되는 채널

N
ie 의

set로 분리한다. 즉, 분리 연산은 다음과 같이 설정할

수 있다.

그림 3. 2개의 독립된 하위결합채널
2Ne 을 기반으로 퀀

텀채널의 분극과정에서 결합 퀀텀 채널
Ne 의

반복 구조

Fig. 3. A recursive construction of the combined

quantum channel
Ne in the process of the

quantum channel polarization based on two

independent low-combined channels
2Ne .

1
1 :N N iu ue -T ´a (9)

이때 전환확률은 다음과 같이 주어지며,

( ) ( )
1

1
1 1 1 11

1,
2N n i

i

N N i N N N
i i N

u u
t u u t ue e

-
+

-
-

Î

= å (10)

여기서 ( )1
1 1,N it u -

은 입력조건 iu uÎ 에 대한 출력
N
ie

을 나타낸다.

일예로, 주어진 채널 e 에 대해 2-레벨 결합 퀀텀

채널
2e 은 { } { }1 2, 0 , 1u u = 인 경우 두 개의 연속

되는 채널
2
ie , {1,2}iÎ 로 분리된다. 식 (5)의 결합채

널에 의해 다음과 같은 2개의 분리채널
2

1e 과
2
2e 을

각각 얻을 수 있다.

( ) ( )
2

1
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

0

1
2u

t u t ue e
=

= å

( ) ( )
2

1
2
1 1 2 2 2

0

1
2u

t u u t ue e
=

= Åå (11)

(1934)
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( )2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 1

1( , )
2

t u u t ue e=

( ) ( )2
1 1 2 2 2

1
2

t u u t ue e= Å (12)

일반적으로 임의의 수    에 대해 식 (14),(15)와

같이 주어지는 연속적인 방법으로 하위레벨 분리 채널

N
ie ,  ≤  ≤  에 근거해 두 개의 분리채널

2
2 1
N
ie - 과

2
2
N
ie 이 얻어 진다.

( ) ( )
2

1
2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 2 1 1 1, 1, 2 1 2

0

1, ,
2

i

N N i N N i i
i i i o e i i

u
t u u t u u u ue e- - -

- - +
=

= Å Åå

( )2 2 2
2 1 1, 2,N N i

i N e it u ue -
+× (13)

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 1, 1, 2 1 2

1, ,
2

N N i N N i i
i i i o e i it u u t u u u ue e- - -

+= Å Å

( )2 2 2
2 1 1, 2,N N i

i N e it u ue -
+× (14)

1
Nt 과 이전의

1
1
iu -

을 관찰한 후 -번째 결정 요소

가 -번째 입력 iu 을 평가하는 연속적인 제거 디코더

에 대해, 분리채널
N
ie 은 -번째 결정입력 iu 에 의해

결정된 효율적인 퀀텀채널이라는 것을 알 필요가 있다.

분리채널
N
ie 의 분극 효과에 대해 말하자면 다음과 같

은 대칭용량에 대한 흥미 있는 결과를 얻을 수 있다.

모든 채널 e 과 모든 고정된 (0,1)d Î 에 대해,

  이 ∞를 향해 감에 따라 ( ) (1 ,1]N
ic de Î - ,

( ) ( )N
ic ce ea 인 { {1,2, , }}i NÎ Í KA 의 인덱스가 일부

있고, ( ) [0, ]N
jc de Î , ( ) ( )N

ic ce ea 인 { }{1,2, , }j NÎBÍ K

의 또 다른 인덱스가 있다. 즉,   이 ∞를 향해 감

에 따라 대칭용량 ( )N
ic e 과 ( )N

jc e 은 각각 ( )c e 과

1 ( )c e- 을 향해 가도록 하는 iÎA , j BÎ 인덱스들이

있음을 의미한다.

( )N
ic e 의 값이 의 중간영역에서 엉뚱한 행위를 한

다는 것을 발견하게 된다. 이와 같은 행위를 하는 것은

다음과 같은 의미를 가지고 있다. 즉, ( ) 0rc e > >

인 어떠한 이산 채널이든 집합 {1, , }N NÌ KA 의 시퀀스

가 있어서    이 ∞를 향해 감에 따라 모든 NiÎA

의 최대우도 결정 퀀텀 오류 확률 ( )N
iZ e 의 최상위 한

계가 0을 향한다는 의미이다.

Ⅳ. Polar Quantum 코드의 구성 

이 장에서는 이산 퀀텀채널의 분극 효과를 이용한 대

칭용량을 달성할 수 있는 극 퀀텀 코드 구성법을 제시

한다. 극 퀀텀 부호를 구성하게 된 동기는 각 좌표채널

을 개별적으로 얻고,    이 ∞를 향해 감에 따라

( )N
iZ e 값이 0 에 접근하는 채널을 통해 데이터를 전송

하는 부호화 시스템을 만들려는 것이다.

   값이 주어지면 입력은 다음과 같은 방법으로

부호화 될 수 있다.

1 1rN N
NG= u (15)

여기서 NG 은 차 생성행렬이다. { }1, ,NK 의 임의의

subset에 대해 식 (15)는 다음과 같이 다시 쓸 수 있다.

( ) ( )1r u u C
N C

N NG G= ÅA A
A A (16)

여기서 ( )NG A 은 A 의 인덱스 행에 의해 형성된

NG 의 sub-matrix를 나타내고, 반면
cA 는

C fÇ =A A 와 {1, , }C NÈ = KA A 이 되도록 { }1,...,N 의

subset이다.

극 퀀텀 코드를 만들어내기 위해서 파라미터 A 와

cu
A 는 고정 되나 uA 는 자유변수로 남게 되고, state

uA 로부터 state 1
Nr 로 매핑이 되고나면, 이것은

실제로 coset 퀀텀코드가 된다. 즉, 고정된 퀀텀 state

( ) c
c

NG u
A

A 에 의해 결정된 생성행렬이 ( )NG A 인 선

형 퀀텀 블록 코드의 coset이다. 이러한 부류의 퀀텀 코

드는 집단인 NG -coset 퀀텀코드로 간주되게 된다. 개별

적인 NG -coset 퀀텀코드는 ( )( ), , , u CN K
A

A 와 같이 표

시되며, 여기서 는 A 의 사이즈에 의해 정해지는 코

딩 dimension이다. 집합 A 는 데이터 qubit로 cu
A 는

frozen qubit로 간주된다.

퀀텀 디코더를 연속적으로 제거시키기 위해서는 NG

-coset 퀀텀코드 ( )( ), , , u CN K
A

A 을 고려해볼 수 있다.

(1935)
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 qubit state 1
Nu 가 출력이 1

Nt 인
Ne 으로 전송

될 1
Nr 로 코딩되는 것을 가정하면, A 과 cu

A 및

1
Nt 에 대한 정보에 따라 1

Nu 에서 훌륭한 추정 state

1
Nu% 을 만들어내는 것이 디코더의 할 일이다.

연속적인 제거 퀀텀 디코더에 대해 코딩 결과가 주어

지게 된다.  ≤  ≤  의 경우 퀀텀 디코더를 이용해

식 (18)과 같이 주어지는 그의 결정상태 1
Nu% 가 만들어

진다.

( )1
1 1

,                   if    
t , u , if  

C
i

i N i
i

u i
u

h i-

ì Îï= í
Îïî

%
%

A
A

(17)

여기서 ih 는 다음과 같이 계산되는 결정 qubit이다.

( )
( )
( )

1
1 1 1

1 1
1 1 1 1 1

t , u 0
0 ,   if 1

t , u t , u 1

1 ,   otherwise                

N N i

N i N N i
ih

e

e

-

- -

ì
³ï

= í
ï
î

% (18)

이것은 퀀텀 오류의 필요충분조건이 u u¹%A A ,

i" ÎA 이라는 것이다.

코드 (( , , , u ))CN K
A

A 의 성능을 분석하기 위해 그 다

음에 해야 할 일은 블록 퀀텀 에러의 확률 eP 를 정의하

는 것이다. 만약에 각 state uA 가 2 K- 의 확률로 전송

되고 앞에서 언급한 디코더를 통해 디코딩 된다면, eP 의

확률은 다음과 같이 계산될 수 있다.

( ) ( )
( )1 1 1 1

1 1
u t : u t u

1, , , u t u
2C

N N N N

N N N
e KP N K e

¹

=å å
A

A
A (19)

u CA 의 모든 선택에 대해 확률 ( , , , u )CeP N K
A

A 의 평

균값은 식 (21)과 같이 주어질 수 있다.

u

1( , , ) ( , , , u )
2 C

C

e eN kP N K P N K-=å
A

A
A A (20)

따라서 이 확률의 upper-bound 가 달성된다.

퀀텀채널 e 과 (( , , ))N K A 의 선택에 대해 다음과

같은 frozen qubit cu
A 가 있다.

( )1( , , , u )C
N

e
i

P N K Z e
Î

£åA
A

A (21)

( )N
i jZ eÎS A 을 최소화 시키기 위해 { }1, ,NK 의 모든

 subset 중에서 A 의 선택을 의미한다. 이 아이디어

의 기인하여 극 퀀텀 코드의 정의를 내리게 된다.

정의 1 (Polar Quantum Code) : 주어진 채널 e 에

대해 파라미터가 ( , , , u )CeP N K
A

A 인 NG -coset 코드

를, 만약 set A 와 관련된 -qubit 퀀텀 데이터 state

가 iÎA 와
cjÎA 에 대해 각각 ( ) ( )1

N N
jZ Ze e£ 이 될

수 있도록 { }1, ,NK 의 -element set으로 선택될 수 있

다면, 극 퀀텀 코드라 부른다.

실제로 극 퀀텀 코드의 생성은, 다중레벨 결합 채널

Ne 과 그의 해당 분리 채널
N
ie 을 이용하여 채널을 특

별하게 설계하는 것이다. 한 이산 퀀텀 채널을 위한 극

퀀텀 코드는 다른 이산 채널에 대해서는 polar case가

아닐 수도 있으며, 여기서 현재의 polar 퀀텀 코드는 주

어진 채널 e 에 대해 대칭용량 ( )c e 을 달성하게 된

다. 이것은 polar 퀀텀 코드가 잡음이 없는 채널이나

순수 잡음채널로 접근함을 의미하며, 즉, 무 잡음이 되

는 일련의 채널은 이 무한대로 접근함에 따라 ( )c e
에 수렴 한다는 뜻이다.

극 퀀텀 코드와 퀀텀 에러 정정 코드의 관계를 보기

위해, 퀀텀 채널 분극을 통해 퀀텀 에러 정정 코드의 구

조를 제시한다. 퀀텀 오류 정정 코드로서 자격을 받게

되면, 안정화기 ( )x zH HH = 로서 최고의 평가를 받을

수 있는 성질을 갖춘 것으로 볼 수 있다[10-12]. 안정화기

H 는 0  mod  2T T
x Z z xH G H G× + × = 를 만족하는 생성행렬

( )x zG GG = 와 연계되어 있다. 퀀텀 에러 정정 코드가

만족해야할 안정화기의 그 다음 단계 성질은

0  mod  2T T
x z z xH H H H× + × = 을 만족하는 것이다. 기

존 코드 쌍을 이용하여 부호화 하면 다음과 같은 생성

행렬이 얻어진다.

( )
1

2

0
0   

( )
x z

G
G G G

D E D

é ù
ê ú= = ê ú
ê úë û

G (22)

(1936)
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여기서  과  는 각각 두 개의 기존 코드를 생

성시킬 수 있다. ( )E D 는 행렬 의 행을 rotation시키는

역할을 한다. 에러 정정 코드를 만들기 위해 생성행렬

을 ( )1 2 NG G G= = B 와 같이 취하면, 행렬 ( )NG B (예:

NG 의 sub-matrix)은 distance가 12t+ 인 코드를 만들어

낸다. 결합행렬 ( )1 ,
TT TG D 은 distance가 2t 인 코드를

만들어 낸다. ( ) 0E D = 을 취하면 이 코드는 최소거리

(minimum distance)가 2t 이 된다. 사실, 제안된 퀀텀코

드가 12 2t t-+ 의 최소거리를 갖도록 적당한 rotation 연

산 ( )E D 를 설계할 수 있다.

이제 퀀텀 채널 분극 기법을 통해 퀀텀 에러 정정 코

드를 제안한다. 예를 들어    인
3

8 2G GÄ= 의 경우,

1,1 1 / 2Z = 으로 시작한
2 31,2,2 ,2k = 에 대해 반복적인

방법으로 벡터 ( )8,1 8,2 8,8(8) , , ,Z Z Z Z= K 의 퀀텀 채널

분극에 따라 신뢰도를 계산할 수 있다.

2
2 , ,

2 , 2
,

2 ,      for 1    
,            for 1 2

k j k j
k j

k j k

Z Z j k
Z

Z k j k-

ì - £ £ï= í + £ £ïî
(23)

따라서 모든 1 8j k£ < £ 에 대해 inequality

8, 8,j ki iz z< 가 실현될 수 있도록 set (1, ,8)K 의 치환

1 8( , , )N i ip = K 을 실행한다.

 polar 퀀텀 코드의 생성행렬 ( , )p N KG 는 인

덱스가 { } { }1, , 1, ,Ki i NÍK K 인 행으로 이루어진

sub-matirx로부터 구성된다. 이 구성의 계산상의 복잡

도를 계산해보면 ( log )O N N 와 같다.

즉, 주어진 행렬 8G 에 대해 식 (24)와 같은 결과를

얻는다.

8 (0.996,0.684,0.809,0.121,0.879,0.191,0.316,0.004)Z = (24)

즉 8 (8,4,6,7,2,3,5,1)p = 을 얻을 수 있는데 식 (24)는 행

렬
3

8 2G OÄ= 을 통해 얻어지고, 8 (8,4,6,7,2,3,5,1)p = 를

생성한다. 그림 4는
3

8 2G OÄ= 과 일반식인 22n
nG OÄ=

Bhattacharyya 바운드를 보이고 있다.

한편 퀀텀 polar 코드 ((8,7)) 은 다음과 같은 생성

행렬을 얻을 수 있다.

그림 4.
3

8 2G OÄ= 연산과 
 

⊗ 의 Bhattacharyya 바

운드

Fig. 4.
3

8 2G OÄ= calculation and Bhattacharyya bound

on 
 

⊗ .

11110000 00000000
11001100 00000000
10101010 00000000
11111111 00000000
00000000 11110000

(8,7) 00000000 11001100
00000000 10101010
00000000 11111111
11000000 10100000
10100000 10010000
10010000 01100000

P

é
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

= ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

G

ù
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ê ú
û

(25)

(1937)
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그림 6(a). 블록 길이와 전송율에 대한 블록 오류율[20]

Fig. 6(a). Block error rate for rate with various block

lengths[20]

그림 6(b). Binary Erasure Channel에서의 Rate[bit/ch.use]

과 블록 길이 N과의 관계

Fig. 6(b). Rate[bit/ch.use] VS. Block length N in Binary

Erasure Channel.

퀀텀 안정화기 부호의 구조
[11]

에 따라서 퀀텀코드는

식 (26)과 같은 연접행렬로 다시 표현될 수 있다.

11111111 00000000
00000000 11111111

(8,7) [ | ]11110000 11001100
11001100 10101010
10101010 11110000

x zH H

é ù
ê ú
ê ú
ê ú= =
ê ú
ê ú
ê úë û

H (26)

식 (26)은 0 mod 2T T
x z z xH H H H+ = 를 만족한다

[24]
. 이

코드는 최소거리가 5 이다. 그림 5는 퀀텀채널 분리단

계에서 반복적인 퀀텀채널에 대한 트리과정을 보이고

있다.

그림 5. 퀀텀채널 분리단계에서 반복적인 퀀텀채널에

대한 트리과정

Fig. 5. The tree process for the recursive quantum

channel polarization in quantum channel splitting

phase.

Ⅴ. 모의실험 

그림 6(a)는 Arikan Polar 블록코드의 블록 길이

10 15 202 ,2 ,2N = 일 때, 전송율에 대한 블록 오류율을 보

여준다. 이를 통해 전반적으로 블록 길이가 클수록, 큰

전송율 영역에서의 블록 오류율이 작음을 알 수 있다.

이는 신뢰성 측면에서 좋은 성능을 갖는다는 것을 의미

한다.

그림 6(b)는 Binary Erasure Channel 에서의

Rate[bit/ch.use]과 블록 길이 N과의 관계를 나타낸다.

즉 N=2000일 경우 대략 R=0.467이 된다.

Ⅵ. 결  론 

본 논문에서는 퀀텀채널의 결합과 분리단계를 통해

주어진 모든 이진 입력 이산 퀀텀채널에 대한 대칭용량

을 달성하기 위해서 퀀텀채널 분극이라 불리는 코딩방

법을 제시했다. 이 방법은 대단히 효율적으로 퀀텀 데

이터를 전송할 수 있는 퀀텀 polar 코드를 구성할 퀀텀

코딩 기법을 제공한다. 이 기법은 모든 이진입력 이산

퀀텀채널에 대해 대칭용량을 달성 할 수 있다. 이 코딩

방법은 비록 이진 입력 이산 채널을 위해 제안 되었지

만, 약간의 수정을 가하면 비이진(non-binary) 입력 이

산 퀀텀채널과 같은 다양한 분야에 쉽게 적용할 수 있

다. 이러한 문제를 풀기위한 첫 출발점은, 대칭용량을

(1938)
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달성하고자 하는 방법의 연구에 뿌리를 두었고, 또한

채널용량에 근접하는 대칭용량을 달성하는데 최대로 기

여할 수 있는 실질적인 코딩 방법이 존재하느냐를 탐구

하는데 초점을 두었다. 이에 대한 구체적이고 수학적인

증명은 차후 논문에서 다룬다.

부 록 

1. 2원 대칭 통신로(Binary Symmetric Channel)

에서 통신로 부호화

A. 블록 코드 길이 N 의 길이가 무한한 경우

2원 대칭 통신로의 통신로 용량은 입력심볼 0과 1이

같은 확률로 발생하는 확률로 발생하는 정보원으로 실

현된다.

따라서, 0과 1을 랜덤하게 발생시켜서 길이 N 인

M 개의 계열을 만들고, 이것을 정보원 심볼

1 2, , Ms s sK 에 대응시킨다.

여기서 1 2, , Ms s sK 은 같은 확률로 발생하고 있는

것으로 한다.

이것은 부호의 전송속도 R이

[ ]2log bit / symbolNR
N

= (A-1)

(i) 통신로의 비트 오율을 p라고 하면, N 이 크게 될

때 거의 pN 개의 에러가 생긴다.(엄밀히 말하면 “에러의

수가 ( )N p e- 와 ( )N p e+ 의 바깥에 있는 확률은 무

시할 수 있을 정도로 적다”고 해야만 한다.) 여기서 pN

는 정수라고 가정한다. 어떤 계열을 중심으로 해서

0개의 에러로 도달 가능한 계열의 수 1 개

1개의 에러로 도달 가능한 계열의 수 N 개

2개의 에러로 도달 가능한 계열의 수 2NC 개

pN 개의 에러로 도달 가능한 계열의수 pN NC 개

이므로 길이 N 인 부호어는 수신단에서 식 (A-2)와 같

이 주어지는 Z 개의 계열 범위로 분산된다.

21
pN N NZ N C C= + + + +K (A-2)

이때 Z 는 다음과 같이 표시될 수 있고

( )
( 1) !1

2 ( )! !p p

N N NZ N
N N N

-
= + + + +

-
L (A-3)

N 이 충분히 크게 될 때 식 (A-4)라고 쓸 수 있다.

( ) ( )
! !

( )! ! ( )! !p
p p p p

N NZ N
N N N N N N

< <
- - (A-4)

여기서 p 는 충분히 0에 가까운 수라고 가정하고 있

다.

여기에 스티어링의 공식(Stirling's formular) ! xx x»
를 이용하면 식 (A-5)와 같이 나타낼 수 있다.

( ) ( )( ) ( )p pp p

N N

pN N N NN N
p p p p

N NZ N
N N N N N N

- -< <
- -

(A-5)

여기서 우변 pN 배의 항은 다른 항이
NN 에 비례해서

증가하기 때문에 무시할 수 있어 다음과 같은 결과를

얻을 수 있다.

( )( ) pp

N

N NN
p p

NZ
N N N

-»
-

( )
(1 )

2log (1 )
(1 )

1 2
1

N N pp
p

p

p N
N pN

pp N

--
-= =

-

2 2
1 1( log (1 )log )

12
N p p

p p
+ -

-=
( )2NH p= (A-6)

즉, 비트 오율 p 인 BSC에서 길이 N 인 부호어가

수신측에서 분산되는 범위는
( )2NH p

정도인 것을 알

수 있다.

(ii) 다음에서 이 중에 진짜원인 이외의 계열이 부호

어로서 존재할 확률을 계산해 보면, 길이 N 인 2원

계열의 총수는 2N
이다. 따라서 이 중에서 M 개의 부

호어를 랜덤하게 선택하였으므로 진짜원인 이외의 1M -
개의 부호어가 이 중에서 하나라도 선택될 확률은 높아

야 식 (A-7)과 같다.

(1939)
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( )( 1) 2
2

NH p
N

M -
(A-7)

M 이 충분히 크다고 하면 다음과 같다.

( )2
2

NH p
E N

MP = (A-8)

(iii) 위의 식 (A-8)에서 2NRM = 을 대입하여 정리하

면 다음과 같은 결과를 얻을 수 있고

( (1 ( )))2N R H p
EP

- -= (A-9)

따라서 1 ( )R H p< - 이라면, N ®¥일 때 0EP ®

가 증명되었다.

다음에 정리의 후반을 증명한다. 지금 EP 가 임의의

작은 적당한 부호가 존재하고, 이 부호의 부호어 수는

2NRM = 이다. 단, R C> 이었다고 한다.

이때, 수신측에서는 2N 개의 계열이 2NRM = 개의 영

역으로 분할되어 있어, 수신계열의 각각의 영역의 어느

영역에 속할 것인가에 따라서, 송신 부호어를 판정하도

록 되어 있다고 한다. 여기서 설명한 부호화와 복호화

는 극히 일반적인 것이고, 이 이상의 일반적인 부호화

및 복호법은 존재하지 않으므로 이와같은 방법에서도

R C> 가 실현되지 않는 것을 보이면 된다.

그런데 수신측에서 이 M 개 판정영역이 같은 크기

였다고 하면, 각각에
2N

M 개의 계열이 포함된다. 같은

크기가 아니면, 계열의 총수가
2N

M 보다 작은 것이 있

다.

그런데, 어떤 부호어를 내보냈을 때, 그 부호어는 수

신측에서는 ( )2NH p 개의 계열로 분산된다고 생각할 수

있다. 이것이 지금 생각하고 있는 복호 영역에 전부 들

어가지 않으면 안되므로, 각 영역의 계열 총수는 적어

도
( )2NH p

보다 커야만 한다. 즉, 다음 식과 같은 조건

을 만족해야 한다.

( )2 2
N

NH p

M
> (A-10)

그런데, 2NRM = , R C> 라고 하면, 이 식이 성립하지

않는 것이 명백하다.

B. 블록 코드 길이 N 의 길이가 유한한 경우 

2013 IEEE International Symposium Information

Theory on ISIT 2013 Istanbul, Turkey. 7 July 2013,

Tutorial Session에서 MIT의 Y.Polyanskiy와 Princeton

대의 S.Verdu 교수 강의가 있었다. Information Theory

연구의 관심사이다. 선형 블록 코드, 터보코드, LDPC

코드, Polar 코드 등 모두가 블록 길이가 유한한 경우이

다. ISIT 2013 학술대회에서 삼성 산디에고 연구실의

발표에서 내부코드는 Polar 코드, 외부코드는 Reed

Solomon 코드를 사용한 연접코드에서도 샤논정리에 근

접한
1

2 N e-- 임을 밝혔다.

즉, 어떠한 0e > 에서 충분히 큰 수 n에 대하여, 제

안한 외부 코드율 0R 를 가진 RS Polar 연접 코드의 오

류율은 다음 식으로 상한 바운드가 결정된다[23].

0.5
0(1 )( 1)

22
n R m

e

e
- -

- -
£ (B-1)

bounded-distance 복호에서, 외부 코드의 오류정정반

경 범위는 0[(1 ) / 2]R mt = - 일 때,

1

1
(1 )

1

m
i m i
e e e

i

m m
P P P

i
t

t

e
t

- +

= +

æ ö æ ö
= - £ç ÷ ç ÷+è ø è ø
å (B-2)

이 식은 다음과 같이 다시 나타낼 수 있다.

0.5 ( 1)2
1

nm e te
t

-- +æ ö
£ ç ÷+è ø

0.5
0(1 )/22

1
n m Rm e

t
-- -æ ö

< ç ÷+è ø
0.5

0(1 )/22 2 n m Rm e-- -<
0.5

0( (1 )/2 1)2 n m R me-- - -=
0.5

0(1 )( 1)
22

n R m
e- -

- -
= (B-3)

한 가지 흥미로운 것은 그림 6(b)의 BEC(Binary

Erasure Channel)에서 converse 바운드와 식 (B-1)의

RS Polar 코드의 바운드 e 과 거의 같다.
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