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함수의 도입을 위한 사다리타기 게임의 수학적 분석
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1)이 광 상 (한국교육과정평가원)✝

유 기 종 (안법고등학교)

본 연구는 사다리타기 게임을 중학교 수학에서 함수의 도입과 고등학교에서의 합성함수의 도입을 위한 소재로서의

가능성을 탐색하고 있다. 사다리타기 게임에 사용되는 사다리그림은 일대일대응이 되므로 집합을 도입하지 않고도

직관적으로 쉽게 함수의 개념을 도입할 수 있다. 또한 하나의 가로선을 갖는 사다리그림은 일대일대응이므로 개의

가로선을 갖는 사다리그림은 개의 일대일대응의 합성함수를 결정함을 알 수 있다. 본 연구에서는 일대일대응에 대

한 기본적인 몇 가지 사실에 대하여 사다리그림을 이용하여 수학적으로 증명하였고, 중학교에서의 함수와 고등학교

에서 합성함수를 사다리타기 게임으로 도입할 수 있음을 제시하였다. 일대일대응에 대한 사다리그림은 학생들의 흥

미와 집중을 유도할 수 있을 뿐만 아니라 함수의 개념을 직관적으로 쉽게 이해하게 하는 좋은 소재로 활용할 수 있

다.

Ⅰ. 서 론

교육과학기술부(2012)에서는 2012년 1월에 현재의 입시 대비 변별력 확보를 위해 수학교육을 미래 대비 사고

력과 창의력을 키우는 수학교육으로 개선하고, 수학에 흥미와 긍정적 인식을 높이기 위하여 「수학교육 선진화

방안」을 발표하였다. 교육과학기술부에서는 이 방안의 수립 배경을 다음과 같이 크게 세 가지로 제시하였다. 첫

째, 수업 및 평가가 수학 지식의 암기 및 문제풀이 위주로 이루어져 창의적 인재를 육성하는데 한계가 있다. 둘

째, 다양하고 실질적인 수학교육에 대한 관심과 투자가 부족하다. 셋째, 학업 성취도는 높지만, 수학 공부를 왜

해야 하는지에 대한 학습 동기는 낮은 수준이다.

이에 교육과학기술부는 학교 수학교육을 수학 교육과정에 부합하는 방향으로 내실화하고, 수학에 대한 인식

개선 및 자기주도 학습 동기 부여가 필요하다는 인식하에 2009 교육과정 개정에 발맞추어 교실, 교과서 및 수

업・평가 등 수학교육을 개선하기 위한 대책을 제시하였다. 이 대책의 기본방향은 크게 세 가지로 ‘생각하는 힘
을 키우는 수학’, ‘쉽게 이해하고 재미있게 배우는 수학’, ‘더불어 함께하는 수학’의 구현이다. 세 가지 가운데 ‘쉽

게 이해하고 재미있게 배우는 수학’에는 실생활 연계, 스토리텔링(Story-telling), 수준별 맞춤형 등 다양한 교수

학습방법을 통해 수학에 대한 관심과 흥미, 긍정적 인식을 높임으로써 자발적인 학습을 촉진하기 위한 계획이

포함되어 있다. 이 계획을 성공으로 이끌기 위해서는 쉽고 재미있게 배우는 수학 교과서의 제작이 필요하다. 교

육과학기술부에서는 이러한 교과서를 제작하기 위하여 “요약된 설명과 공식, 문제 위주로 구성되어 있는 기존
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교과서에 수학적 의미, 역사적 맥락 및 실생활 사례 등을 Story-telling 방식을 통해 유기적으로 연계하여 수학

에 대한 이해와 흥미를 높인다(p.7).”고 하고 있다.

스토리텔링에 대한 연구는 초등학교(권혁일, 2008과 오영범, 박상섭, 2010), 고등학교(백조현, 박수홍, 강문숙,

2010), 대학교(곽경숙, 2011)의 연구결과를 참고할 수 있다. 아울러 박교식(2012)은 교육과학기술부에서 발표한

「수학교육 선진화 방안」에서 예로든 지수용육도와 지수귀문도가 스토리텔링 방식 적용의 소재로 적합한지 연

구하였다.

박교식(2012)은 수학교육 분야에 스토리텔링 방식을 도입하는 것은 새롭다고 할 수 있지만 교육과학기술부의

이와 같은 선언적 발표만으로는 스토리텔링의 의미가 확연히 드러나지 않는다고 하였다. 이는 수학교육 분야에

서 스토리텔링과 관련된 선행연구가 많지 않기 때문이다. 스토리텔링에 대한 이해의 부족에도 불구하고 권기석

(2012)은 스토리텔링을 도입하면 수학이 재미있어진다고 주장하고 있다. 전반적인 학교수업에 스토리텔링을 도

입하는 것에 대한 논문은 몇 편 있으나 수학교육만을 전문적으로 다룬 스토리텔링에 관련된 논문은 많지 않은

편이다. 이에 대해서는 박교식(2012)도 같은 주장을 하고 있다. 따라서 교육과학기술부에서 발표한 「수학교육

선진화 방안」이 성공적으로 이루어지기 위해서 뿐만 아니라 수학교육의 발전을 위해서도 스토리텔링을 주제로

한 수학교육과 스토리텔링 수업에 사용될 제재(題材)에 대한 연구의 필요성이 제기되고 있다.

교육과학기술부에서는 스토리텔링의 구조로 수학사 탐구형, 실생활 연계형, 혼합형의 세 가지를 제시하면서,

그 각각의 내용을 간략히 예시하고 있다. 한편, 권오남(2012)은 수학 교사의 스토리텔링 교과서에 대한 이해를

연구하며 교육과학기술부가 제시하였던 세 가지 구조를 확장・수정하여 수학사 탐구형, 실생활 연계형, 학문 융
합형, 의사 결정형, 도구 활용형의 다섯 가지를 제시하였다. 아울러 그가 제시한 다섯 가지 유형은 소재를 기반

으로 구분한 것이므로 스토리텔링 구성 방식에 대한 연구가 더 필요할 것으로 판단된다.

2009 개정교육과정은 학습량 경감과 학년군제의 도입 등 2007 개정교육과정과 구별되는 뚜렷한 몇 가지 차이

가 있다. 이런 차이점 가운데 특히 2007개정교육과정의 중학교 1학년에서 다루어지고 있던 집합이 2009개정교육

과정에서는 고등학교 수학II에서 다루도록 개정되었다. 이에 따라 중학교에서 처음 도입되는 함수는 기존의 집합

을 이용한 정의역과 공역, 치역을 다룰 수 없게 되었다. 즉, 2009 개정교육과정의 중학교 1～3학년군에서 함수의

개념은 다양한 상황에서 한 양이 변함에 따라 다른 양이 하나씩 정해지는 두 양 사이의 대응 관계를 이용하여

도입하고 있다(교육과학기술부, 2011). 이것은 19세기 코시(A. L. Cauchy, 1789～1857)가 함수의 정의를 두 변수

사이의 관계(대응)으로 규정한 것을 디리클레(P. G. L, Dirichlet, 1805～1859)가 계승하여 의 각 값에 의 대응

으로 보는 함수의 개념을 확립한 것을 따르고 있다(김용운, 김용국, 1994).

2009 개정교육과정에 의하면 중학교에서 처음 도입되는 함수의 학습내용 성취 기준은 “다양한 상황을 표와

식으로 나타내고, 함수의 개념을 이해한다.”고 되어 있다. 또 교수 학습 상의 유의점에 “함수를 도입할 때 정비

례와 반비례 이외의 상황을 다룰 수 있다. 함수의 개념은 다양한 상황에서 한 양이 변함에 따라 다른 양이 하나

씩 정해지는 두 양 사이의 대응 관계를 이용하여 도입한다.”고 제시하였다. 또한 고등학교 수학II에서 다루는 함

수의 학습내용 성취 기준에서는 “함수의 뜻을 알고 그 그래프를 이해한다. 함수의 합성을 이해하고 합성함수를

구할 수 있다. 역함수의 뜻을 알고, 주어진 함수의 역함수를 구할 수 있다.”고 되어 있다.

이에 사다리타기 게임의 수학적 분석 내용을 근거로 중학교에서의 대응을 이용한 함수개념의 도입, 고등학교

에서의 집합을 이용한 함수의 도입에 활용하는 것은 의미가 있다고 할 수 있다. 또한 사다리타기 게임은 이러한

함수 개념의 이해와 더불어 역함수와 합성함수의 개념을 효과적으로 지도하는 데에도 중요한 역할을 할 것으로

판단된다. 사실 사다리타기 게임은 일찍부터 함수를 설명하는데 사용되어져 왔다. 그러나 사다리타기 게임의 수

학적 이론의 배경이 제시되지 않았기 때문에 단순히 흥미를 끄는 정도에 그쳤었다. 본 연구에서는 사다리타기

게임에 사용되는 사다리그림을 수학적으로 분석하여 이런 맹점을 극복하고자 하였다. 즉, 사다리타기 게임에 대

한 수학적 근거가 확실하고 충분히 제시되었기 때문에 사다리타기 게임을 함수 도입을 위한 스토리텔링의 제재
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로 활용할 수 있다.

본 연구에서는 집합을 이용하지 않고 함수를 도입해야 하는 중학교 수업현장에서 함수를 쉽고 흥미롭게 도입

할 수 있으며, 권오남(2012)이 제시한 실생활 연계형, 도구 활용형 스토리텔링의 제재로 활용할 수 있는 사다리

타기 게임을 소개한다. 이를 위하여 사다리타기 게임을 하는 방법을 소개하고, 사다리타기 게임에 사용되는 사다

리그림이 일대일대응이라는 것을 수학적으로 증명하고, 중학교에서의 함수 도입과 고등학교에서의 합성함수의

도입에 활용할 수 있는 스토리텔링을 제시하였다. 사다리타기 게임이 2009 개정교육과정의 중학교에서 함수의

도입뿐만 아니라 고등학교 수학II에서 다루게 될 함수의 합성과 역함수까지도 직관적으로 도입할 수 있는 좋은

소재라는 것을 제안하고자 한다.

Ⅱ. 사다리타기 게임의 수학적 분석

본 연구를 진행하기 위하여 필요한 사다리타기 게임을 간단히 알아보자. 우리가 흔히 하는 게임인 사다리타

기 게임의 기원은 확실하지 않지만 남녀노소 누구나가 즐길 수 있는 쉽고 간단한 게임이다. 예를 들어 이 게임

은 여러 사람들이 모여 점심이나 저녁 메뉴를 정할 때라든지, 어떤 게임이나 운동경기에서 같은 팀을 정할 때

사용된다. 특히 Lange와 Miller(1992)는 사다리타기 게임을 ‘Random Ladder Game’이라고 부르며 Markov

chain 모델을 제시하기도 하였다. 한편 Culin(1958)은 사다리타기 게임 말고도 우리나라에서 전해지고 있는 여러

가지 고전적인 게임을 소개하고 있다. 따라서 사다리타기 게임은 우리나라뿐만 아니라 다른 나라에도 알려진 게

임임을 짐작할 수 있다.

사다리타기 게임의 원리는 다음과 같다. 먼저 <그림 II-1>과 같이 윗부분에서 아랫부분으로 서로 만나지 않

도록 그리는 길이가 같은 선분을 세로선이라고 하고 세로선의 위와 아래에 각각 이름을 부여한다.

A B C D

E F G H

<그림 II-1>

두 번째로 인접한 두 세로선 사이에 가로로 그린 선분을 가로선이라고 하자. 이때 가로선은 인접한 두 세로

선 사이에만 그릴 수 있고, 세로선을 지나가게 그릴 수 없다. 따라서 <그림 II-1>에 그려진 인접한 세로선 사이

에 몇 개의 가로선을 그려 넣는다. 이때 인접한 세로선 사이에 그리는 가로선은 어떤 가로선도 같은 높이를 갖

지 않게 그린다. ‘같은 높이를 갖는다.’는 것은 세로선 사이에 같은 높이의 위치에서 각각 오른쪽과 왼쪽으로 가

로선을 그린다는 것이다. <그림 II-2>의 그림 을 살펴보자. 세로선 AE와 BF 사이에 그려진 가로선은 세로선

BF와 CG 사이에 그려진 가로선과 같은 높이에 있지 않다. 그러나 세로선 BF와 CG 사이에 그려진 가로선은 세

로선 CG와 DH 사이에 그려진 가로선과 같은 높이를 갖는다. 한편 <그림 II-2>의 그림 에는 세 개의 가로선

이 그려져 있지만 같은 높이를 갖지 않는다. 세로선 CG와 세로선 DH 사이에 가로선을 그릴 때 세로선 AE와

세로선 BF 사이에 그려진 가로선과 높이가 같지 않게 그렸다. 점선은 이들 가로선이 같은 높이에 있지 않음을

보여주기 위해 그린 것이다. 이와 같은 방법으로 완성한 과 같은 그림을 ‘사다리그림(Ladder Diagram)’이라고
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한다. 한편, 그림 L은 같은 높이를 가지므로 사다리그림이 아니다.

A B C D

E F G H



A B C D

E F G H



<그림 II-2>

본 연구에서 다루게 될 사다리그림은 일대일대응을 결정한다. 그리고 일대일대응은 함수의 뜻을 이해하는데

중요할 뿐만 아니라 함수의 합성과 역함수의 뜻을 이해하는데도 반드시 필요하다. 따라서 사다리타기 게임에 사

용되는 사다리그림이 일대일대응을 결정하고 일대일대응의 기본적인 성질을 설명하는데 유용하게 사용된다면

중학교와 고등학교에서도 함수를 도입하는데 이론적 배경을 제공할 뿐만 아니라 함수의 합성과 역함수를 이해

하는데 흥미로운 제재로 활용될 수 있다.

사실 중학교나 고등학교 수업현장에서 함수를 설명하기 위하여 사다리타기 게임을 이용하는 사례는 종종 있

었다. 그러나 사다리타기 게임에 사용되는 그림이 정확하게 함수인지 아닌지 또 그 성질은 어떠한지에 대한 논

의 없이 사용되어 왔다. 실제로 김현옥(1990)은 사다리타기 게임을 순열로 나타내는 연구를 하였고, 전승미

(2008), 주수아(2003) 등은 함수와 게임을 연구하며 사다리타기 게임을 소개하였지만 이는 단순히 사다리타기 게

임만을 소개하고 그에 대응하는 치환을 제시한 것에 불과하다. 결국 현재까지 우리나라에서 사다리타기 게임이

수학적으로 엄밀히 분석된 연구는 전무한 실정이다.

따라서 본 장에서는 이런 문제점들을 해결하여 사다리타기 게임을 수학적으로 도입하고 그 성질을 밝힐 것이

다. 이는 중학교와 고등학교에서 함수, 합성함수, 역함수를 도입할 때 사용하는 사다리타기 게임이 수학적으로

의미가 있다는 확실한 이론적 배경을 제공하기 위한 것이다. 이를 통하여 사다리다기 게임을 함수를 도입하기

위한 스토리텔링의 제재로 삼을 수 있게 하려는 것이다. 이제 사다리타기 게임을 수학적으로 분석해 보자.

정리 1 사다리그림은 일대일대응을 결정한다.

사다리그림의 윗부분과 아랫부분에 각각 왼쪽에서부터 오른쪽으로 차례로   ⋯ 을 써 넣은 사다리그림

을 생각하면 사다리그림 은 치환

    ⋯ →   ⋯ 

을 결정한다. 특히 가로선이 하나도 없는 사다리그림은 항등함수이고 번째와 번째 세로선을 연결하는

가로선 단 하나만 있는 사다리그림은 나머지는 모두 자신을 자신으로 보내고 와 만 바꾸는 일대일대응,

즉 호환(transposition)을 결정한다. 따라서 임의의 사다리그림은 이러한 호환들의 합성이므로 일대일대응이다.

집합   ⋯ 이고 은  위의 치환 전체의 집합이라고 하자. 그러면 ∈이 호환이란   

인 두 수  에 대하여      이고 ∉ 에 대하여   인 경우이다. 특히   이
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라면 는 연속된 호환(consecutive transposition)이라고 하자. 본 연구에서는 치환의 몇 가지 기본적인 성질을

사다리그림을 이용하여 밝힐 것이다. 이런 증명방법은 치환에 대한 기존의 증명방법과는 다른 새로운 방법이다.

예를 들어 Brualdi(1992)에서 볼 수 있는 의 모든 원소는 연속된 호환의 곱이라는 것을 사다리그림을 이용하

여 증명할 것이다. 사실 이것은 단 하나의 가로선을 가진 사다리그림은 연속된 호환을 결정하므로 ∈에 대
하여  인 사다리그림 이 존재한다는 것과 동치이다. 사다리그림에서 가 양의 정수이고  ≤ 이면

은 번째와 번째 세로선을 연결하는 가로선을 나타내기로 한다.

원소의 수가 같은 두 유한집합 , 에 대하여 은 집합 의 원소를 윗부분에 빠짐없이 배열하고 집합 

의 원소를 아랫부분에 빠짐없이 배열한 사다리그림이라고 하자. 이때 두 집합  의 원소들은 중복되지 않게

배열한다. 그러면 사다리그림 은 집합 에서 집합 로의 함수    →를 결정한다. 또 은 윗부분에는

사다리그림 에 배열했던 것과 같은 순서로 집합 의 원소를 배열하고 아랫부분에는 집합 와 같은 수의 원

소를 갖는 집합 의 원소를 배열한 사다리그림이라고 하자. 그리고 ⊙은 의 아랫부분에 의 윗부분을

일치시킨 사다리그림이라고 하자. 예를 들어 세 집합

             

에 대하여 사다리그림 과 을 <그림 Ⅱ-3>과 같이 정의하면2) ⊙은 <그림 Ⅱ-4>에서와 같은 사다리

그림이 된다.

1 2 3 4

5 6 7 8

1 2 3 4

5 6 7 8



5 6 7 8

9 10 11 12



<그림 Ⅱ-3>



1 2 3 4

5 6 7 8

1 2 3 4

5 6 7 8
5 6 7 8

9 10 11 12



⊙

1 2 3 41 2 3 4

9 10 11 12

<그림 Ⅱ-4>

2) 사다리그림 은 윗부분에 집합 의 원소 1, 2, 3, 4를 배열하고 아랫부분에 집합 의 원소 5, 6, 7, 8을 배열한 것이다.

마찬가지 방법으로 사다리그림 은 집합 의 원소와 집합 의 원소를 배열한다. 이때 집합   를 배열하는 방법
은 각각   가지씩 있다.
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정리 2 가 집합 에서 로의 일대일대응이라면  인 사다리그림이 존재한다.

 에 대한 수학적 귀납법으로 증명하자. 먼저    이면 분명하다.3)   인 일대일대응 에 대하

여  인 사다리그림 이 존재한다고 하자. 이제   인 일대일대응 에 대하여   이라 하고

은 1부터 번째까지는 가로선을 갖지 않는 세로선이고 번째부터 가로선이 위에서부터 아래로 다음과 같은

사다리그림이라고 하자.

  ⋯ 

 















⋯⋯

<그림 Ⅱ-5> 사다리그림 

 이라면   이고 ∘은 ∘  인 집합 에서 로의 일대일대응이다. 는

∘를 집합 ╲로 축소시켜서 얻어진 집합 ╲ 위의 치환이라고 하자.4) 그러면 \ 
이므로 수학적 귀납법에 의하여  ′ 인 사다리그림  ′이 존재한다. 이 사다리그림  ′의 오른쪽에 세로선
하나를 추가한 그림을  ″라 하면  ″ ∘이다. 이제   ″⊙라고 하면

  ″⊙  ″∘  ∘∘이다.

위의 정리는 가 집합 에서 로의 일대일대응이라면 는 호환의 곱이라는 것을 말해준다. 즉, 의 모든

원소는 연속된 호환의 곱으로 나타낼 수 있다. 가 개의 호환의 곱이거나 개의 호환의 곱이라면 와 은 동

질(parity)이라는 것을 의미한다. 여기서 동질이란 와 이 모두 홀수이거나 와 이 모두 짝수라는 의미이다.

이 사실을 사다리그림으로 표현해보자.

3) 집합 의 원소가 하나면 사다리그림에서 세로선도 하나이다.

4) ╲로 축소시켰다는 것은 집합 의 원소 은 생각하지 않는다는 의미이다. 따라서 원소의 수가 개에서 

개로 줄어들었다.
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먼저 가   에 대하여 와 가 바뀐 호환이라면 위에서부터 아래로 다음과 같은 가로선을 갖는 사다리그

림 에 대하여   이다.

 ⋯   ⋯ 

예를 들어 <그림 Ⅱ-6>은        인 경우이므로          이다.
1 2 3 4

1 3 42
<그림 Ⅱ-6>        인 경우의 사다리그림 

따라서   인 과       ⋯  에 대하여 이 과 이 교환된 호환일 때   ∘∘⋯∘

이면 사다리그림 ⊙⊙⋯⊙는 치환 를 결정하고

 
 



개의 가로선을 갖는다. 그런데 는 개의 홀수인 정수의 합이므로 와 동질이다.

즉, 가 개의 호환의 곱이거나 개의 호환의 곱이라면 와 은 동질이라는 것을 의미한다. 그리고 이에 대한

자세한 내용은 다음에 살펴볼 정리 4에서 보다 엄격하게 증명할 것이다.

사다리그림 에 대하여 를 를 결정하는 경로라고 하자. 예를 들어 <그림 II-6>에서 1의 경로 이

굵은 선으로 표시되어 있다. 두 경로  에 대하여 에도 포함되고 에도 포함되는 공통인 가로선의 개수

를  라 하자. 그러면 다음과 같은 정리가 성립한다.

정리 3 은 치환 를 결정하는 사다리그림이고 와 는   인 정수이다. 두 경로 와

에 대하여  는   이면 짝수이고,   이면 홀수이다.

사다리그림 위에서 두 물체 와 가 같은 시각에는 항상 같은 높이에 위치해 있으며 각각 경로 와 를

따라서 움직인다고 하자. 먼저 가 의 왼쪽에서 출발한다고 하자. 이 물체들은 항상 같은 높이를 갖기 때문

에 두 물체가 충돌하는 것은 왼쪽과 오른쪽에서 동시에 접근할 때이다. 그리고 충돌은 와 의 공통의 가로선

위에서만 일어나며, 공통인 가로선 각각에서 단 한 번씩만 충돌하게 된다. 따라서 와 의 공통인 가로선이

개라면 두 물체는 정확히 번 충돌한다. 만약   라면 물체 는 처음과 끝이 물체 의 왼쪽에서

일어나므로 는 짝수이다. 만약   라면 는 의 왼쪽에서 시작하여 오른쪽에서 끝난다. 따라서

  이면 는 홀수이다.
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주어진 사다리그림 의 윗부분부터 아랫부분까지 가로선을 각각   ⋯ 이라할 때, 
은 윗부분부

터 아랫부분까지 가로선이   ⋯  인 사다리그림이라고 하자. 그러면 

 은 치환 의 역치환이

다.

정리 4 치환 를 결정하는 두 사다리그림을  라 하자. 그러면 과 의 가로선

의 개수는 동질이다.

먼저 가 항등치환인 경우를 살펴보자. 은 를 결정하는 사다리그림이고,  는 ≤  ≤인 정수라

고 하자. 경로 는 사다리그림의 윗부분에 있는 에서 출발하여 사다리그림의 아랫부분에 있는 로 가고, 경로

는 사다리그림의 윗부분에 있는 에서 출발하여 아랫부분에 있는 로 가므로 정리 3에 의하여  는 짝

수이다. 따라서 
  

 는 짝수이다. 이 일대일대응이라는 것은 사다리그림의 각각의 가로선은 정확히 두

경로에 포함된다는 것을 의미한다. 만약 경로   가 모두 개의 공통인 가로선을 갖는다면 이들 가운데

두 경로는 이 가로선에서 일치되게 되므로 사다리그림 아랫부분의 같은 위치에서 끝나게 된다. 따라서


  

 는 의 가로선의 개수와 같게 되므로 은 짝수개의 가로선을 갖는다.

이제 보다 일반적인 경우를 증명하자. 를 임의의 치환이라고 하고,  는 를 결정하는 사다리그림이라

고 하자. 그러면 
⊙은 항등치환을 결정하는 사다리그림이다. 따라서 앞의 증명에서와 같이 

⊙은

짝수개의 가로선을 갖는다. 그런데 
⊙의 가로선의 개수는 두 사다리그림 과 의 가로선의 개수의 합

이므로 과 는 모두 짝수이거나 모두 홀수이다. 즉, 과 는 동질이다.

따라서 정리가 성립함을 알 수 있다.

Ⅲ. 사다리타기 게임을 이용한 함수 지도

가. 중학교에서의 함수 도입

중학교에서의 사다리타기 게임을 통한 함수 교수·학습은 교육과학기술부와 권오남(2012)이 제시한 다섯 가지

스토리텔링 유형 중에 실생활 연계형5)으로 활용할 수 있다. 사다리타기 게임의 진행 방법을 예를 들면 다음과

같다. 네 명이 점심으로 불고기, 갈비, 파전을 먹기로 하였다. 그런데 네 명은 흥미로운 방법으로 점심메뉴로 정

한 음식의 값을 치르기로 했다.

네 명이 세 가지 음식을 선택했으므로 세 명은 각각 한 가지씩의 음식 값을 내고, 나머지 한 명은 공짜로 점

심을 먹기로 하였다. 그들은 공짜로 점심을 먹을 한 명을 정하기 위하여 다음과 같은 그림을 그렸다.

5) 권오남(2012)는 ‘실생활연계형’은 수학적 개념과 원리를 함축하고 학생들의 실생활과 연관성이 있는 상황을 이야기의 제재

로 관련된 개념과 원리를 탐구하고 수학적 지식을 구성할 수 있는 맥락을 제공하는 유형으로 분류했다. 이에 사다리타기

게임은 학생들과 관련 있는 실생활을 소재로 활용할 수 있는 도구라는 점에서 ‘실생활연계형’으로 분류했다.
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A B C D

불고기 갈비 파전공짜

<그림 Ⅲ-1>

먼저 <그림 Ⅲ-1>에서와 같이 첫 번째 사람이 네 명이 선택할 수 있도록 종이의 윗부분에 차례로 A, B, C,

D를 쓰고, 그 아랫부분에 어느 정도 공간을 두고 ‘공짜’와 세 가지 음식의 이름을 적었다. 그리고 A는 불고기, B

는 공짜, C는 갈비, D는 파전과 각각 세로선으로 연결하였다. 그런 다음 <그림 Ⅲ-1>에 그려진 인접한 세로선

사이에 몇 개의 가로선을 그려 넣었다. 예를 들어 <그림 Ⅲ-2>는 그렇게 완성한 사다리그림이다.

A B C D

불고기 갈비 파전공짜

<그림 Ⅲ-2>

<그림 Ⅲ-2>와 같은 사다리그림이 완성되면 밑에 적힌 음식이름을 가리고 네 사람은 한 사람씩 사다리그림

윗부분에 적혀있는 A, B, C, D 가운데 각각 한 가지를 선택한다. 모든 사람이 선택을 완료했다면 각 사람은 자

신이 선택한 A, B, C, D에서 세로선을 따라 아랫부분으로 이동한다. 세로선을 따라 아랫부분으로 이동하다가 인

접한 세로선과 연결된 가로선을 만나면 그 가로선을 따라서 인접한 세로선으로 이동한다. 다시 세로선을 따라

아랫부분으로 이동하다가 인접한 세로선과 연결된 가로선을 만나면 인접한 세로선으로 이동한다. 이와 같은 과

정을 계속하면 음식이름이 써진 아랫부분에 도착하게 된다. 예를 들어 다음 <그림 Ⅲ-2>에서 보듯이 A를 선택

한 사람은 사다리그림의 윗부분에 있는 A에서 출발하여 세로선과 가로선을 따라 아랫부분으로 내려오면 ‘공짜’

에 도착하게 된다. 따라서 이 사람은 점심을 ‘공짜’로 먹을 수 있게 되고, 마찬가지 방법으로 B를 선택한 사람은

불고기, C를 선택한 사람은 갈비, D를 선택한 사람은 파전을 사게 된다.
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A B C D

불고기 갈비 파전공짜

<그림 Ⅲ-3>

<그림 Ⅲ-3>과 같이 사다리타기 게임에서 A, B, C, D가 정해지면 이에 따라 음식의 종류도 단 하나로 정해

지므로 ‘음식’은 ‘A, B, C, D’의 함수6)라고 할 수 있다. 그리고 사다리타기 게임에서 사다리그림의 윗부분과 아랫

부분에 각각 써 넣는 A, B, C, D와 불고기, 공짜, 갈비, 파전은 굳이 집합으로 표현하지 않아도 되므로 사다리타

기 게임을 이용하면 집합을 도입하지 않고도 함수를 정의할 수 있다. 또 학생들이 쉽게 이해할 수 있고, 게임을

즉석에서 만들어 활동할 수 있는 흥미로운 소재이므로 신교육과정에서 제시한대로 함수를 직관적으로 도입하는

데 사다리타기 게임은 적절히 활용될 수 있다.

위와 같은 사다리타기 게임을 통해 함수의 개념을 이해한 후, 학생 스스로 또는 협력학습을 통해 사다리 그

림을 자유롭게 그리게 한 다음 대응관계를 탐구하는 활동이 이어진다면 학생들은 함수의 개념을 구조적으로 이

해할 수 있을 것이다. 또한 함수의 개념 정립을 위한 활동이 끝난 후에, <표 Ⅲ-1>과 같이 사다리 그림에서 가

로선의 역할에 대한 탐구활동을 하는 것은 학생들의 귀납과 유추 같은 수학적 능력을 신장하는 데 도움을 줄

수 있다. 이러한 탐구활동은 단계별로 학생들이 어려워 할 수 있는 내용도 있기 때문에 개별적인 활동보다는 협

력학습으로 진행하는 것이 더욱 효과적이라고 할 수 있다.

<표 Ⅲ-1> 사다리타기 게임의 중학교 수학적 탐구 활동 예시

단계 탐구 활동

0
개의 세로 선을 그린 후 세로선의 윗부분에 부터 까지 대응을 시키고, 세로선의 아랫부

분에 같은 순서대로 부터 까지 대응시키는 사다리그림을 그린다.

1 위 사다리그림에서 대응되는 수의 관계를 말하시오.

2
인접한 두 세로선을 잇는 개의 가로선을 그리고, 그 가로선의 역할을 대응되는 수의 관계를

이용하여 말하시오.

3
인접한 두 세로선을 잇는 개의 가로선을 그리고, 사다리그림에서 대응되는 수의 관계를 말하

시오.

4 단계 3에서 그린 사다리그림의 대응관계와 같은 사다리그림을 그려보시오.

5
개의 세로선과 개의 가로선으로 이루어진 사다리 그림에서 대응되는 수를 찾는 방법으로

어떤 것이 있는 지 말하시오.

6) 중학교 수학에서는 보통 두 변수  에 대하여 의 값이 정해지면 의 값도 단 하나로 정해지는 관계가 있을 때, 는

의 함수라고 정의한다. 이와 같은 관점에서도 사다리타기 게임은 함수임을 직관적으로 알 수 있다.
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나. 고등학교에서 합성함수와 역함수 지도

고등학교에서의 사다리타기 게임을 통한 합성함수 교수·학습은 권오남(2012)이 제시한 다섯 가지 스토리텔링

유형 중에 도구 활용형7)으로 활용할 수 있다. 중학교에서는 집합을 이용해 함수를 도입할 수 없지만 고등학교의

경우에는 집합을 이용해 함수를 도입할 수 있기 때문에 중학교 스토리텔링 사례를 적절하게 활용하면, 학생들은

고등학교에서의 함수의 개념을 효과적으로 지도할 수 있다. 또한 사다리 그림은 일대일대응이기 때문에 학생들

은 사다리타기 게임을 활용해 역함수의 개념도 효과적으로 학습할 수 있다. 이에 본 절에서는 학생들이 사다리

타기 게임을 활용해 합성함수의 개념과 성질을 효과적으로 학습할 수 있는 스토리텔링을 제시하고자 한다.

앞에서 우리는 두 개의 사다리그림을 붙여서 하나의 새로운 사다리그림을 만들었었다. 즉, 함수 과 을

각각 사다리그림 과 에 의하여 결정되는 함수라고 하면

⊙ ∘   → 

임을 알 수 있다. 따라서 사다리그림 ⊙은 두 함수 과 의 합성함수 ∘를 결정한다.

한편 가로선이 하나도 없는 사다리그림은 항등함수를 결정한다. 또 가로선이 하나인 사다리그림은 가로선이

접해 있는 인접한 세로선의 두 성분만을 바꾸는 것과 같으므로 일대일대응을 결정한다. 따라서 <그림 Ⅲ-4>과

같이 개의 가로선을 가지는 사다리그림은 개의 일대일대응의 합성함수를 결정한다.

1 2 3 41 2 3 4

9 10 11 12







⋮⋮⋮⋮

<그림 Ⅲ-4>

중학교 경우와 마찬가지로 고등학교에도 사다리 그림과 합성함수의 관계를 효과적으로 이해했다면 학생 스스

로 또는 협력학습을 통해 사다리그림을 자유롭게 그리게 한 다음 사다리 그림과 합성함수의 관계를 탐구하는

활동이 이어져야 할 것이다. 또한 스토리텔링 활동이 끝난 후에 <표 Ⅲ-2>와 같이 사다리타기 게임에 대한 탐

구 활동은 사다리타기 게임에서 다양한 수학적인 내용을 발견하게 할 것이다. 이러한 탐구 활동은 단계별로 학

생들이 어려워 할 수 있는 활동도 있기 때문에 개별적인 활동보다는 협력학습으로 진행하는 것이 더욱 효과적

이라고 할 수 있다.

7) 권오남(2012)는 ‘도구활용형’은 다양한 공학적 도구를 포함하여 수학적 개념을 함축하고 있는 게임 등을 과제의 소재로 도

입하여 수학적 원리 및 개념을 탐구할 수 있는 맥락으로 활용하는 모델로 분류했다. 하지만 본 연구에서는 공학적 도구를

사용하지는 않지만 사다리타기 게임이 다양한 수학적인 개념을 내포하고 있다는 점에서 ‘도구활용형’으로 분류했다.
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<표 Ⅲ-2> 사다리타기 게임의 고등학교 수학적 탐구 활동 예시

단계 탐구 활동

0
개의 세로 선을 그린 후 세로선의 윗부분에 부터 까지 대응을 시키고, 세로선의 아래 부

분에 같은 순서대로 부터 까지 대응시키는 사다리그림을 그린다.

1
인접한 두 세로선을 잇는 개의 가로선을 그리고, 그 가로선의 역할을 대응되는 수의 관계를

이용하여 말하시오.

2
인접한 두 세로선을 잇는 개의 가로선을 그리고, 사다리그림에서 대응되는 수의 관계를 말하

고, 그 대응관계와 같으면서 가로선의 개수가 더 적은 사다리 그림을 그려보시오.

3
사다리타기 게임에서 세로선 위의 숫자와 아래 숫자가 항상 하나씩 대응되는지 확인하고 그

이유를 말하시오.

4

사다리그림에서 세로선 위의 숫자 에 대응되는 세로선 아래 숫자를 라 할 때, 다음 조

건을 만족시키는 사다리 그림을 그리고, 서로 비교해보시오.

  ,   ,    ,   

5

다음 사다리그림에서 은 에 대응된다. 이때 은 이 세로선과 가로선을 따라 으로 결정

되도록 움직이는 의 경로라 하고, 두 경로  에 대하여 에도 포함되고 에도 포함되

는 공통인 가로선의 개수를  라 하자. 다음 사다리그림에서  의 값을 각각 구하시

오.

1 2 3 4

  5 7  8 6

6 각자 사다리그림을 그리고  의 값을 구하고 그 값의 규칙성에 대해 말하시오.

7  의 값을 와 의 값과 관계를 찾아보시오.

8
사다리그림을 그리고 세로선 아랫부분에 대응되는 세로선 위부분의 수를 찾는 방법에 대해 말

하시오.

이상에서 알아본 바와 같이 사다리타기 게임은 ‘생각하는 힘을 키우는 수학’, ‘쉽게 이해하고 재미있게 배울

수 있는 수학’, ‘더불어 함께하는 수학’을 구현할 수 있는 중요한 소재라는 것을 파악할 수 있고, 이러한 사다리

타기 게임의 탐구는 교육과학기술부의 「수학교육 선진화 방안」에서 제시된 대책의 기본방향에도 부합된다고

볼 수 있다.
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Ⅳ. 결론 및 논의

2009 개정교육과정의 중학교과정에서 함수는 집합을 이용하여 정의하지 않고, 두 변수  에 대하여 의

값이 정해지면 의 값도 단 하나로 정해지는 관계라고 정의하고 있다. 그러나 고등학교과정의 수학II에서는 집

합을 배운 이후에 함수를 도입하고, 함수의 합성과 역함수까지 다룬다. 앞에서 설명한 것과 같은 사다리타기 게

임의 성질 때문에 이 게임을 이용하면 집합의 개념을 이용하지 않고도 함수를 도입할 수 있고, 또 합성함수와

역함수도 흥미롭게 도입할 수 있다.

일반적으로 두 함수    →     → 가 주어졌을 때, 집합 의 각 원소 에 대하여 에 의한 함

수값 는 의 정의역 의 원소이고, 이 의 에 의한 함수값 는 집합 의 원소이다. 이때,

를 정의역, 를 공역으로 하고, 집합 의 각 원소 의 함수값이 집합 의 원소 가 되는 새로운 함

수를 얻을 수 있다. 이 함수를 와 의 합성함수라 하고, 기호 ∘ 또는   로 나타낸다. 이와 같

이 함수의 합성은 수학적으로 엄밀하게 정의하는 것이 필요하지만 이런 수학적 정의는 학생들이 함수의 합성을

직관적으로 받아들이고 이해하기 쉽지 않다. 또 함수 의 역함수 의 경우도 마찬가지이다.

오늘날 추상적이고 현대적인 함수의 개념은 오랜 역사 발생적 과정을 거쳐 수학화 되어 오는 동안에 원래의

함수적 사고에서 중요시된 여러 측면이 함축되고 추상화, 형식화된 것이다. 고전적 의미의 함수가 역동적이고 변

화 현상과의 관련성을 강조한 반면, 현대적 의미의 함수는 정적이고 추상적이다. 이 때문에 학생들은 함수가 지

닌 구체적인 의미를 이해하기 어려워한다.

함수를 지도함에 있어서 중요한 것은 학생들로 하여금 변화의 관계로서 진정한 함수의 개념을 파악하도록 하

는 것이다. 나아가 형식화, 추상화 등 수학화의 과정을 경험하게 하여야 한다. 학생들에게 자연과 사회에서 경험

하는 온도, 가격의 변화 등 다양한 현상의 함수 관계에 대해 구체적인 예를 찾아 제시하고, 생활 속에서 함수적

인 요소를 찾아 두 변량 사이의 관계로 관찰하는 것을 통하여 함수 개념의 본질이 형성되고 함수적 사고가 발

달할 수 있도록 지도해야 한다.

이에 본 연구에서는 함수와 관련된 실생활 연계형, 도구 활용형 스토리텔링 소재로 사다리타기 게임의 예를

들어 그 가능성을 탐색하였다. 수학 수업에서 사용되는 소재는 수학적으로 의미 있고 중요한 것을 찾아내어 학

습자들이 탐구할 수 있도록 가능하게 하는 내용을 찾는 것이 선행되어야 한다고 보고 사다리타기 게임을 수학

적으로 분석했다. 그 결과 사다리타기 게임이 수학교육에 주는 시사점을 다음과 같이 네 가지로 요약할 수 있다.

첫째, 사다리타기 게임은 변수 에 단 하나의 변수 가 대응되는 일대일대응이라는 것이다. 둘째, 사다리그

림을 두 개 이상 겹쳐 놓음으로써 새로운 사다리그림을 얻을 수 있으며, 이것은 함수의 합성과 같다는 것이다.

셋째, 일대일대응 를 결정하는 사다리그림을 거꾸로 하면 바로 를 확인할 수 있다는 것이다. 넷째, 하나의

일대일대응을 결정하는 사다리그림은 많지만 그들은 모두 동질이라는 것이다.

사다리타기 게임은 함수를 설명할 수 있을 뿐만 아니라 게임을 통하여 학생들을 수업에 몰입시킬 수도 있다.

그러나 사다리타기 게임을 활용하여 보다 흥미로운 수업을 진행하려면 이 게임에 대하여 더 많은 연구가 필요

하다. 이를 테면 다음과 같은 문제를 더 생각함으로써 학생들의 흥미와 수학적 아이디어를 이끌어낼 수 있을 것

이다.

① 주어진 사다리그림으로부터 어떻게 하면 빨리 함수의 규칙을 찾을 수 있을까?

② 일대일대응을 결정하는 주어진 사다리그림 의 가로선의 개수가 최소인가?

③ 일대일대응 가 주어졌을 때, 를 결정하며 서로 다른 사다리그림은 몇 개인가?

스토리텔링이 가능하기 위해서는 먼저 스토리를 전개하는 것을 가능하게 해 주는 이야기와 학생들이 흥미를



이 광 연․이 광 상․유 기 종280

갖고 적극적으로 참여할 수 있는 수학적 내용을 함께 갖춘 소재를 찾는 것이 선행되어야 한다. 그런 소재가 단

순한 흥밋거리를 넘어 학생들에게 수학의 진면목을 드러낼 수 있는 것이기 위해서는 학생들이 그것을 탐구하는

것이 가능해야 한다. 사다리타기 게임은 규칙이 매우 간단하고 학급 친구들과도 손쉽게 할 수 있는 게임이다. 또

한 본 연구에서 중학교의 함수 도입과 고등학교의 합성함수의 도입에서 제시한 바와 같이 수학적으로도 매우

풍부한 내용을 함유하고 있다는 점에서 기본적으로 스토리로 전개될 수 있는 가능성을 갖추고 있다.

본 연구에서 보았듯이 탐구의 대상이 된다는 점에서 사다리타기 게임은 스토리텔링을 위한 소재가 될 수 있

다. 따라서 집합을 이용하지 않고 함수를 도입하기 위하여 사다리타기 게임을 활용한 스토리텔링 방식의 다양한

수업모델에 대한 연구가 더 진행되어야 할 것으로 생각된다.
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In this paper, we explore the possibility that ladder diagram games can be used for the introduction of the function 
and composite function. A ladder diagram with at most one rung is a bijection. Thus a ladder diagram with  rungs 
is the composition of  one-to-one correspondence. In this paper, we use ladder diagrams to give simple proofs of 
some fundamental facts about one-to-one correspondence. Also, we suggest Story-telling for introduction of function in 
middle school and high school. The ladder diagram approach to one-to-one correspondence not only grabs our students’ 
attention, but also facilitates their understanding of the concept of functions.
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