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1. 서  론

선박유체역학에서는 주로 비압축성 오일러 방정식(Euler 

equations)과 나비아-스토크스 방정식(Navier-Stokes equations)의 

근사해를 압력 기반(pressure-based)의 방식 혹은 밀도 기반 

(density-based)의 수치적 기법을 이용해 구해 왔다. 비압축성 

유동에 적합한 압력 기반 기법에서는 주로 엇갈린 격자

(staggered grid)에서 압력을 속도와 분리된 형태로 처리하는 

압력 수정법(pressure correction method)을 이용한다. 밀도 기반

의 방법에서는 hyperbolic 지배방정식을 풀 때 속도와 압력이 

결합된 형태로 시간 진행을 하며, 일반적으로 압축성 유동 계

산에 적합한 것으로 알려져 있다. 최근에는 선박유체역학분야

의 주된 관심사는 선박 주변의 비압축성 유동뿐만 아니라 

slamming이나 cavitation과 같은 압축성 효과의 개입이 필수적

인 문제가 대두 되고 있다[1]. 그러나 압축성 Navier-Stokes방

정식을 이용하여 낮은 마하수(Mach number) 유동을 해석할 

경우 음속과 유속의 큰 괴리로 인하여 효율적인 해석이 되지 

않는 것으로 알려져 있다. 이를 극복하기 위해 시간 미분항

(time-derivative)의 예조건화 기법(preconditioning techniques)이 

발달되었고 낮은 마하수의 비압축성 유동해석에 사용된다[2]. 

전산유동해석에 가장 단순한 격자는 단일 블록으로 된 정

렬격자(structured mesh)라고 할 수 있으나, 정렬 격자는 일정

한 패턴이 있기 때문에 복잡한 계산영역을 용이하게 이산화 

하는데 어려움이 있다. 최근 조선분야에서 요구되는 에너지 

절감을 위해 선체에 부착되는 여러 부가물과 같은 복잡한 물

체의 해석에 정렬격자를 사용하고자 한다면 격자의 구성에 

많은 어려움을 겪는다. 이에 반해 비정렬격자(unstructured 

mesh)[3]를 이용한다면 복잡한 형상의 물체 주변에도 손쉽게 

격자를 생성할 수 있고, 적절하게 수정을 할 경우 해의 정확

도와 계산의 효율 또한 좋게 할 수 있기에 매력적이라고 할 

수 있다.

이 논문에서는 위와 같은 이유로 압축성 나비아-스토크스 

방정식에 예조건화 기법을 적용하여 비압축성 유동을 해석을 

해보고자 한다. 고전적인 문제인 2차원 driven-cavity 문제를 

비정렬 격자와 위에서 언급한 방법을 적용하여 타당성을 검

증하고자 한다.
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2. 지배 방정식

본 논문에서 사용된 2차원 비정상 압축성 Navier-Stokes 방

정식은 index 표기법 사용하여 다음과 같이 쓸 수 있다.










(1)

여기서 는 보존량 벡터(flow variable vector), 는 비점성 

유량 벡터(inviscid flux vector), 는 점성 유량 벡터(viscous 

flux vector)를 의미한다.













  






 






 








 







(2)

그리고 위의      는 각각 유체의 밀도(density), 압

력(pressure), 전체 비에너지(specific total energy), 온도

(temperature), 열 전도도(thermal conductivity)를 의미하며 는 

방향의 속도를 의미한다. 전체 비에너지(specific total 

energy)는  이며, 전체 엔탈피(total enthalpy)는 

로 표현된다. 여기서  이고 는 정

압 비열(specific heat at constant pressure)이다. 이 방정식들에 

이상 기체의 상태 방정식(equation of state)

   


  

 


 (3)

이 더해지면 완성된 형태의 방정식을 얻는다. 여기서 는 비

열비(ratio of specific heat), 는 정용 비열(specific heat at 

constant volume)이다. 그리고 응력 텐서(stress tensor)는 다음과 

같다. 

  








 (4)

열 전도도 와 점성계수 는 온도에 따라 달라지나, 여기에

서는 아래와 같은 관계를 가지는 것으로 근사한다.




  (5)

3. 예 조건화

아래와 같이 기존의 방정식에서 conservative variable U를 

primitive variable Q로 바꿔 넣으면 예 조건화 된 지배 방정식

을 얻을 수 있다. 









 


(6)

 
이고 자코비언(Jacobian) 행렬 는 

다음과 같다.




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

    
    
    
    
    





(7)

여기서 와 는 아래와 같다.



 

 

 


(8)

원래의 예 조건화 되지 않은 자코비언 행렬 를 예 조

건화 행렬(preconditioning matrix) 로 바꾸어 넣어 예 조건화 

된 나비어-스토크스 방정식을 얻는다.










(9)

Choi and Merkle[2]이 처음 제안한 예 조건화 행렬 는 아래

와 같다.
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    





(10)

여기에서는 Weiss and Smith[4]가 발전시킨 형태를 사용하고 

있다. 위의 예 조건화 행렬의 는 다음과 같다.

 
 (11)



PRECONDITIONED NAVIER-STOKES COMPUTATION FOR WEAKLY COMPRESSIBLE… Vol.18, No.3, 2013. 9 / 81

주어진 식의 은 기준 속도(reference velocity)이며 의 

값은 예 조건화의 성패를 가름한다. 그 값의 크기가 국부 음

속(local speed of sound)와 같다면 식 (9)는 기존의 예 조건화 

되지 않은 식 (1)과 같아진다. 예 조건화 된 식 (1)에서 모든 

고유값(eigen value)의 크키가 같은 차수가 되려면 reference 

velocity 의 차수는 국부 속도(local velocity)의 차수와 같아

야 하므로 아래와 같은 reference velocity를 차용한다[5].

 min max∞ (12)

위 식에서 는 국부 속도의 크기이고, ∞는 fixed reference 

velocity이며, 는 음속이다. 정체점(stagnation point)부근에서 

변칙적으로 행동하는 것을 방지하기 위해 식 (12)의 을 제

한해야 한다. 여기서는 ∞는 자유유동(free stream)의 크기와 

같게 두고 상수 는 0.5로 고정한다.

낮은 레이놀즈수(Reynolds number)의 점성 유동에서 

reference velocity는 국부 확산 속도(local diffusion velocity) 

  보다 작아서는 안 된다. 여기서 는 

characteristic mesh size length이다. 따라서 

 max (13)

예조건화 된 계(system)의 고유치는 다음과 같다.


  ′′ ′′ (14)

여기서,

  ∙ (15)

 ′  (16)

′   (17)

  
 (18)

    (19)

이다. 여기서 은 각각의 유한체적에서 정의되는 외향단위법

선(unit outward-normal) 벡터이다.

4. 수치적 접근

4.1 공간차분

예조건화 된 나비아 스토크 방정식의 차분은 다음과 같이 

유한 체적의 형태와 유한 요소의 형태가 혼합된 식으로 나타

낼 수 있다. 여기서 는 선형 유한 요소의 절점 에서의 

basis function이며 는 절점 가 포함된 edge dual 제어 체적

이다[2,6].









 ∈   for 
≤ ≤










∙








(20)

제어 체적의 모서리 위에서의 비점성 유량의 계산은 아래와 

같은 Roe의 flux-difference splitting[7]을 이용하여 구한다.

  

 


∙  (21)

는 Roe averaged flux jacobian 행렬이며 다음과 같이 주

어진다[7]. 

  (22)

와 은 유량 자코비언의 right eigenvector와 그의 역행렬

이다. 주어진 격자에서 각각의 제어체적 에서 적분된 방정

식은 아래와 같이 시간에 대한 상미분 방정식으로 표현된다.




 (23)

여기서 는 right-hand side residual이고 정상 상태에서는 0에 

수렴한다.

4.2 내재적 시간적분

공간 차분이 된 예조건화 나비아 스토크 방정식의 해를 구

하기 위해서는 시간 적분을 해야 한다. 오일러 내재적 시간적

분(Euler implicit time-integration)을 적용하면 식 (23)을 다음과 

같이 쓸 수 있다.







 (24)

여기서 는 시간 증분(time increament)을 의미하고 은 
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time level 사이의 미지수 변화량(difference of unknown)을 의

미한다.





 (25)

식 (24)를 선형화 하면 다음과 같다.













 (26)

여기서 좌우변의 시간 증분량을 중심으로 재 기술하면 아래

와 같이 표현할 수 있는데

  (27)

Jacobian 행렬 는 아래와 같이 표현되고





 
(28)

아래 잉여항 차분은 좌변의 jacobian 행렬을 구하는데 사용된다.

 






 

(29)

여기서 spectral radius 는 아래와 같이 주어진다.

  ′′  


(30)

는 점 , 를 연결한 모서리에 위치한 control volume 면

에 수직한 면적 벡터이고, 는 그의 단위 벡터이다.

 
 






    

   

(31)

점성 유량 자코비언 행렬은 위의 선형화 과정의 spectral 

radius를 이용하면 구할 수 있다. 고로 식 (29)는 다음과 같이 

쓸 수 있다. 










  (32)










  (33)

여기서     유량 벡터의 자코비언(Jacobian of the 

flux vector)을 의미한다. 이것은 유량 벡터의 conservative 

variables에 대한 gradient이다. 이것을 식으로 나타내면 다음과 

같다.




 (34)

conservative variable과 비점성 유량 벡터는 아래와 같이 주어

지는데,
















 













, 

 















 













 (35)

  (36)

   


 (37)




 (38)

식 (34)의 비점성 유량 벡터의 성분들을 다음 식 (36), (37), 

(38)의 관계를 이용하여 conservative variable이 포함된 식의 

형태로 바꾸면 비점성 자코비언 행렬을 구할 수 있다.
































































 (39)

   






   

   
   
     






여기서 , , ,, 는 각각 다음과 같다.
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Fig. 1 Node  and its neighbor nodes 

Fig. 2 Entire system matrix 

   (40)

   (41)

   (42)

 (43)

 


  (44)

4.3 비정렬 격자의 System matrix 구성

아래 식에서 대각 행렬 (diagonal matrix)은 , 상 삼각 행

렬에서 대각 행렬을 제외한 부분을 , 하 삼각 행렬에서 대

각행렬을 제외한 부분을 이라고 한다면 각 성분은 다음과 

같다[6].

  

  (45)

  

  (46)

 







  (47)

여기서 와  , 이 두 행렬에는 각각 위의 , 와 같은 

요소가 들어가기 위한 자리가 전체 모서리의 개수만큼 필요

Fig. 3 2D lid-driven cavity model

Fig. 4 40 by 40 sheared triangulation mesh 

하다. 조합된 전체 시스템 행렬에서 위의 행렬이 차지하는 저

장 공간의 크기는 상당하다. 전체 시스템 행렬에는 대각 행렬

에 시스템의 모든 절점이 한번 씩 나타나게 되고 대각 행렬

의 좌우로 절점과 연결된 이웃한 절점의 수만큼 이 아닌 요

소가 나타난다. 

예를 들자면 Fig. 1의 절점 와 그의 연결된 절점 , 

, , , 이 있다. (여기서 를 둘러싼 edge 

dual control volume은 점선으로 나타내었다.) 절점 에 연결된 

점들을 라고하면 본문의 식 (45), (46)에 의하여 , , 

은 상 삼각행렬 부분에 나타나게 되고 , 는 하 

삼각행렬 부분에 나타나게 되며 행의 나머지 부분은 이 된

다. 이러한 방식으로 전체 절점에 대해 같은 작업을 수행하면 

Fig. 2와 같이 전체 system matrix를 완성할 수 있다.

5. 결  과

앞에서 논한 방법의 검증을 위한 수단으로 Fig. 3과 같이 

윗변이 단위 속도(  )로 이동하는 정사각형 모양의 

Lid-Driven Cavity 문제를 풀었다. 이 문제의 control parameter

는 무차원수인 마하수와 레이놀즈수이므로 이 두 무차원수와 
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Fig. 5 Velocity along geometric center line
   (x=0.5 and y=0.5, Re=100, Ma=0.005)

격자의 크기를 변경해 가며 경향을 관찰하였다.

격자는 정사각형을 반으로 잘라 만든 삼각형 격자를 사용

하였다. 이와 같은 격자는 엄밀히 이야기한다면 비정렬 격자

라고 할 수 없지만 비정렬 격자에서 작동하는 내용들을 점검 

해 보는 데에는 무리가 없으므로 Fig. 4와 같은 격자를 구성

하여 사용하였다.

5.1 Ghia et al.과의 비교

Fig. 5와 6에 보이는 바와 같이, 계산한 영역의 중심을 가

로지는 선(  와   )을 따라 분포한 속도 분포를 

Ghia et al.[8]의 데이터와 비교하였다. 레이놀즈수는 100일 때

의 결과를 Fig. 5에 나타내었고, 레이놀즈수 400일 때 결과는 

Fig. 6에 도식화 하였다. 이때 마하수는 공히 0.005로 두었다.

레이놀즈수가 증가함에 따라 각 방향 속도의 최소값이 증

가하고, 벽면으로부터 수직한 방향으로의 속도 기울기 또한 

커지는 것을 관찰할 수 있다. 이는 높은 레이놀즈수에서의 경

계층의 두께의 경향을 잘 반영한다. 또한 Fig. 7과 8에서 보이

는 바와 같이, 유선으로부터 확인할 수 있는 유체 회전의 중

심은 계산영역의 중심으로 내려오며 하단 양 끝의 와류도 점

점 커지는 경향을 관찰할 수 있다.

Fig. 6 Velocity along geometric center line
   (x=0.5 and y=0.5, Re=400, Ma=0.005)

Fig. 7 Streamlines, Ma=0.005, Re=100

5.2 격자 수렴도 조사

격자의 크기에 따른 수렴도를 관찰하기 위해서 레이놀즈수

는 400으로 두고 마하수는 0.005로 두었다. 계산은 격자의 크

기를 바꾸어 가며 수행했다. 격자의 크기가 전체 계산영역 크
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Fig. 8 Streamlines, Ma=0.005, Re=400

Fig. 9 X-velocity along x=0.5line with various size of mesh

Fig. 10 Y-velocity along y=0.5line with various size of mesh

기의 0.1, 0.05, 0.025, 0.0125, 즉 ×, ×, ×, 

×의 네 가지 격자로 계산을 수행하였다.

Fig. 9와 Fig. 10은 격자의 크기가 작아질수록 Ghia et al.[8]

과 Botella and Peyret[9]의 결과와 근접해 짐을 보여 준다.  

Fig. 11 Mesh convergence rate, with u minimum

Fig. 12 Mesh convergence rate, with v minimum

Fig. 11과 12에서는 각 방향 대표 속도의 격자 수렴도를 나타

내었다. 기준값과의 오차는 아래와 같이 계산하였다.

 
 

 (48)

기준값으로는 Ghia et al.[8]의 결과에서 각 방향 속도 성분

의 최솟값으로 정하였다. 전체적으로는 격자가 작아질수록 오

차가 줄어드는 경향을 보이고 있다. 

5.3 마하수와 레이놀즈수의 영향

마하수와 레이놀즈수에 따른 잉여항의 수렴도를 관찰하기 

위해 레이놀즈수는 400, 1000으로 고정시키고 마하수는 0.001, 

0.005, 0.01로 변화시켜 계산을 수행하였다. 격자는 Fig. 2에서 

보인 바와 같은 ×격자를 사용하였다.

Iteration을 1000번 한 후 잉여항의 수렴도를 관찰해 보면, 

마하수가 일정 수준 이하로 내려가면 수렴이 급격히 늦어진

다는 것을 관찰할 수 있다. 결과를 보고 알 수 있는 점은 이

와 같은 2차원 lid-driven cavity 문제에서는 레이놀즈수에 비해 
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          Fig. 13 Convergence history, Re=400 for various values
for Mach number

         Fig. 14 Convergence history, Re=1000 for various values
for Mach number

마하수의 영향이 크다는 사실이다. 위 Fig. 13과 14는 마하수

가 낮을수록, 레이놀즈수가 높을수록 수렴이 어려울 것이라는 

직관적인 예측에는 어긋난 결과를 보여 주지만, 특정 조건에

서 계산의 효율이 좋아질 수 있다는 추측을 해 볼 수 있다.

6. 결  론

예조건화 기법을 비정렬 격자에 적용시켜 내재적 방법으로 

비압축성 유동 해석을 해 보았다. 해석을 통해 얻은 결과를 

Ghia et al.[8]의 결과와 비교해 보았을 때 근사한 결과를 얻을 

수 있었다. 수렴도의 경우 레이놀스 수 보다는 마하수에 더욱 

민감하게 반응하는 경향을 보였고 계산에 사용된 무차원화 

변수들과 격자의 크기와 같은 parameter에 의한 영향은 직관

적으로 내린 예측(마하수가 높을수록, 레이놀즈수가 낮을수록 

수렴이 좋음)을 벗어났지만 각 조건에 맞는 최적의 parameter 

값의 범위가 있으며 이것을 적절히 조절할 경우 특정 범위의 

낮은 마하수의 유동해석을 효과적으로 할 수 있다는 것을 보

여 준다. 특히나 밀도 기반의 해법이므로 압축성 효과가 중요

하게 작용하는 선체 슬래밍이나 프로펠러의 캐비테이션과 같

은 문제에 응용될 수 있을 것이라 전망한다. 

후  기
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