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요  약

입자 기반 유체 시뮬 이션에서 유체와 완 탄성체의 간 형태인 탄성체는 유체와는 달리 
물질의 변형에 한 항복응력(yield stress)이 필요하다. 기존 입자 기반의 탄성체 연구에서는 
폰 미제스(von Mises) 항복조건을 사용해 탄성체의 변형을 표 하 으나 폭발을 표 하지는 
못하 다.  본 논문은 물체가 받는 수많은 방향의 힘을 계산해야 하는 폰 미제스의 항복조건과
는 달리 최  주응력과 최소 주응력의 차를 이용해 쉽게 근사 할 수 있는 트 스카(Tresca)의 
항복조건을 변형한 이상  탄성체 항복조건을 제안한다. 폰 미제스의 항복조건을 쉽게 근사 
화하기 해 물체가 받는 힘을 변형된 길이로 표 한 기존 입자 기반의 시뮬 이션과 달리, 본 
논문은 트 스카의 항복조건을 바탕으로 2차원 물체가 힘을 받아 변형된 넓이를 주응력으로 가
정한다. 가장 큰 힘을 받는 순간을 최 주응력, 가장 은 힘을 받는 순간을 최소 주응력으로 
근사 화하여 차이를 계산한다. 탄성체의 경계면이 이상  항복 조건 이상으로 어들 때 물
체가 한계응력을 이기지 못하고 실감 있게 폭발하는 과정을 표 할 수 있음을 확인하 다.

ABSTRACT

In particle-based fluid simulation, the yield stress is required for the deformation of 

the viscoelastic material  like gel. von Mises’s yield condition has been proposed to 

implement deformation of viscoelastic objects, but did not express the explosion. 

Furthermore, von Mises’s yield condition is hard to approximate. We propose an ideal 

yield condition for viscoelastic object that reference from Tresca’s yield condition. Unlike 

conventional particle-based simulation approximate the external power by the deformed 

length of the object, this paper is approximate the external power by area of the object. 

We check up that explosion was realistic when a viscoelastic object is compressed under 

the ideal yield condition.
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1. 서  론

화나 게임에서 액체의 움직임을 표 하기 

하여 유체 시뮬 이션이 주로 사용된다. Reeves등

은 유체  연기나 불을 표 하기 해 입자시스

템을 제안하 다[1]. 다량의 입자들로 구성된 유체 

데이터는 최신 하드웨어를 사용하더라도 실시간으

로 더링 하기 어렵다. 일반 으로 유체 입자의 

효율 인 더링을 하여 SPH(Smoothed 

Particle Hydrodynamics) 기법이 사용된다[10]. 

SPH는 천체물리학 분야에서 발 된 것으로 나비

어-스톡스(Navier-Stokes) 방정식을 용한 기존 

입자 시스템에서 많이 사용되는 보간 방법이다. 이

것은 하나의 입자가 가진 커  범  내에 존재하

는 이웃 입자들이 비슷한 성질을 갖도록 한다. 

이 논문에서는 일반 인 유체가 아닌 탄성체

의 폭발 시뮬 이션 방법을 제안한다. 자연 상태의 

물은 수소결합의 형태로 인력을 유지하여 탄성력이 

거의 존재하지 않으므로 시뮬 이션 할 때 탄성

을 갖지 않는다. SPH에서 용되는 힘의 종류 

에서 성력은 외력에 의한 가속도에 항하는 힘

이다. 력외의 기타 외력으로 항 받는 입자는 

지속 으로 속도가 감소하며 일정 한계 에 도달하

면 입자들 간의 인력으로 뭉친다. 하지만 젤리와 

같은 탄성체는 일반 액체와는 달리 충격을 가했

을 때 원래의 형태로 되돌아가기 한 탄소성이 

존재하는데, SPH 기반의 입자 유체 시뮬 이션에

서는 탄소성을 자연스럽게 표 하기 어렵다.

를 들어 화산의 마그마는 고열로 인하여 탄

성을 갖지만 폭발시의 형태는 유체에 가까우므로 

유체 시뮬 이션의 성력으로 구 이 가능하다. 

하지만 젤리 같은 물질은 특유의 탄소성으로 기존

의 SPH 시뮬 이션에서 표 이 불가능했다.

SPH를 이용하여 탄성체를 표 하는 연구가 

진행 되어왔는데, Simon 등은 탄소성을 갖기 해 

물체가 한계  이상의 외력을 받으면 변형되고, 그

지 않으면 원래의 형태로 돌아오는 항복조건을 

제안하 다[2]. 그 에서도 폰 미제스가 제안한 항

복조건을 근사[2] 하여 외력을 받은 입자의 이동거

리가 한계치 이상일 때 이동한 거리만큼 치를 

변화 시켜 탄성을 표  하 다. 

입자 기반 시뮬 이션에서 물체가 받는 모든 힘

을 계산해야 하는 기존의 폰 미제스 항복조건 계

산식과 달리 입자가 받는 힘만큼 이동된 거리로 

물체 변형의 한계 조건을 표 하 기 때문에 은 

계산 량으로 탄성을 표  할 수 있다. 하지만 입자

가 받는 거리로 힘을 표 한 항복조건은 모든 방

향에서 받는 힘의 한계치로 표 되는 물체의 폭발

을 표 하기 어렵다. 동일한 힘이 사방에서 가해지

는 경우에도 입자 하나하나의 이동된 거리를 계산

해야 하기 때문에 다량의 입자의 경우 실시간 시

뮬 이션이 되지 않을 수 있다.

이 논문에서는 탄성체를 감싸는 경계면이 

진 으로 어들 때 내부의 탄성체가 외력을 견

디지 못하고 폭발하는 상을 표 하기 해 트

스카의 항복조건을 변형한 이상  탄성체 항복조

건을 제안하 다. 즉 입자가 이루는 탄성체의 넓

이를 계산함으로써 외력을 받아 한계 크기 이상 

어들었을 때 물체가 폭 되도록 하 다. 트 스

카의 항복조건은 연질물체의 항복조건에 있어 폰 

미제스의 항복조건 보다 용범 가 좁지만 계산식

이 복잡하지 않아 트 스카의 계산식과 제안한 이

상  탄성체 항복조건 간의 연 성도 입증할 수 

있었다.

2 에서는 련 연구들을 소개하고 3 에서는 

탄성체의 특성과, 물체가 폭발하기 까지 버티는 

힘인 항복응력을 설명한다. 이후에 4 에서 트 스

카의 이론에 따른 이상 탄성체 항복조건을 제안하

고 5 에서 실험결과를 보인 후 6장에서 결론을 

맺는다. 

2. 련 연구

오일러 방법은 유클리드 공간(Eucledian space) 

에 격자를 만들고 격자 상에서 계산된 속도 벡터
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를 이용해 간 으로 유체입자들을 이동시키는 기

법이다[3]. 이 방법은 기의 이류 상을 실감 

있게 표 할 수 있으며 정교한 유체 표 이 시

되는 어 리 이션에서 주로 사용한다. Foster 등

은 나비어-스톡스 방정식을 정규화 된 격자에 

용하여 최 로 3차원 유체시뮬 이션이 가능하게 

했다[4]. Stam 등은 semi-Lagrangian 기법을 이

용하여 좀 더 실감 있는 액체를 표 하 다[5]. 

Carlson등은 녹아내리는 물체나 매우 끈 이는 액

체를 시뮬 이션하기 해 Eulerian solver를 개발

하 으며[6], Goktekin 등은 물질의 강성률

(rigidity)을 이용하여 오일러 방법으로 탄성체를 

표 하는 방법을 고안하 다[7].

오일러 방법은 유체의 이류 상을 표 하려면 

연산 량이 증하여 실시간으로 처리하기 어려우므

로, 실시간 처리가 필수 인 컴퓨터 게임에는 다른 

방법에 비해 연산량이 은 라그랑제 

(Lagrangian) 방법을 주로 사용한다[8]. 

라그랑제 방법은 이류 상 등 유체주변의 환경

보다 입자들 자체에 을 두어 시뮬 이션 함으

로써 유체 입자들을 직  모사한다. Tonnesen 등

은 변형이 가능한 물체를 표 하기 해 라그랑제 

방식으로 입자를 연산하 다[9]. 라그랑제 방법 

에서도 모든 입자들의 상호 계연산을 효율 으로 

하기 한 SPH 기법이 많이 사용된다[10]. SPH는 

방사형으로 칭인 평활 화(smoothing) 커 을 이

용한다. 도, 압력, 성 등 커  안에 있는 입자

들의 필드 값은 이웃한 커 과 겹치는 입자들의 

필드 값의 평균치로 계산된다. 커 은 poly6와 

viscosity 커  는 spiky[11] 커 이 주로 사용

된다. 재 SPH는 유체-고체 변형 시뮬 이션

[12], 용융하는 유체를 시뮬 이션[13] 등 많은 유

체 분야에서 사용되고 있다.

유체의 표 이 주목받게 되면서 탄성 유체를 

표 에 한 학자들의 심도 높아졌다. 특히 유체

와 고체의 간성질을 갖는 탄성 유체가 외력을 

받았을 때, 항복 조건과 응력을 이용하여 탄소성을 

표 하려는 시도가 이루어졌다.

Adam 등은 포인트 기반의 탄성체가 떨어지

거나 충격을 받아 소성 변형을 일으킬 때 물질 형

태의 변형에 여하는 변형 그래디언트를 아핀 변

환(affine transformation)으로 근사하여 사실 인 

그러짐을 표 하 다[14].

한 Simon 등은 외력을 받는 탄성체의 실

감 있는 탄성 표 을 한 Double Density 

Relaxation기법을 제안하 다[2]. SPH의 평활 화 

커 을 내부와 외부로 나 고 물체의 표면을 나타

내는 입자를 의 외부입자로 정의한다. 외부입자

들은 강한 결속력을 가지며 외부충격에 한 항

이 크다. 한 폰 미세스의 항복조건을 이용하여 

탄성체의 응력에 용했다.

하지만 이러한 탄소성의 연구들은 반유체가 폭

발하는 성질을 표 하지 못하 다. 탄성체는 구

성 성분에 따라 외력이 가해질 때 단순 소성이 아

닌 물체의 형태를 쉽게 잃어버릴 수도 있다. 

3. 기존 입자 기반 유체 시뮬 이션의 

문제

탄성체 시뮬 이션에서 입자들로 구성된 물체

가 사방에서 외력을 받는 경우 입자들의 도가 

격히 높아지고 압력이 증가한다. 강한 외력으로 

인해 원래형태를 유지할 수 있는 한계를 넘어서면 

물체는 형태를 유지하지 못하고 폭 한다. 

응력은 물체가 외력에 의해 변형이 생겼을 때 

물체 내부에서 발생하는 단  면 당 항력으로 

유체가 외부로부터 힘( 단력, 외력)을 받으면 유

체 내부에는 같은 크기의 힘( 단력, 외력)이 반

방향으로 작용하여 유체의 원형을 유지하려는 성질

이 있다. 

응력은 단응력(shearing stress)과 수직(법선)

응력(normal stress)이 있다. 단응력이란 단력

에 의해서 물체 내부의 단면에 생기는 내력을 말

하며, 수직응력 어떤 단면에 한 수직방향의 응력

으로, 수직하 에 작용할 때 이에 응하여 발생하



52 ❙ Journal of Korea Game Society 2014 Dec; 14(6): 49-58

―이상 인 탄성체 항복 조건을 이용한 폭발 시뮬 이션―

는 힘을 말한다. 이 논문에서는 각 면에 수직방향

으로 발생하는 응력을 표 하기 해 수직응력을 사

용한다.

[Fig. 1] Comparison of shearing stress and normal 

stress

탄성체 시뮬 이션은 고체와 유체의 성질을 

모두 포함해야 하기 때문에 재료가 외력을 받아 

소성 변형하기 해 항복조건(yield condition)이 

필요하다.

항복조건이란 외력을 받아 물체가 괴되는 조

건을 의미하는 것으로서 재료의 특성과 련하여 

규정한 것이다. 항복조건을 설명하는 가설로는 최

 단 응력설(트 스카 설)과 최 단 변형 에

지설(폰 미제스설)이 있다. 폰 미제스설은 변형

에 지가 어떠한 한계 값에 도달하면 항복이 일어

난다고 가정한다. 일반 으로 물체 각 지 에서의 

비틀림 에 지를 이용하여 물체의 강도를 해석하고 

해당 물체가 괴되는 조건을 측정한다. 그러나 실

제로 각 지 에서 물체가 받는 힘을 계산해야 하

며, 결과 값인 응력의 계산량이 많다.   

입자 기반의 유체시뮬 이션에서 탄성체는 기

이 물체의 xyz축이 아닌 물체를 이루는 입자

에 있다. 그러므로 힘을 받은 입자가 이동한 거리

로 입자의 변형 여부를 결정한다.

 

    (eq. 1)

(eq. 1)은 Simon 등이 어떠한 한계 값에 도달하

면 물체를 변형시킨다는 폰 미제스의 항복응력 개

념을 근사한 식이다. L은 기존 물체의 길이이며, α

는 물질 특성을 나타낸 계수이다. 변형된 시간간격 

t에 변형된 물체의 길이 r과 L의 차이를 ΔL로 정

의하며, ΔL이 일정수치 이상이면 물체의 형태를 

변형한다. 하지만 입자의 이동거리로 물체의 변화

를 근사 화하는 방법으로는 여러 방향에서 용되

는 힘의 결과로 나타나는 폭발을 표 하기 어렵다. 

폭발은 폐공간에서 물리 /화학 으로 증된 

압력의 결과로써 나타나는 상이다. 폐공간에서 

증된 압력을 표 하기 해 하나의 입자가 받는 

힘이 아닌 여러 입자기 이룬 물체의 면이 받는 힘

을 계산해야 한다. 은 입자로는 기존의 이동거리 

기반 근사가 효율 이지만, 다량의 입자가 사용되

는 유체시뮬 이션에서 형의 탄성체를 시뮬

이션 하기에는 비효율 이다.

4. 트 스카 항복조건을 이용한 이상 

탄성체 폭

본 논문은 물체에 발생하는 최 응력이 인장시

험 항복시의 최 응력과 같을 때, 항복이 일어난다

는 최 응력설의 개념인 트 스카의 항복조건을 이

용한다.

[Fig. 2] Comparison the coverage of von Mises 

yield condition and Tresca’s yield condition
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트 스카의 항복조건 식은 물체 내부의 외력으

로 응력이 발생한다는 뜻인 주응력과 련이 있다. 

최 주응력과 최소주응력의 차이의 1/2로 표 되며 

다양한 물체의 항복조건을 표 할 수 있다[15]. 연

성 물질의 조건에 따른 허용범  수치는 폰 미제

스가 안정 이지만, 계산이 복잡하기 때문에 근사

한 식으로 표 한 (eq. 2)의 트 스카의 항복조건

을 활용한다.

   


  
≠    (eq. 2)

항복조건은 최 주응력(σ1)과 최소주응력(σ3) 차

이의 1/2이다. 폰 미제스식을 근사한 이동거리기반 

항복조건과 마찬가지로 입자가 기반이 되는 SPH 

시뮬 이션은 입자로 이루어진 물체가 xyz축의 방

향으로 받는 최  주응력과 최소 주응력을 구하는 

것이 불가능하다. 

본 논문에서는 입자 기반 시뮬 이션의 특징인 

비압축성을 이용하여 물체가 갖는 주응력을 기존 

방법에서처럼 이동거리로 가정하지 않고 부피로 가

정하여 항복조건을 구하는 이상 탄성체 항복 조

건을 제안한다.

비압축성은 아무리 압축해도 부피가 변하지 않

는 상태이다. 기체분자는 서로 떨어져있기 때문에 

압축성을 갖고 있지만, 액체분자는 서로 이상 인 

인 상태로 연결되어 있기 때문에 아무리 힘을 가

해도 압축되지 않는다. 실감나는 액체를 표 하기 

해 입자 기반 시뮬 이션은 비압축성을 갖게 된

다. 이 듯 물체의 움직임을 분석하는 일에 있어 

비압축성은 하나의 요한 구속조건으로 용한다. 

외력에 의해 증된 압력이 액체의 비압축성을 방

해하면, 액체는 본래의 상태로 돌아가기 한 반작

용의 힘이 축 되고, 가해지는 외력보다 클 때 폭

발이 일어나게 된다. 

본 논문에서는 비압축성으로 인해 일정한 부피

를 유지하고 있는 이상 인 사각형의 탄성체를 

가정하고, 이것이 매우 강한 외력으로 방해받을 때 

버티지 못하고 터지는 순간을 이상 탄성체 항복 

항복조건으로 정의한다. 최소 주응력을 갖는 형태

를 비압축성을 유지하는 안정화 상태로 가정한다. 



        (eq. 3)

(eq. 3)은 본문에서 제안하는 이상 탄성체 항

복조건에 한 식이다. Vl은 최소 주응력을 갖는 

물체이며 Vm은 최  주응력을 갖는 물체의 크기이

다. 최  주응력을 갖는 물체의 크기는 무시할 수 

있을 만큼 작으므로 Vl의 크기는 시뮬 이션 상 가

장 작은 부피인 1x1x1로 가정한다. 결국 항복조건

이 발생하여 폭발이 일어나는 형태는 최소 주응력

을 갖는 크기의 반이다. 

거리기반 근사 화와 달리 동일한 힘을 물체의 

다 방향 에서 받는 경우에 입자 하나의 변화량이 

아닌 물체의 체 변화량을 계산한다. 그 결과로 

불필요한 연산 량이 어들고 주응력을 갖는 크기

를 이상 인 형태로 가정하여 실감 있는 폭발을 

나타낸다.

5. 실험 결과

실험은 Intel Core i5 3세  3570 3.4GHz CPU

에 12GB의 주 메모리를 갖는 시스템에서 수행했

다. 그래픽 카드는 2GB의 메모리를 갖는 nVidia 

Geforce 660Ti을 사용하 고 OpenGL 라이 러리

를 사용하 다. 3D에서 이상 탄성체 항복 조건

을 실험하기 해서 물체의 부피를 계산해야 하지

만 본 실험은 좀 더 빠르고 확실한 결과를 표 하

기 해 2D 시뮬 이션 환경에서 진행하 으므로 

3차원의 부피가 아닌 2차원의 면 으로 주응력의 

형태를 계산한다. 헤어 겔(gel)과 같은 질로 이루

어진 물체로 실험하기 해 성도가 물에 비하여 

약 1.6배가량의 성도를 갖는 물체를 생성하 다. 

비압축성이 유지되기 한 최소 입자 개수인 293

개로 진행하 으며 사각형의 경계면에 모든 입자가 
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모인 상태를 최소 주응력, 경계면의 넓이가 최소인 

1×1이 되는 순간을 최  주응력으로 가정한다. 트

스카의 항복조건을 기 으로 최 주응력과 최소

주응력의 차이가 1/2이 되는 순간에 응력의∼항복

이 일어나 입자가 터지는 실험을 진행하 다. 기존

의 거리기반 항복 조건 시뮬 이션과 비교하며 이

상 탄성 체 항복 조건이 폭발 하는 순간의 형태

를 측정하 다.

[Fig. 3] Measuring state change of Distance-based 

viscoelastic objects(hair gel). 

The pressure is applied from all sides.

[Fig. 4] Measuring state change of Ideal 

viscoelastic object yield condition(hair gel), 

The pressure is applied from all sides.

[Fig. 4]는 SPH에서 감싸는 사각형의 경계면이 

 어들어 면 의 1/2까지 어들었을 때 한계

에서 탄성체가 폭발하는 상황을 시뮬 이션 하

다. [Fig. 3]에의 기존 거리기반 탄성 항복 조

건과 다르게 탄성체는 폭 이후에 근처의 입자가 

덩어리를 형성하는 특징이 나타났다.

  

[Fig. 5] Measuring state change of Distance-based 

viscoelastic objects(hair gel). 

The pressure is applied from center to right side.

[Fig. 6] Measuring state change of Ideal 

viscoelastic object yield condition(hair gel), 

The pressure is applied from center to right side.
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[Fig. 7] Measuring state change of Distance-based 

viscoelastic objects(hair gel). The pressure is 

applied from center to right diagonal.

[Fig. 8] Measuring state change of Ideal 

viscoelastic object yield condition(hair gel), The 

pressure is applied from center to right diagonal.

[Fig. 5,6,7,8]은 4방향에서 힘을 받은 [Fig. 3,4]

의 경우와 다르게 오른쪽과 각선등 다각화된 방

향에서 힘을 받은 물체의 폭발 시뮬 이션이다. 기

존의 거리기반 탄성 항복 시뮬 이션은 외력이 

항복 조건의 한계를 넘었을 시 형태가 소성 변형

한다. 하지만 성도가 물의 1.6배인 헤어 겔의 경

우 일반 사람의 약력만 작용해도 물체가 폭  가

능하다. 본 실험에서는 단순히 에서 아래 방향의 

압력만 용한 것이 아닌 다양한 면이나 각도에 

따라 폭발실험을 진행하 으며, 형태나 흩어지는 

조각의 개수가 차이나는 것을 확인할 수 있었다.

입자의 개수에 따른 임 율 비교는 거리 기

반 근사 화 항복 조건과 이상 탄성 체 항복 조

건 둘 다 비슷한 결과를 나타내었다. 293개의 입자

에서 60fps 1000개의 입자에서 57fps 5000개의 입

자에서 55fps의 임 율을 보 다. 폭발 시 이상 

탄성 체 항복 조건에서의 임 율은 293개의 

입자에서 6fps을 나타내었고 1000개의 입자에선 

41fps, 5000개의 입자에선 17fps을 나타내었다. 

6. 결  론

입자 기반의 탄성체 시뮬 이션에서는 연성물

질의 응력에 합한 폰 미제스항복조건을 사용하여 

물질의 소성여부를 결정하 다. 하지만 길이기반 

이동거리 변화방법은 여러 방향에서 힘을 받는 

탄성체의 폭발에 용시키기에 불가능 하 다. 이

에 본 논문은 폰 미제스와는 다른 연성물질의 항

복조건인 트 스카의 이론을 참조하여 탄성체의 

폭발 항복조건을 만들었다. 물체가 폭 된 이후에 

근처의 입자 들이 서로 뭉쳐  하나의 작은 덩어

리를 생성하는 상도 확인하 다. 

향후에는 고무와 같은 강한 탄성체의 항복조

건에 의해 끊어지는 순간을 실감 있게 시뮬 이

션 하기 한 실험을 진행할 정이다. 헤어겔(gel) 

같이 유체에 가까운 물질이 아닌 고체에 가까운 

탄성체들은 강한 외력을 가하는 순간 입자가 아

닌 입자와 덩어리의 혼합 형태로 끊어진다. 물질이 

갖고 있는 인장 강도와 입자 기반 유체시뮬 이션

에서 사용되는 항복조건을 결합하여 구 하면 더 

실감 있는 물질의 끊어짐을 표 할 수 있을 것

이다.
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