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가중치가 적용된 공분산을 이용한 2D-LDA

기반의 얼굴인식

이석진†, 오치민††, 이칠우†††

Improved Face Recognition based on 2D-LDA

using Weighted Covariance Scatter

Seokjin Lee†, Chimin Oh††, Chilwoo Lee†††

ABSTRACT

Existing LDA uses the transform matrix that maximizes distance between classes. So we have to

convert from an image to one-dimensional vector as training vector. However, in 2D-LDA, we can directly

use two-dimensional image itself as training matrix, so that the classification performance can be enhanced

about 20% comparing LDA, since the training matrix preserves the spatial information of two-dimensional

image. However 2D-LDA uses same calculation schema for transformation matrix and therefore both

LDA and 2D-LDA has the heteroscedastic problem which means that the class classification cannot obtain

beneficial information of spatial distances of class clusters since LDA uses only data correlation-based

covariance matrix of the training data without any reference to distances between classes. In this paper,

we propose a new method to apply training matrix of 2D-LDA by using WPS-LDA idea that calculates

the reciprocal of distance between classes and apply this weight to between class scatter matrix. The

experimental result shows that the discriminating power of proposed 2D-LDA with weighted between

class scatter has been improved up to 2% than original 2D-LDA. This method has good performance,

especially when the distance between two classes is very close and the dimension of projection axis is

low.
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1. 서  론

얼굴인식은 사람과 사람이 대화를 시작함에 있어

서 가장 중요하고도 반드시 거쳐야 하는 과정이다.

사람 간의 얼굴 인식은 그만큼 자연스럽고 당연하지

만, 컴퓨터를 이용하여 얼굴을 자동으로 인식하기 위

해서는 얼굴영상에 대한 밝기의 정규화, 얼굴 크기의 

정규화, 중요 특징 추출, 얼굴영상의 학습 및 분류 

등 일련의 복잡한 과정을 거쳐야만 한다. 최근에 이

러한 복잡한 과정을 간소화하고 고속으로 처리를 가

능하게 해주는 알고리즘과 컴퓨터 계산 능력의 개선

으로 얼굴 인식을 실시간 시스템에 구현한 사례가 
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늘고 있다. 예를 들어 폐쇄 회로 카메라를 이용한 출

입자 감시, 모바일 디바이스의 사용자 인식, 화상 회

의 시스템에서의 화자 인식, 실시간 게임 시스템에서

의 얼굴인식 등이 그 예라고 볼 수 있다.

사진이나 비디오 영상 프레임으로부터 얼굴 영역

을 검출하고 얼굴을 인식하고자 할 때 반드시 고려해

야 하는 다양한 왜란 요소들이 있다. 예를 들어 조명,

노출, 폐색, 시점 변화 등의 카메라가 놓인 환경에 

영향을 받는 외부적 요인뿐만 아니라, 같은 피사체라 

할지라도 시간에 따라 변하는 머리 모양, 표정, 안경 

등 상이한 변화 요인이 존재한다. 또한, 영상 내부에

는 얼굴과 유사하지만 얼굴이 아닌 non-face 데이터

가 존재하므로 얼굴 영역을 배경에서 완벽하게 분할

하는 것은 많은 어려움이 있다[1].

방해요인에 의한 얼굴인식 성능 저하를 극복하기 

위하여 사용하는 방법으로는 대표적으로 주성분 분

석법(PCA: Principle Component Analysis ), 선형 판

별분석(LDA: Linear Discriminant Analysis)이 있

다. PCA에서는 변인을 제거하고 주성분만 추출하여 

데이터에 존재하는 종속 변인을 제거하고 독립 변인

만 추출한다. 이 기법은 각각의 데이터에 대한 성분

을 분석하는 것이 아니라, 여러 데이터가 모여 하나

의 분포를 이룰 때, 이 분포의 주성분을 분석하는 것

이다. 여기서 주성분이란 데이터들의 분산이 가장 큰 

방향벡터를 의미한다. 하지만 PCA에서는 데이터의 

최적 표현의 관점에서 차원을 축소하기 때문에, 클래

스 종류에 대한 정보는 고려되지 않는다. LDA 알고

리즘은 [2-4]에서 기술된 바와 같이 클래스 분류성능

을 선형적으로 최대로 높인 판별법이라 볼 수 있다.

즉, PCA 알고리즘과 달리 데이터의 최적 분류에 초

점을 맞추어 차원을 축소한다. 차원을 축소하는 과정

은 선형 변환을 위한 기저 벡터를 찾는 과정인데, 이 

기저벡터는 클래스 내의 분산은 작아지게 하고, 클래

스 간의 분산은 커지게 하도록 한다. 기저 벡터는 다

른 말로 특징 벡터라고도 하는데, 이 특징벡터에 입

력 영상을 투영하여 얼굴인식을 한다[5]. LDA에서

는 학습 벡터를 기반으로 하기 때문에 2차원 영상을 

1차원 학습벡터로 변환해야 하나 이것을 2차원으로 

확장한 방법이 2D-LDA이다. 기존의 LDA 알고리즘

은 판별력은 좋지만 메모리를 많이 차지하고 계산량

이 많으며 학습 벡터가 2차원 텍스처 정보를 잃는 

단점이 있다. 또한, 클래스 간의 표준편차를 전혀 고

려하지 않고, 단순히 데이터들의 중심 간의 거리를 

목적함수로 사용하기 때문에 정확한 분류가 되지 않

을 때도 있다. 반면, 2D-LDA에서는 영상을 2차원 

학습행렬로 그대로 활용하기 때문에 기존의 LDA 방

법보다 더 높은 인식률을 나타내며 연산 속도가 빠른 

장점이 있다[6,7].

하지만 이 두 가지 방법 모두 각각의 클래스는 다

른 모든 클래스에 대한 동일한 혼동 가능성을 가진다

고 가정한다. 즉, 각각의 클래스 정규분포의 표준편

차가 동일하지 않음을 의미한다. 하지만 이러한 이분

산성 문제는 클래스 간의 거리 정보를 무시하는 것으

로, Yongxin Li[8]는 이 문제를 해결하기 위해 클래

스 간 공분산 행렬을 구할 때 클래스 간 거리에 따른 

가중치를 적용하였으며 이를 WPS (Weighted Pair-

wise Scatter) 기반 LDA이라고 제안하였고, 이것은 

이분산성 문제를 어느 정도 해결하였다.

본 논문에서는 WPS를 2D-LDA에 적용하여 성능

을 개선할 수 있는 방향을 제시한다. 여기서 영상을 

다루는 방법이 LDA와 2D-LDA가 다르므로, 이를 

해결하는 방법도 소개한다. 실험을 통하여 클래스 간 

공분산 행렬에 정규화된 가중치를 적용할 때, 가중치

를 적용하지 않은 2D-LDA 알고리즘과 비교하여 인

식률이 어느 정도 차이가 나는지 살펴본다. 또한 가

중치가 어떤 영상에서 효과적으로 적용되는지 살펴

본다. 본 논문의 2장에서는 2D-LDA와 WPS-LDA

알고리즘에 관해서 서술한다. 3장에서는 WPS기반 

2D-LDA 알고리즘에 대해서 논한다. 4장에서는 제

안된 방법이 기존 방법과 비교하여 성능이 향상될 

수 있고 저차원 특징벡터와 적은 수의 학습데이터에 

좀 더 나은 성능을 보임을 확인할 수 있다. 5장에서는 

현재 연구에 대해 평가하고 향후 연구 방향에 대해서 

논한다.

2. 관련연구

2.1 2D-LDA (Two-Dimensional LDA)

2D-LDA[2]는 2차원의 얼굴 특징을 그대로 보존

하면서 계산량이 적으므로 빠르고도 정확하게 얼굴

을 인식할 수 있다. 실험에 의하면 기존의 PCA와 

LDA에 비해 약 20%이상 향상된 얼굴인식 성능을 

보이는 것으로 알려졌다. 또한, 데이터 차원과 인식 

대상 부류의 수가 증가할수록 분류 성능이 급격히 



1448 멀티미디어학회 논문지 제17권 제12호(2014. 12)

Table 1. Notations

notation description notation description

 mxn size image  -th training image

y feature vector of image A  mean image of all images

L the number of class  mean image of each classes

M the number of training image.  the number of training images in each class

감소하는 2D-PCA[9,10]에 비해 2D-LDA는 데이터 

차원과 분류 대상의 수에 비교적 상관없이 분류성능

이 유지된다. 따라서 제안 방법의 얼굴인식에서 2D-

LDA를 얼굴 특징 추출을 위한 분석 도구로 사용한

다. 본 논문 수식에서 쓰이는 표기에 대한 설명을 

Table 1에서 요약한다.

학습 영상들을 특징 고유 공간에 투영하여 선형 

분류 성능이 가장 좋은 특징을 추출하는 과정은 다음

과 같다. ×크기의 영상 가 있으며 ×크기의 

투영 벡터 가 있다고 가정하면 다음처럼 투영벡터

로 투영하는    변환을 통해 × 크기의 특징벡

터 를 획득하는 과정이다. 총 개의 학습 영상이 

존재하고 있으므로   변환을 통해 동일한 수

의 특징벡터를 얻을 수 있게 된다. 여기서 주목할 점

은 기존 LDA가 영상을 입력데이터로 쓰기 위해 벡

터로 변환해야 하지만, 2D-LDA는 × 크기의 2차

원 영상 를 그대로 학습 영상 행렬로 이용하므로 

벡터 변환과정이 필요 없다는 점이다. LDA는 투영

된 특징벡터들의 선형 분류성능을 최적화 할 수 있는 

투영벡터를 계산하는 방법이다. 수식 (1)에서 는 

Fisher 선형 투영 분류기준이며 J(x)를 최대화 하는 

투영벡터 x가 같은 클래스의 학습 영상들의 특징벡

터들은 중심으로 밀집시키고 다른 클래스의 중심으

로부터 최대로 멀어지게 하는 최적 투영 축이 된다.

수식 (2) 는 학습영상이 투영된 특징 벡터들의 클

래스 간 공분산 행렬인 의 대각성분의 합이고,

수식 (3) 는 투영된 특징 벡터들의 클래스내 공분

산 행렬인 의 대각성분의 합이다.

   (1)

    (2)

    (3)

투영된 특징 벡터들로부터 계산된 클래스 간 공분

산과 클래스 내 공분산은 다음 수식 (4)와 (5)와같이 

투영되기 전 학습 영상 행렬과 투영벡터 기준으로 

공분산 계산이 가능하도록 표현할 수 있다.

 
  



  



  



    


(4)

 
  




⊆ 

 



  




⊆ 

   


(5)

수식 (4)와 (5)의 공분산의 대각 성분은 수식 (6)과 

(7)로 간략화할 수 있다. 분류기준은 수식 (6)과 (7)을 

(1)에 대입하여 새로운 수식 (8)로 변경할 수 있다.

   

  



    


 

(6)

   
  




⊆ 

    


 

(7)

 


(8)

기존의 LDA에서는 가 비가역 행렬이 되는 문

제가 있으므로 특이치 분해로 투영벡터를 계산해야 

하지만 2D-LDA에서는 이러한 문제는 없다. 수식 

(7)로부터 수식 (9)을 계산할 수 있고 가 수식 (10)

을 만족하는 경우 항상 가역행렬이다.

  ≤ min (9)

≥min (10)

특징벡터 한 개로는 충분한 분류성능을 나타낼 수 

없으므로 를 최대화하는 정규 직교 투영벡터를 

개 추출할 수 있다. 투영벡터들은 SVD를 이용하여,


 의 고유벡터들을 각 고유치가 큰 순으로 선택

하여 획득된다. 이런 투영 축들을 이용하여 Fisher

투영 행렬 X를 만들 수 있다.
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        (11)

테스트 영상이 입력될 때 투영 행렬 X에 곱하기만 

하면 얼굴 인식에 사용되는 특징행렬을 얻을 수 있

다. 그 후 얼굴인식에서는 입력된 영상의 특징행렬과 

유클리디언 거리를 이용하여 가장 가까운 학습 특징

행렬을 찾아 그 특징행렬의 클래스로 얼굴을 인식하

게 된다.

2.2 WPS-LDA (Weighted Pairwise LDA)

WPS-LDA는 기존의 LDA에 가중치를 더해 만든 

알고리즘으로서 클래스 간 공분산 행렬을 구할 때 

두 개의(Pairwise) 클래스 거리에 따라서 가중치를 

부여한다. 전통적인 방법의 LDA 클래스 간 공분산 

수식 (4)에 가중치를 적용한 공분산은 다음과 같다.

 


  




  






(12)

가중치는 두 클래스 간의 거리의 역수이며 수식 

(13)과 같이 계산된다. 만약 이 두 클래스의 거리가 

가깝다면 가중치 값이 커지기 때문에 결과적으로 클

래스 간 공분산 행렬에서 차지하는 값의 영향을 높일 

수 있는 장점이 있다.

  


 

  


(13)

가중치를 정규화 한 클래스 간 공분산 행렬은 다

음 수식 (14)로 나타낼 수 있다.

 


  




  











(14)

3. 가중치를 적용한 2D-LDA

3.1 제안한 알고리듬의 개요

LDA는 2D-LDA와 다르게 영상을 벡터로 받기 때

문에 이것을 2D-LDA에 그대로 적용할 경우 수식 

(14)에서 분자와 분모 행렬의 크기가 달라 가중치를 

적용할 수 없다. 따라서 이때만은 기존의 LDA와 같

이 두 영상을 벡터로 바꾸어 적용해야 한다.

    (15)

i번째 클래스의 평균 영상이 mxn의 크기를 가질 

때, 수식 (15)를 이용하여 2차원 영상을 1차원 벡터로 

변환할 수 있다. 본 시스템에서는 먼저 가중치 행렬

을 0 행렬로 생성한 후, 클래스 간 공분산 행렬에 가

중치를 적용하기 전 미리 가중치를 수식 (13)을 이용

하여 계산한다. 그 후 이 가중치의 분산이 매우 커지

기 때문에 수식 (16)를 이용하여 정규화를 실시한다.




  




  







(16)

이 수식에서 는 위에서 구한 가중치 행렬이고,

는 0부터 1 사이의 값을 가지며 가중치의 총합은 

1 이된다. 이렇게 정규화된 가중치 행렬에 각 요소에 

제곱하여 가중치를 강조하면 더 변별력이 생긴다. 이

렇게 생성된 가중치는 클래스 간의 거리에 따라, 가

까운 클래스 간에는 큰 값을, 먼 클래스 간에는 작은 

값을 가지게 된다. 그리고 가중치는 클래스 간 공분

산 행렬에 적용되어, 거리가 가까운 클래스들은 떨어

뜨리게 된다. 수식 (16)를 이용하면 2D-LDA에도 가

중치를 적용하여 클래스 간 공분산 행렬에서 클래스 

사이의 변별력을 높인 요소들을 수식 (14)를 이용하

여 구할 수 있다.

본 논문에서 클래스 간 거리의 척도로 유클리디언 

거리를 사용하였는데, 다른 거리 척도로 Kullback-

Leibler 거리를 사용할 수도 있다[8]. KL 거리는 본 

논문에서 다루지 않은 클래스 내 분산을 고려하는 

방법으로, 이 정보 또한 두 클래스를 구분하는 척도

로 쓰일 수 있다.

4. 실험 결과

본 연구에서는 ORL 데이터베이스와 India 데이터

베이스를 사용하였다. 이 ORL 데이터베이스는 40명

의 인물이 각각 10장씩, 총 400장으로 이루어져 있으

며 각 영상은 112 × 94의 흑백 영상이다. 또 India 데

이터베이스는 37명의 인물이 각각 10장씩, 총 370장

으로 이루어져 있으며, 각 영상은 640 × 480의 컬러 

영상이다. ORL 데이터베이스는 얼굴의 회전량이 적

고 배경도 거의 없다. 하지만 India 데이터베이스는 

얼굴의 회전량도 크고, 표정도 다양하며 배경이 차지

하는 부분이 넓은 편이다.

실험방법은 fisher 투영 축의 차원이 1, 5, 10, 20,

40, 80, 90일 때, 각 인물당 9장씩 학습하여 나머지 

한 장을 테스트하였을 때, 각 인물당 4장 혹은 5장씩 
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Fig. 1. ORL Database.

Fig. 2. India Database.

Table 2. The recognition rate in 5 training images in ORL

the dimension of
projection axis

weighted
2D-LDA(%)

non-weighted
2D-LDA%)

1 90.75 88.75

5 95.00 95.25

10 95.50 95.50

20 94.00 93.75

40 92.50 92.50

80 92.75 93.00

90 92.75 92.50

Table 3. The recognition rate in 9 training images in 

ORL

the dimension of
projection axis

weighted
2D-LDA(%)

non-weighted
2D-LDA%)

1 96.50 96.75

5 97.75 98.25

10 98.00 98.00

20 97.50 97.50

40 97.50 97.50

80 97.50 97.50

90 97.50 97.50

Table 4. The recognition rate in 4 training images in india

the dimension of
projection axis

weighted
2D-LDA(%)

non-weighted
2D-LDA%)

1 67.83 57.56

5 80.54 78.41

10 78.91 79.46

20 75.94 74.86

40 66.21 67.02

80 52.16 51.89

90 50.80 49.72

Table 5. he recognition rate in 9 training images in india

the dimension of
projection axis

weighted
2D-LDA(%)

non-weighted
2D-LDA%)

1 88.65 74.08

5 89.99 89.46

10 87.62 87.83

20 86.48 84.86

40 80.81 79.45

80 68.37 68.64

90 66.21 65.13

학습하여 다른 한 장을 테스트하였을 때로 나누어 

실험을 진행하였다. Table 2와 Table 3 그리고 Table

4와 Table 5를 살펴보면 투영 축의 차원에 따라 인식

률이 다르고 학습 영상의 개수에 따라 인식률이 다름

을 알 수 있다. 본 논문에서 제안한 알고리즘을 적용

하였을 때 가장 효과적일 때는 투영 축의 차원이 1일 

때와 4개 또는 5개의 학습 영상을 사용하였을 때이

다. ORL 데이터셋에서 2D-LDA보다 가중치를 적용

하였을 때 2%정도 인식률의 향상이 있고 나머지 부

분에서는 인식률의 차이가 크지 않음을 알 수 있다.

하지만 India 데이터셋에서는 이러한 인식률이 조금 

더 두드러진다. Fig. 4과 5는 Table 4와 5를 좀 더 

시각화하여 나타낸 것으로 투영 축이 낮고 학습 영상

의 수가 적을 때, 가중치를 적용한 방법이 기존의 방

법보다 더 나음을 나타낸다. 가중치가 적용된 2D-
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Fig. 3. Graph to Table 2. x-axis is dimension of projection 

axis, y-axis is recognition rate.

Fig. 4. Graph to Table 4. x-axis is dimension of projection 

axis, y-axis is recognition rate.

Fig. 5. Graph to Table 5. x-axis is dimension of projection 

axis, y-axis is recognition rate.

LDA는 클래스 간의 변별력을 높여주기 때문에 현재 

사용하고 있는 이런 데이터베이스 이외에도 클래스 

수가 더 많거나 혹은 영상의 분산이 큰 다른 데이터

베이스를 이용한다면 더 뚜렷하게 차이가 나타날 것

으로 생각된다.

5. 결  론

본 논문에서는 가중치를 적용한 2D-LDA를 제안

하였다. 기존의 2D-LDA는 학습 영상이 적고, 투영 

축의 차원이 낮을 때 인식률이 떨어지는 문제가 있

다. 이 문제를 해결하기 위해서 본 논문에서는 클래

스 간 공분산 행렬에 가중치를 적용하여 클래스 간 

변별력을 높이는 방법을 사용하였다. 그 결과 투영 

축의 차원이 낮으면서 학습 영상이 적을 때 인식률의 

향상이 가능함을 증명하였다.

최근의 HD영상 장비의 보급과 제한적인 학습 영

상이 사용자에게 편리함을 고려할 때, 투영 축의 차

원이 낮을수록, 학습 영상이 적게 필요한 알고리즘일

수록 시스템 적용이 유리하다. 따라서 본 논문에서 

제안한 방법을 사용하면 수행 속도가 중요하고 학습

영상이 제한적이면서 영상의 크기가 큰 시스템에서 

기존의 2D-LDA보다 높은 인식률을 얻을 수 있다.

앞으로는 2D-LDA를 이용한 얼굴 방향 인식과 가중

치를 계산 방법을 바꾸어 더 나은 성능 향상을 기대

하고자 한다.
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