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요  　 약

하이퍼큐 와 스타 그래 는 상호연결망으로 리 알려져 있다. 상호연결망의 임베딩은 임의의 연결

망 G를 다른 연결망 H에 사상하는 것이다. 상호연결망 G가 H에 은 비용으로 임베딩 가능하다는 것

은 연결망 G에서 개발된 알고리즘들을 연결망 H에서 효율 으로 이용할 수 있는 장 이 있다. 본 논문

에서는 HCN과 HON 사이의 임베딩과 스타(star)그래 와 하 팬 익그래  사이의 임베딩을 분석한다. 

연구 결과로 HCN(n,n)은 HON(Cn+1,Cn+1)에 연장율 3에 임베딩 가능하고, HON(Cd,Cd)를 

HCN(2d-1,2d-1)에 임베딩 비용은 O(d)임을 보인다. 한 스타그래 는 하 팬 익그래 에 연장율 11, 

확장율 1에 임베딩 가능하고, 평균 연장율은 8이다. 본 연구 결과는 HCN 연결망과 스타그래 에서 이

미 개발된 여러 가지 알고리즘을 HON 연결망과 하 팬 익그래 에서 효율 으로 이용할 수 있음을 

의미한다.

주제어 : 상호연결망, 임베딩, 알고리즘

Embedding algorithms among hypercube and star graph 

variants
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ABSTRACT

Hypercube and star graph are widely known as interconnection network. The embedding of an 

interconnection network is a mapping of a network G into other network H. The possibility of 

embedding interconnection network G into H with a low cost, has an advantage of efficient 

algorithms usage in network H, which was developed in network G. In this paper, we provide an 

embedding algorithm between HCN and HON. HCN(n,n) can be embedded into HON(Cn+1,Cn+1) 

with dilation 3 and HON(Cd,Cd) can be embedded into HCN(2d-1,2d-1) with dilation O(d). Also, 

star graph can be embedded to half pancake's value of dilation 11, expansion 1, and average dilation 

8. Thus, the result means that various algorithms designed for HCN and Star graph can be 

efficiently executed on HON and half pancake, respectively. 
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1. 서 론

인공지능, 모델링과 시뮬 이션, 유체역학 등의 

공학과 과학 분야의 응용문제는 많은 계산을 수

행하면서 빠른 시간에 해를 구해야 하기에 고성

능 컴퓨터 개발에 한 요구가 계속 되고 있다. 

최근 컴퓨터 설계에서 성능 향상을 한 방법으

로 병렬처리(Parallel Processing) 기술이 리 사

용되고 있다. 병렬처리는 다수의 로세서들이 여

러 개의 로그램 는 한 로그램의 분할된 부

분들을 분담하여 동시에 처리하는 기술을 의미한

다. 병렬처리를 한 이슈는 크게 병렬 컴퓨터를 

설계하는 문제와 병렬 알고리즘을 설계하는 문제

로 구분할 수 있다. 병렬 컴퓨터 시스템을 분류하

는 방식으로 로세서들이 처리하는 명령어들과 

데이터들의 스트림 수에 따라 SISD, SIMD, 

MISD, MIMD로 구분한다[1].

병렬 컴퓨터 시스템 분류에서 SIMD형과 

MIMD형이 병렬 컴퓨터 구조에 속한다. MIMD형 

컴퓨터는 공유 메모리를 갖는 다  로세서 시

스템과 분산 메모리를 갖는 다  컴퓨터

(Multi-computer) 시스템으로 분류할 수 있다. 다

 컴퓨터 시스템의 각 로세서들은 자신의 지

역 메모리 장치를 갖고 로세서들은 정 인 상

호연결망(Interconnection Network)에 의해 연결

되어 있다. 

지 까지 여러 가지 종류의 상호연결망이 발표

되었다. 상호연결망을 노드 개수 심으로 구분하

면 메쉬 부류, 하이퍼큐  부류, 스타 그래  부

류, 하이퍼-스타 부류가 있다. 이러한 상호연결망

을 평가하는 척도는 지름, 분지수, 망비용, 고장허

용도, 병렬경로, 고장지름, 임베딩 등이 있다[2]. 

임베딩은 한 연결망의 로세서와 통신링크를 

다른 연결망의 로세서와 통신링크로 사상

(mapping)시키는 방법을 일컫는다. 임베딩을 수행

하는 목 은 이미 개발된 알고리즘을 새로운 연

결망에서 효율 으로 사용할 수 있고, 임베딩 된 

연결망을 보다 쉽게 이해할 수 있으며, 새로운 연

결망에서 개발될 알고리즘을 기존의 연결망에서 

개발된 알고리즘을 활용하므로 비용을 일 수 

있다. 이러한 목 으로 인해 임베딩은 상호연결망

을 평가하는 요한 척도 의 하나로 인식되어 

다양한 연결망에서 연구 결과가 발표되고 있다

[3][4][5][6][7][8].

하이퍼큐 는 재귀  구조, 간단한 라우  알고

리즘, 노드  에지 칭성, 효율 인 방송 알고

리즘, 다양한 상호연결망과의 효과 인 임베딩 등

의 좋은 장 으로 인해 상용화된 연결망이다[1].  

 하이퍼큐 는 노드 개수의 증가에 따른 분지수

의 증가로 인해 네트워크의 망비용이 좋지 않은 

단 이 있다. 이러한 단 을 극복하기 해 

Shuffle Exchange, Cube-Connected-Cycle, de 

Bruijin, Butterfly 등이 제안 되었다. 한 노드와 

에지의 인  계를 조작하여 하이퍼큐 의 망비

용을 개선한 연결망으로 재귀원형군, 

Multiply-Twisted-Cube, Extended Hypercube, 

HCN[9], Odd 연결망[10][11], HON[12], 

HFN(Hierarchical Folded  hypercube 

Network)[13] 등이 제안 되었다. 

스타(Star) 그래 의 망비용(Network Cost)을 

개선하기 해 계층 구조를 갖는 행렬-스타

(Matrix-star) 그래 와 매크로-스타(Macro-star) 

그래 가 제안되었고[14], 스타 그래 의 고장 허

용도를 강화하기 해  그래 가 제안되었다. 

한 그래  결합을 이용한 구조로 RFM 그래

가 제안되었고[15], 스택 구조에서 자료 정렬 문제

로부터 출발한 팬 익(Pancake) 그래 와 버블정

렬 그래 가 제안되었으며[16], 팬 익 그래 의 

분지수를 반으로 인 하 팬 익 그래 (Half 

Pancake)가 제안되었다[17]. 

기존 임베딩 연구에서는 임베딩의 상이 되는 

그래  구조가 스타그래 의 노드 주소 형태인 

일차원 벡터 형식의 주소를 갖는 그래 들 사이

의 연구가 주류를 이루었다. 물론 스타그래 와 

매크로-스타 그래  사이의 임베딩은 일차원 벡

터 구조와 계층  구조 사이의 임베딩이다. 

본 연구에서는 하이퍼큐 의 변형 그래 에서 

노드의 주소가 계층 구조 형태로 표 되는 

HCN(Hierarchical Cubic Network)과 

HON(Hierarchical Odd Network) 사이의 임베딩

을 분석한다. 한 최근에 제안된 팬 익 그래

의 분지수를 1/2 정도 개선한 하 팬 익 그래

와 스타 그래  사이의 임베딩을 분석한다. 기존

의 팬 익 그래 는 모든 부분 순열을 뒤집은 노
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드와 연결 계가 있지만 하 팬 익 그래 는 

기존 팬 익그래  분지수의 반만 이용하여 구

성한 그래 이다. 따라서 그래 의 주소 표  방

법이 다른 그래  구조간의 임베딩을 통해 이미 

개발된 알고리즘을 활용할 수 있는 기  연구를 

수행한데  의미가 있다 하겠다. 

본 논문에서는 하이퍼큐 의 변형 그래 인 

HCN과 HON  사이의 임베딩을 분석하 고, 스타 

그래 와 하 팬 익 그래  사이의 임베딩을 분

석하 다. 연구 결과로 HCN(n,n)은 

HON(Cn+1,Cn+1)에 연장율 3, 확장율 
  



에 임

베딩 가능함을 보이고, HON(Cd,Cd)를 

HCN(2d-1,2d-1)에 임베딩 하는 비용은 O(d)임을 

보인다. 한 스타 그래  Sn은 하 팬 익 HPn

에 연장율 11, 확장율 1에 임베딩 가능하고, 평균 

연장율은 8 이하임을 보인다. 하 팬 익 HPn은 

스타그래  Sn으로 임베딩 연장율은 O(n)이다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 하이

퍼큐 와 스타그래 의 변형 그래 인 HCN, 

HON, Odd 연결망, 하 팬 익그래 의 성질에 

하여 알아보고, 3장에서는 스타그래 와 하 팬

익 그래   HCN과 HON  사이의 임베딩을 

분석하고 4장에서 결론을 맺는다.

2. 관련 연구 

하이퍼큐  Qn의 노드는 n개 이진비트스트링 

으로 나타내고, 에지는 1비트 주소가 다른 두 노

드 U=x1x2...xi...xn와 V=
  사이에 에지가 

존재한다(1≤i≤n). 노드 수는 2n이고, 분지수와 지

름은 각각 n이다. 하이퍼큐  Qn에서 노드 복이 

없는 두 개의 Qn-1을 찾는 방법은 n가지이다.

상호연결망 HCN(n,n)은 n-차원 하이퍼큐 를 

기본 모듈로 사용하는 계층  연결망이다. 

HCN(n,n)은 2
2n
개의 노드들을 포함하고 

(n+1)22n-1개 에지를 포함하며, 분지수는 n+1이다. 

HCN(n,n)의 노드는 (I,J)로 나타내고, I는 기본모

듈 주소이고, J는 기본모듈 내부의 주소이다. 외

부에지는 지름에지(diameter link)와 비지름에지

(non-diameter link)로 구분한다. 지름에지는 노드

의 주소가 0≤I≤(2
n
-1)와 0≤J≤(2

n
-1)를 만족하

는 노드 (I,I)와 (J,J)를 연결하는 외부에지를 말

하고, 이때 주소 I와 J는 보수 계이다. 지름에

지가 아닌 외부에지를 비지름에지라 하고 (I,J)와 

(J,I)를 연결하는 에지이다(I≠J). <그림 1>은 

HCN(3,3)의 구조를 나타내고 있고, <그림 1>의 

각 기본 모듈은 3차원 하이퍼큐  Q3을 나타낸다.

   <그림 1> 하이퍼큐  Q3와 HCN(3,3)

Odd  연결망 Od의 노드수는 (2d-1)Cd이고, 분지수

는 d이며 지름은 d-1이다. 각 노드의 주소는 

2d-1개의 이진비트스트링으로 구성되어 있고, 

x1x2...xi...x2d-1로 나타낸다. 각 노드의 주소를 나타

내는 이진비트스트링에서 1의 개수가 0의 개수보

다 하나 많으며, 두 노드 U=x1x2...xi...x2d-1와 V=


 사이에 에지가 존재한다(1≤i≤2d-1).

<그림 2> 오드 연결망 O3와 HON(C3,C3)
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HON  연결망은 Odd 연결망을 기본 모듈로 갖

는 계층 구조이고, HON(Cd,Cd)은 Cd개의 기본 

모듈로 구성된다. 노드는 (I,J) 주소로 표 하며, 

I와 J를 구성하는 비트스트링의 개수는 같다. I는 

기본 모듈 주소이고, J는 기본 모듈 내부의 주소

이다. 각 노드는 d+1 혹은 d+2개의 에지를 갖는

다. I≠J인 경우 기본 모듈과 기본 모듈을 연결하

는 에지가 존재하고, 그 지 않은 경우에는 기본 

모듈과 기본 모듈을 연결하는 에지가 존재하지 

않는다. 이 에지를 외부에지라고 하며, 두 노드 

(I,J)와 (J,I)를 연결한다. HON(Cd,Cd)의 분지수

는 d+2이다. 지 까지 지름, 분지수, 망비용, 방송, 

임베딩 등이 분석되었다[8][12]. <그림 2>는 

HON(C3,C3)의 구조를 나타내고 있다. <그림 2>

의 기본 모듈은 3차원 오드 연결망 O3이다.

스타그래  Sn의 노드 주소는 n개의 서로 다른 

심볼의 순열로 표 될 수 있고, 노드 v와 w의 비

트 스트링에서 첫 번째 심볼과 나머지 n-1개 심볼 

 한 개의 심볼이 교환된 순열을 갖는 노드 v와 

w 사이에 에지가 존재한다. 스타그래  Sn은 n!개 

노드와 분지수가  n-1이다. 4-차원 스타 그래  구

조가 <그림 3>에 있다. 

<그림 3> 4-차원 스타 그래

n-차원 하 팬 익 HPn의 노드는 <N>={1,2,3...,n}

의 순열로 표 하고, 노드를 연결하는 에지는 과 

로 구성되어 있으며 다음과 같다

(≤≤⌊
⌋). 에지 은 노드 주소를 나타내

는 순열에서 n번째 원소부터 첫번째 원소까지 성

분의 순서를 뒤집어 생성된 순열을 연결하는 에

지이다. 에지 는 k번째 원소에서 첫 번째 원소

까지 성분의 순서를 뒤집어 생성된 순열을 연결

하는 에지이다. 하 팬 익 HPn의 노드 개수는 n!

개 이고, 분지수는⌊
⌋개다. <그림 4>은 4-차

원 하 팬 익 HP4의 제이다.

<그림 4> 4-차원 하 팬 익 HP4 

3. 임베딩 분석

상호연결망의 임베딩(embedding)은 어떤 연결

망 G가 다른 연결망 H에 은 비용으로 임베딩 

가능하다는 것은 연결망 G에서 개발된 알고리즘

들을 연결망 H에서 은 비용으로 효율 으로 이

용할 수 있기 때문에 의미를 갖는다. 

연결망 G의 노드 집합, 에지 집합, 경로 집합을 

각각 V(G), L(G), P(G)라고 표 하겠다. 상호연

결망 G(V,L)을 G'(V',L')로 임베딩 하는 함수(Φ,

ρ)은 V(G)의 노드들을 V'(G')의 노드들로 사상하

고, L(G)의 에지들을  P(G')의 경로들로 사상하는 

것을 말한다. 즉, Φ: V→V'이고, ρ: L→P(G')이다. 

임베딩의 비용을 나타내는 표 인 척도로 연장

율(dilation), 확장율(expansion), 집율

(congestion) 등이 있다. 상호연결망의 연장율은 

연결망 G의 한 에지가 G'에 사상되었을 때의 경

로 길이를 나타내고, 확장율은 G가 G'에 사상되

었을 때 G와 G'의 노드들의 비율을 나타낸다. 

집율은 G가 G'에 사상되었을 때 G'의 한 에지를 

사용하는 G의 에지 개수를 나타낸다. 연장율은 

어떤 그래 를 다른 그래 에서 시뮬 이션할 때 

요구되는 통신비용을 나타내고, 집도는 시뮬

이션 할 때 호스트 그래  H의 한 에지에 걸리는 
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부하를 나타낸다. 그리고 확장율은 그래  G를 

시뮬 이션하기 해 필요한 호스트 그래  H의 

최소 로세서의 수를 나타내며 하드웨어 비용과 

련된다. 

상호연결망 G의 한 노드 S에 인 한 노드 S'가 

있다고 가정하자. 이때 노드 S와 S'를 연결하는 

에지가 라고 한다면 노드 S와 S'의 계를 다

음과 같이 표 하겠다. 본 논문의 상호연결망은 

무방향 그래 이기 때문에 노드 (S)=S'이고, 

(S')=S로 표 할 수 있다. 한 노드의 주소를 순

열로 표 할 수 있으므로 순열을 노드 주소와 동

일한 의미로 사용한다. 를 들어 하 팬 익 그

래 의 정의에 의해 임의의 노드 S의 순열을 

  ⌊
 ⌋⌊

 ⌋     이라 하자. 노드 S와 에

지 에 인 한 노드  의 순열  = 

    ⌊
 ⌋  ⌊

 ⌋  으로 표 한다. 에지 

도 동일하게 표 할 수 있다. 

정리 1 계층  상호연결망 HCN(n,n)은 

HON(Cn+1,Cn+1)에 연장율 3, 확장율 
  



에 임

베딩 가능하다.

증명 계층  상호연결망 HCN(n,n)의 임의의 

한 노드를 S=(s1s2...sn,sn+1...s2n)=(I,J)라 하고, I의 

보수를 = , J의 보수를 
=라 

하며, I의 첫 번째 비트스트링을 제거한 비트스트

링을 I
1
=s2...sn, J의 첫 번째 비트스트링을 제거한 

노드를 J1=sn+2...s2n라고 하겠다. 노드 S와 인 한 

노드를 S'=(s'1s'2...s'n,s'n+1...s'2n)=(K,L)라 하자. 노

드 S=(I,J)와 S'=(K,L)는 하이퍼큐  정의에 의해 

u번째 비트스트링이 서로 다른 노드이고, 이때 노

드 S=(I,J)와 S'=(K,L)를 연결하는 에지를 u-차원 

에지라 한다(1≤u≤2n). 증명을 해 3개의 이진

비트스트링 v1, v2, 1을 연속으로 연결한 비트스트

링을 v1v21라고 표 하겠다. HCN(n,n)의 임의의 

노드 S는 HON(Cn+1,Cn+1)의 노드에 다음과 같이 

임베딩 한다. Φ(S)=(I 1,J1). 임의의 한 에지를 

e라고 하면, e∈E(HCN(n,n))이다. 에지 e의 발생 

조건에 따라 다음의 4가지 경우로 나 어 증명하

겠다.

경우 1) 에지 e가 지름 에지인 경우

에지 e에 의해 연결되어 있는 두 노드를 

S=(I,I)와 T==(  ,  )라고 하자. 그러면 노드 S가 

임베딩 된 노드는 Φ(S)=(I  1,I 1)이고, 노드 T가 

임베딩 된 노드는 Φ(T)=(  I1,  I1)이다. 

HON(Cn+1,Cn+1)에 임베딩 된 두 노드 Φ(S)와 Φ

(T) 사이의 경로는 다음과 같다. ρ(e)=(I 1,I 

1)-(I  1,  I1-(  I1,I  1))-(  I1,  I1). 그러므로 에지 

e가 지름 에지인 경우에는 연장율 3으로 임베딩 

가능함을 쉽게 알 수 있다.

 1) S=(00,00), T=(11,11) → Φ

(S)=(00111,00111), Φ(T)=(11001,11001). 

ρ(e)=(00111,00111)-(00111,11001)-(11001,00111) 

-(11001,11001).

경우 2) 에지 e가 비지름 에지인 경우

에지 e에 의해 연결되어 있는 두 노드를 

S=(I,J)와 T=(J,I)라고 하자. 그러면 노드 S가 임

베딩된 노드는 Φ(S)=(I  1,J1)이고, 노드 T가 임

베딩된 노드는 Φ(T)=(J1,I  1)이다. 

HON(Cn+1,Cn+1)에 임베딩된 노드 Φ(S)와 Φ(T) 사

이의 경로는 다음과 같다. ρ(e)=(I  1,J1)-(J1,I

 1). 그러므로 에지 e가 비지름 에지인 경우에는 

연장율 1로 임베딩 가능함을 쉽게 알 수 있다. 

 2) S=(11,00), T=(00,11) → Φ

(S)=(11001,00111), Φ(T)=(00111,11001). 

ρ(e)=(11001,00111)-(00111,11001).

경우 3) n+1≤u≤2n이고, sn+1≠s'n+1인 경우

에지 e에 의해 연결되어 있는 두 노드를 

S=(I,0J
1
)와 T=(I,1J

1
)라고 하자. 그러면 노드 S가 

임베딩 된 노드는 Φ(S)=(I  1,0J111)이고, 노드 

T가 임베딩 된 노드는 Φ(T)=(I  1,1J101)이다. 

HON(Cn+1,Cn+1)에 임베딩 된 노드 Φ(S)와 Φ(T) 

사이의 경로는 다음과 같다. ρ(e)=(I  1,0J11

1)-(I  1,11J10)-(I  1,1J101). 그러므로 에지 e

가 n+1≤u≤2n이고, sn+1≠s'n+1인 경우에는 연장율 

2로 임베딩 가능함을 쉽게 알 수 있다. 

 3) S=(11,00), T=(11,10) → Φ

(S)=(11001,00111), Φ(T)=(11001,10011). 
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ρ(e)=(11001,00111)-(11001,11100)-(11001,10011).

경우 4) n+1≤u≤2n이고, si≠s'i인 경우(n+2≤i≤

2n)

에지 e에 의해 연결되어 있는 두 노드를 

S=(I,xv10v2)와 T=(I,xv11v2)라고 하자. x는 0 혹은 

1이고, v1과 v2는 임의의 이진비트스트링을 나타낸

다(0≤|v1,v2|≤n-1). 그러면 노드 S가 임베딩 된 

노드는 Φ(S)=(I 1,xv10v2  11 21)이고, 노드 T가 

임베딩 된 노드는 Φ(T)=(I 1,xv11v2  10 21)이다. 

HON(Cn+1,Cn+1)에 임베딩 된 노드 Φ(S)와 Φ(T) 

사이의 경로는 다음과 같다. ρ(e)=(I 1,xv10v2  11

 21)-(I 1,  11 2xv11v20)-(I  1,xv11v2  10 21). 그

러므로 에지 e가 n+1≤u≤2n이고, si≠s'i인 경우

에는 연장율 2로 임베딩 가능함을 쉽게 알 수 있다.

 4) S=(00,10), T=(00,11) → Φ

(S)=(00111,10011), Φ(T)=(00111,11001).

ρ(e)=(00111,10011)-(00111,01110)-(00111,11001).

□

정리 2에서는 첫 번째 비트스트링이 1과 0으로 

구성된 노드들의 집합을 각각 A1과 A0라고 하겠

다.

정리 2 HON(Cd,Cd)를 HCN(2d-1,2d-1)에 임

베딩 하는 비용은 O(d)이다.

증명 HON(Cd,Cd)의 임의의 노드를 

S=(I,J)=(s1s2...sdsd+1...s2d-1,t1t2...tdtd+1...t2d-1)라고 하

고, I의 보수를 = , J의 보수를 


=라고 하며, I의 첫 번째 비트스트

링을 제거한 비트스트링을 I1=s2...s2d-1, J의 첫 번

째 비트스트링을 제거한 노드를 J
1
=t2...t2d-1라고 

하겠다. 노드 S와 인 한 노드를 

S'=(K,L)=(s'1s'2...s'ds'd+1...s'2d-1,t'1t'2...t'dt'd+1...t'2d-1)

이라 하자. 노드 S=(I,J)와 S'=(K,L)는 

HON(Cd,Cd)의 내부 에지 정의에 의해 J=L일 때, 

I와 K의 u번째 비트스트링만 같고 나머지 비트스

트링이 서로 다른 노드이다. 이때 노드 S=(I,J)와 

S'=(K,L)를 연결하는 내부 에지를 u-차원 에지라 

한다(1≤u≤2d-1). 노드 S=(I,J)와 S'=(K,L)는 

HON(Cd,Cd)의 외부 에지 정의에 의해 I=L이고 

J=K인 노드이다. I 는 J∈A
0
이면, Φ(I)=0I1 

는 Φ(J)=0J1이고, I 는 J∈A1이면, Φ(I)=0  

는 Φ(J)=0이다. 그러면 Φ(I) 는 Φ(J)의 비트

스트링의 길이는 2d-1이고, |1|=|0|±1이다. 임의의 

한 에지를 e라고 하면, e∈E(HON(Cd,Cd))이다. 

에지 e가 u=1이고, s1=s'1=1인 경우의 임베딩을 

통해 HON(Cd,Cd)을 HCN(2d-1,2d-1)에 임베딩 

하는 비용이 O(d)임을 보인다.

경우 1) 에지 e가 u=1이고, s1=s'1=1인 경우

에지 e에 의해 연결되어 있는 HON(Cd,Cd)의 

두 노드는 S=(1s2...sd ,J)와 S'=(1
s2...sd,J)

이다. S와 S'가 HCN(2d-1,2d-1)에 임베딩 된 노

드는 Φ(S)=(0s2...sd,0
)와 Φ(S')=(0s2...sd

 ,0
)이다. 내부에지에 의해 연결되어 있기 

때문에 두 노드 Φ(S)와 Φ(S')의 거리는 2d-2이다. 

그러므로 HON(Cd,Cd)를 HCN(2d-1,2d-1)에 임

베딩 하는 연장율의 비용은 O(d)임을 알 수 있다.

□

정리 3 스타그래  Sn은 하 팬 익 HPn에 연

장율 11, 확장율 1에 임베딩 가능하다. 

증명 스타그래  Sn의 임의의 노드 S의 순열을 

S(=s1s2...si...sn) 이라 하자. 스타그래  Sn의 순열

에서 임의의 두개 심벌이 교환된 노드 즉, 노드 S

와 인 한 노드를 S'(=sis2...s1...sn) 이라 하고, 노

드 S와 S'를 연결하는 에지를 i-차원 에지라 하자

(2≤i≤n). 

하 팬 익 HPn의 임의의 노드 H의 순열을 

H(=h1h2...hi...hn) 이라 하고, 순열 H와 인 한 노

드를 H'(=hihi-1hi-2...h3h3h1hi+1...hn) 라고 하자(2≤i≤

n). 하 팬 익 Hn의 노드 H와 H'를 연결하는 

에지는 그래  정의에 의해 2가지가 있다. 

본 논문에서 스타그래 를 하 팬 익에 사상 

하는 것은 Sn의 노드 S를 하 팬 익 HPn의 노

드 H로 사상하고, 노드 S'를 노드 H'에 사상하도

록 한다. 이때 하 팬 익 HPn의 에지를 정의한 

연산을 용하여 노드 H에서 H'의 순열로 변환 

과정에서 용하는 에지의 개수가 임베딩의 연장

율이 된다. 본 증명에서는 스타그래  Sn의 i-차
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원 에지가 갖는 i의 값에 따라 2가지 경우로 나

어 생각한다(2≤i≤n). 스타그래 의 i-차원 에지

에서 2가지 경우는 하 팬 익 그래 의 에지 종

류 2가지를 의미한다.

경우 1) i≤(n/2)+1인 경우

스타그래 의 i-차원 에지는 i≤3인 경우와 4≤

i≤(n/2)+1인 경우로 나  수 있다.

경우 1-1) 2≤i≤3인 경우

스타그래 의 2-차원, 3-차원 에지는 하 팬

익 HPn의 에지 에서 k=2, k=3인 경우와 동일

함을 쉽게 알 수 있다. 를 들어 스타그래  Sn

의 노드 S(=s1s2s3...si-1sisi+1...sn)와 3-차원에지에 

인 한 노드 S'(=sis2s1...si-1s1si+1...sn)이다. 하 팬

익 HPn의 순열 H(=h1h2h3...hi-1hihi+1...hn)에서 에

지  에 인 한 노드 H'(=h3h2h1...hi-1h1hi+1...hn)

이다. 따라서 스타그래 의 2-차원, 3-차원 에지

는 연장율 1에 임베딩 가능하다. 

경우 1-2) 4≤i≤(n/2)+1인 경우

이 경우 노드 S(=s1s2...si-1sisi+1...sn)와 

S'(=sis2s3...si-1s1si+1...sn)를 연결하는 에지는 i-차원 

에지이다(2≤i≤(n/2)+1). 하 팬 익 HPn의 순열 

H ( = h 1 h 2 . . . h i - 1 h i h i + 1 . . . h n ) 에 서 

H'(=hih2h3...hi-1h1hi+1...hn)까지 라우 을 해 필요

한 하 팬 익의 에지 시퀜스는 < pi-1, pi, p2, pi, 

pi-1 >이다. 

하 팬 익의 순열 H에서 에지 시퀜스 < pi-1, 

pi, p2, pi, pi-1 >를 순차 으로 용하여 도달하는 

노드가 H'임을 보인다. 노드 

H(=h1h2...hi-1hihi+1...hn)에서 에지 pi-1에 인 한 노

드 pi-1(H)=hi-1hi-2....h3h2h1hihi+1...hn이고, 순열 

pi-1(H)에서 에지 pi에 인 한 노드 

pi(pi-1(H))=hih1h2h3....hi-2hi-1hi+1...hn이다. 순열 

pi(pi-1(H))에서 에지 p2에 인 한 노드 

p2(pi(pi-1(H)))=h1hih2h3....hi-2hi-1hi+1...hn이다. 논문의 

기술 편의상 노드 p2(pi(pi-1(H)))를 순열 β라 하

자. 순열 β에서 에지 pi에 인 한 노드 pi(β)= 

hi-1hi-2hi-3....h3h2hih1hi+1...hn이다.  순열 pi(β)에서 에

지 pi-1에 인 한 노드는 pi-1(pi(β))= 

hih2h3....hi-3hi-2hi-1h1hi+1...hn이다. 결국 하 팬 익의 

순열 H(=h1h2...hi-1hihi+1...hn)에서 에지 시퀜스 < 

pi-1, pi, p2, pi, pi-1 >를 순차 으로 용하여 도

달한  순열 pi-1(pi(p2(pi(pi-1(H)))))은 순열 

H'(=hih2h3...hi-1h1hi+1...hn)와 동일함을 알 수 있다.

따라서 스타그래 의 노드 S와 S'를 연결하는 

i-차원 에지는 하 팬 익의 순열 H에서 에지 시

퀜스 < pi-1, pi, p2, pi, pi-1 >를 순차 으로 용

하여 도달한 노드와 동일한 순열임을 알 수 있고, 

그 연장율이 5임을 알 수 있다(2≤i≤(n/2)+1). 

경우 2)  i≥(n/2)+2인 경우

스타그래 에서 노드 S(=s1s2...si-1sisi+1...sn)와 경

우 2에 의해 인 한 노드 S'(=sis2s3...si-1s1si+1...sn) 

이다. 스타그래 의 노드 S와 S'를 연결하는 에지

는 i-차원 에지에서 i의 범 는 ((n/2)+2)≤i≤n이

다. 본 경우2에서 순열을 간단하게 표 하기 해 

k=(n/2 +2)이라고 가정한다. 노드 S의 순열을 k를 

이용하여 표 하면 S(=s1s2...sk-1sksk+1...sn)이고, 노

드 S에 인 한 노드 S'(=sks2s3...sk-1s1sk+1...sn)이다

(k=(n/2 +2)). 하 팬 익 HPn에서 k=(n/2 +2)을 

이용하여 노드 H와 H'의 순열을 다시 표 하면 

H ( = h 1 h 2 . . . h k - 1 h k h k + 1 . . . h n ) 이 고 , 

H'(=hkh2h3...hk-1h1hk+1...hn)이다. 노드 H에서 H'까

지 라우 을 해 필요한 하 팬 익의 에지 시

퀜스는 < pk-1, pn, pn-j, pk-2, pk-1, p2, pk-1, pk-2, 

pn-j, pn, pk-1 >이다. 

하 팬 익의 순열 H에서 에지 시퀜스 < pk-1, 

pn, pn-j, pk-2, pk-1, p2, pk-1, pk-2, pn-j, pn, pk-1 >를 

순차 으로 용하여 도달하는 노드가 H'임을 보

인다. 노드 H(=h1h2h3...hk-1hkhk+1...hn)에서 에지 pk-1

에 인 한 노드 pk-1(H)=hk-1hk-2....h3h2h1hkhk+1...hn이

고, 순열 pk-1(H)에서 에지 pn에 인 한 노드 

pn(pk-1(H))=hn....hj+1hj....hk+1hkh1h2h3...hk-2hk-1이다. 에

지 pn-j에 인 한 순열을 나타내기 해 원소 hj와 

hj+1를 순열의 원소로 잠정 으로 추가하 다. 순

열 pn(pk-1(H))에서 에지 pn-j에 인 한 노드 

pn-j(pn(pk-1(H)))=hj+1....hnhj....hk+1hkh1h2h3...hk-2hk-1이

다. 논문의 기술 편의상 노드 pn-j(pn(pk-1(H)))를 

순열 β라 하자. 순열 β에서 에지 pk-2에 인 한 

노드 pk-2(β)=hkhk+1....hjhn....hj+1h1h2h3...hk-2hk-1이다. 

순열 pk-2(β)에서 에지 pk-1에 인 한 노드 

pk-1(pk-2(β))=h1hj+1....hnhj....hk+1hkh2h3...hk-2hk-1이고, 

순열 pk-1(pk-2(β))에서 에지 p2에 인 한 노드 
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p2(pk-1(pk-2(β)))=hj+1h1....hnhj....hk+1hkh2h3...hk-2hk-1이

다. 논문의 기술 편의상 노드 p2(pk-1(pk-2(β)))를 δ

라 하자. 노드 δ에서 에지 pk-1에 인 한 노드 

pk-1(δ)=hkhk+1....hjhn....h1hj+1h2h3...hk-2hk-1이다. 노드 

pk-1(δ)에서 에지 pk-2에 인 한 노드 pk-2(pk-1(δ))= 

h1....hnhj....hk+1hkhj+1h2h3...hk-2hk-1이다. 논문의 기술 

편의상 노드 pk-2(pk-1(δ))를 ε라 하자. 순열 ε에서 

에지 pn-j에 인 한 노드 pn-j

(ε)=hn...h1hj....hk+1hkhj+1h2h3...hk-2hk-1이다. 노드 pn-j

(ε)에서 에지 pn에 인 한 노드 pn(pn-j

(ε))=hk-1hk-2...h3h2hj+1hkhk+1...hjh1...hn이다. 순열 

pn(pn-j(ε))=hk-1hk-2...h3h2hj+1hkhk+1...hjh1...hn에서 원소 

hj와 hj+1은 에지 pn-j에서 임시로 생성한 원소이므

로 삭제한 후 순열을 표 해도 문제가 없다. 따라

서 순열 pn(pn-j(ε))=hk-1hk-2...h3h2hkh1hk+1...hn로 나타

낼 수 있다. 노드 pn(pn-j(ε))에서 에지 pk-1에 인

한 노드 pk-1(pn(pn-j(ε)))=hkh2h3...hk-2hk-1h1hk+1...hn이

다. 결국 하 팬 익의 순열 H(=h1h2...hi-1hihi+1...hn)

에서 에지 시퀜스 < pk-1, pn, pn-j, pk-2, pk-1, p2, 

pk-1, pk-2, pn-j, pn, pk-1 >를 순차 으로 용하여 

도달한  순열은 H'(=hih2h3...hi-1h1hi+1...hn)와 동일함

을 알 수 있다. 

따라서 스타그래 의 노드 S와 S'를 연결하는 

i-차원 에지는 하 팬 익의 순열 H에서 에지 시

퀜스 < pk-1, pn, pn-j, pk-2, pk-1, p2, pk-1, pk-2, pn-j, 

pn, pk-1 >를 순차 으로 용하여 도달한 노드와 

동일한 순열임을 알 수 있고, 그 연장율이 11임을 

알 수 있다(i≥(n/2)+2). □ 

정리 4 하 팬 익 HPn은 스타그래  Sn으로 

임베딩 연장율은 O(n)이다.  

증명 하 팬 익 HPn을 스타그래  Sn으로 임

베딩 하는 것은 HPn의 노드 H를 스타그래  Sn

의 노드 S로 사상하고, 하 팬 익 HPn의 노드 

H'를 스타그래 의 노드 S'에 사상하도록 한다. 

이때 스타그래  Sn에서 노드 S에서 S'의 최단 

경로로 순열을 변환 과정에서 용하는 에지의 

개수가 임베딩의 연장율이 된다. 본 증명에서는 

하 팬 익 HPn의 에지 과 가 갖는 값에 따

라 2가지 경우로 나 어 생각한다. 

경우 1) 에지 

하 팬 익 HPn의 임의의 노드 

H(=h1h2...hk...hn)와 에지 에 인 한 노드  

(=hnhn-1hn-2...h3h2h1)이다. 스타그래  Sn의 임의의 

노드 S(=s1s2...si...sj...sn)에서 임의의 두개 심벌 s1

과 si가 교환된 노드 즉, 노드 S와 인 한 노드를 

S'(=sis2...s1...sn)라고 하고 노드 S와 S'를 연결하는 

에지를 i-차원 에지라 하자(2≤i≤n). 

스타그래  Sn의 순열 S에서 2개의 심벌 si와 sj

의 치를 서로 교환한 순열 s1s2...sj...si...sn까지 도

달하기 해서는 3개의 차원 에지 < i, j, i >를 

순서 로 용해야 한다. 순열 S(=s1s2...si...sj...sn)

에서 i-차원 에지에 의해 인 한 노드 

i(S)=sis2...s1...sj...sn이고, 노드 i(S)에서 j-차원 에

지에 의해 인 한 노드 j(i(S))=sjs2...s1...si...sn이고, 

노드 j(i(S))에서 i-차원 에지에 의해 인 한 노드  

i(j(i(S)))=s1s2...sj...si...sn이다. 따라서 스타그래  

Sn의 순열 S에서 (n-1)개의 심벌을 원하는 치

로 이동하기 해 필요한 에지 개수는 ⌊
⌋

이다. 따라서 하 팬 익 HPn의 임의의 노드 H

와 에지 에 인 한 노드  을 스타그래  Sn

의 임의의 노드 S와 S'로 각각 사상하기 해 필

요한 연장비율은 O(n)이다.

경우 2) 에지  , ≤≤⌊
⌋  

하 팬 익 HPn의 임의의 노드 

H(=h1h2...hk-1hkhk+1...hn)와 에지 에 인 한 노드 

(=hkhk-1hk-2...h3h2h1...hk+1...hn)이다. 노드 H와 

에지 에 의해 인 한 노드 의 순열에서 순

서가 뒤집  있는 심벌 개수는 최  k개이다. 따

라서 스타그래  Sn의 순열 S에서 (k-1)개의 심

벌을 원하는 치로 이동하기 해 필요한 에지 

개수는 ⌊
⌋이다. 여기서 k가 가질 수 있는 

최댓값이 ⌊
⌋  이므로 임베딩을 한 연장율은 

⌊
⌋이므로 O(n)이다. □

따름정리 5 스타그래  Sn을 하 팬 익 HPn

에 임베딩 할 때 평균 연장율은 8 이하이다.

증명 스타그래  Sn의 정의에 의해 한 노드에 

인 한  i-차원 에지는 n-1개 있다. n-1개의 i-차
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원 에지는 i≤3인 경우에 에지 2개가 있고, 4≤i≤

(n/2)+1인 경우에 에지 (n/2)-2개가 있고, i≥

(n/2)+2인 경우 에지 (n/2)-1개가 있다. i-차원 에

지에서 i≤3인 경우의 2개 에지의 연장율은 각각 

1이고, 4≤i≤(n/2)+1인 경우의 (n/2)-2개 에지의 

연장율은 5이고, i≥(n/2)+2인 경우의 (n/2)-1개 

에지의 연장율은 11이다. 스타그래  Sn은 정규연

결망이므로 한 노드에 인 한 연장율의 합을 노

드의 인 한 에지 개수로 나 어 평균연장율을 

구할 수 있다. 따라서 평균 연장율은 

××





=


이므로 8 이

하임을 알 수 있다. □

4. 결 론

병렬 처리를 한 다  컴퓨터 시스템에서 상

호연결망은 체 시스템의 성능  확장성에 큰 

향을 미친다. 상호연결망을 평가하는 척도는 지

름, 분지수, 망비용, 고장허용도, 병렬 경로, 고장

지름, 임베딩 등이 있다.  

임베딩은 어떤 연결망 G의 로세서와 통신링

크를 다른 연결망 H의 로세서와 통신링크들로 

사상(mapping)하는 방법이다. 임베딩은 연결망 G

에서 이미 개발된 알고리즘을 새로운 연결망 H에

서 효율 으로 사용할 수 있는 방법을 제공하기 

때문에 상호연결망을 평가하는 척도 의 하나이

다.   

하이퍼큐 와 스타그래 는 표 인 상호연결

망이다. 하이퍼큐 의 단 을 개선한 연결망으로 

계층  형태로 표 한 HCN과 HON  등이 있다. 

팬 익그래 와 스타그래 의 망비용을 개선하기 

해 하 팬 익 연결망이 제안 되었다. 

본 논문에서는 하이퍼큐 의 단 을 개선한 

HCN과 HON 사이의 임베딩을 분석하 다. 

HCN(n,n)은 HON(Cn+1,Cn+1)에 연장율 3, 확장율 



  


에 임베딩 가능함을 보 고, HON(Cd,Cd)

를 HCN(2d-1,2d-1)에 임베딩 하는 비용은 O(d)

임을 보 다. 한 스타그래 와 하 팬 익 그래

 사이의 임베딩을 분석하 다. 스타그래  Sn은 

하 팬 익 HPn에 연장율 11, 확장율 1에 임베딩 

가능하고 평균 연장율이 8 이하임을 보 다. 한 

하 팬 익 HPn은 스타그래  Sn으로 임베딩 연

장율은 O(n)임을 보 다. 본 연구 결과는 HCN 

연결망과 스타그래 에서 이미 개발된 여러 가지 

알고리즘을 HON 연결망과 하 팬 익 연결망에

서 효율 으로 이용할 수 있음을 의미한다. 
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