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요  약

행렬스타 그래프와 하프팬케익 그래프는 스타 그래프의 변형으로 노드 대칭성과 허용도 등 여러 가지 좋은 성질을 갖는다. 

본 연구에서는 행렬스타 그래프와 하프팬케익 그래프 사이의 임베딩을 분석한다. 연구 결과로 행렬스타 그래프 MS2,n는 하

프팬케익 그래프 HP2n에 연장율 5, 확장율 1에 임베딩 가능하다. 또한 하프팬케익 그래프 HP2n는 행렬스타 그래프 MS2,n
에 임베딩하는 연장율 비용이 O(n)임을 보인다. 이러한 결과는 스타 그래프에서 개발된 여러 가지 알고리즘을 하프팬케익 그

래프에서 상수의 추가적인 비용으로 시뮬레이션 할 수 있음을 의미한다. 왜냐하면 스타 그래프 Sn은 행렬스타 그래프 MS2,n의 

부분 그래프이기 때문이다.

 

키워드 : 행렬스타 그래프, 하프팬케익 그래프, 임베딩, 병렬처리, 하이퍼큐브

Abstract

Matrix-star and Half-Pancake graphs are modified versions of Star graphs, and has some good characteristics such as node 

symmetry and fault tolerance. This paper analyzes embedding between Matrix-star and Half-Pancake graphs. As a result,  

Matrix-star graphs MS2,n can be embedded into Half-Pancake graphs HP2n with dilation 5 and expansion 1. Also, Half 

Pancake Graphs, HP2n can be embedded into Matrix Star Graphs, MS2,n with the expansion cost, O(n). This result shows 

that algorithms developed from Star Graphs can be applied at Half Pancake Graphs with additional constant cost because 

Star Graphs, Sn is a part graph of Matrix Star Graphs, MS2,n.

Key Words : Matrix Star Graphs, Half Pancake Graphs, Embedding, Parallel Processing, Hypercube.

1. 서  론
  

  사회 현상이나 과학, 공학 분야에서 많은 계산을 수행하

면서 또한 빠른 시간에 해를 구해야하는 응용분야의 문제를 

해결하기 위해 고성능 컴퓨터에 대한 관심이 집중되고 있

다. 컴퓨터의 속도를 결정하는 주용한 요소는 컴퓨터 내부

의 프로세서 속도는 지속적으로 개선되고 있지만 하드웨어 

장치의 물리적 특성으로 그 한계성에 봉착하고 있다. 또한 

응용 분야에서 문제해결을 위해 요구하는 정도의 시스템 성

능을 얻기에는 여전히 부족하다. 대부분의 컴퓨터 설계에서 

성능 향상을 위한 방법으로써 병렬처리(parallel process-

ing) 기술이 널리 사용되고 있다. 병렬처리란 다수의 프로

세서들이 여러 개의 프로그램들 또는 한 프로그램의 분할된 

부분들을 분담하여 동시에 처리하는 기술을 말한다[1]. 

병렬처리를 위한 다중 컴퓨터 시스템의 각 프로세서들은 

자신의 지역 메모리 장치를 갖고, 프로세서들은 정적인 상

호 연결망에 의해 연결되어 있다. 다중 컴퓨터의 프로세서

들을 연결하기 위한 상호 연결망 구조는 전체 시스템의 성

능 및 시스템의 확장성에 큰 영향을 미친다[19,20].

상호연결망(interconnection network)은 각 프로세서를 

노드로, 프로세서들 사이에 통신 채널을 에지로 나타내는 

무방향 그래프로 표현되는데, 지금까지 제안된 상호연결망

은 노드 개수를 기준으로 분류하면 k×n개로 표현되는 메쉬 

부류[2,3], 노드 주소가 이진수를 가지면서 2의 지수승개를 

갖는 하이퍼큐브(hypercube) 부류[1], 노드 주소가 순열 형

태를 갖지면서 n팩토리얼로 표현되는 스타(star) 그래프 부

류[4]로 나눌 수 있다. 

  상호연결망을 평가하는 척도로는 하드웨어적인 척도와 
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소프트웨어적인 척도로 구분할 수 있다. 하드웨어 척도로는 

분지수(degree), 연결도(connectivity), 대칭성(symmetric), 

등이 있으며, 소프트웨어적인 척도로는 지름(diameter), 평

균거리(average distance), 고장지름(fault diameter), 방송

(broadcasting), 임베딩(embedding) 등이 있다[1,5]. 상호연

결망의 망비용(network cost)은 분지수×지름으로 정의된다. 

분지수는 하드웨어 비용과 관련되어 있으며 지름은 소프트

웨어적인 처리 비용을 나타낸다. 상호연결망에서 하드웨어 

비용과 소프트웨어 비용은 역상관 관계를 가지고 있다. 즉 

하드웨어 비용과 관련된 분지수를 늘리면 소프트웨어 비용

인 지름은 줄어들게 된다. 상호연결망에서 그래프이론 관점

에서 망비용을 개선하기 위한 방안이 여러 가지로 연구되었

다. 이러한 방법으로는 모듈 개념을 이용한 연결망 설계 방

안, 분지수를 절반으로 줄이면서 지름은 그대로 유지하는 

방안, 분지수는 그대로 유지하면서 연결 관계를 조작하여 

지름을 절반으로 줄이는 방안 등이 있다[6,7,8].    

  본 연구에서는 노드 개수가 팩토리얼 개수를 갖는 그

래프중에서 행렬스타 그래프를 하프팬케익 그래프에 노드

와 에지를 일대일 사상하는 방법을 통해 임베딩을 분석한

다. 행렬스타 그래프는 스타 그래프를 부분 그래프로 갖고 

있으므로 스타 그래프에서 개발된 알고리즘을 하프팬케익 

그래프에서 상수의 추가 비용으로 시뮬레이션 할 수 있는 

장점이 있다. 논문의 구성은 2장에서 상호연결망과 행렬스

타 및 하프팬케익 그래프 구조에 대해 알아보고, 3장에서 

노드와 에지를 사상하는 방법을 통해 연장율을 분석하고 마

지막으로 결론을 맺는다. 

2. 관련연구

상호연결망으로 제안된 스타 그래프 부류는 노드 주소를 

표현하는 정수의 개수 n을 이용한 팩토리얼 개의 노드수를 

갖는  스타(star) 그래프[4], 버블정렬(bubblesort) 그래프

[12], 전위(transposition) 그래프[9], 팬케익(pancake) 그래

프[10,11], Rotator 그래프[12], Faber-Moore 그래프, 매크

로-스타(macro-star) 그래프[13], 행렬스타(matrix-star) 

그래프[17], 하프팬케익[18] 등이 있다. 스타 그래프 부류는 

노드 개수가 팩토리얼개이므로 하이퍼큐브(hypercube)와 

비슷한 노드 개수를 가질 때 상대적으로 망비용이 개선된 

결과를 갖는다. 그렇지만 연결망의 전체 노드 개수의 증가

율이 급격하고 이진수로 표현되는 하이퍼큐브 부류와 임베

딩이 어려운 단점이 있다[14].  

  스타 그래프 Sn은 n!개의 노드와 n!(n-1)/2개의 에지로 

구성된다. 각 노드의 주소는 n개의 서로 다른 심볼의 순열

로 표현될 수 있고, 노드 v와 w의 순열에서 첫 번째 심볼과 

나머지 n-1개 심볼 중 한 개의 심볼이 교환된 순열을 갖는 

노드 v와 w 사이에 에지가 존재한다. 스타 그래프 Sn은 분

지수가 n-1인 정규 그래프이고, 지름은 ⌊3(n-1)/2⌋이고, 

노드 대칭 및 에지 대칭적이고 이분 그래프(bipartite 

graph)이고, 최대고장 허용도 성질이 있음이 알려졌다[4]. 

그림 1.은 4차원 스타그래프이다. 임베딩에 있어서는 

n×(n-2)! 메쉬를 스타 그래프 Sn에 연장율 n-1, 확장율 n-1

로 사상하고, n(n-1)×(n-2)! 메쉬 구조를 스타 그래프 Sn에 

연장율 ⌊

⌋, 확장율 1로 사상 가능함이 알려져 있다

[15]. 스타 그래프 Sn에서 k개의 입력을 갖는 병렬 알고리즘

은 O(plogp‧nlogn+pn3logn) 시간에 정렬 될 수 있어서(단, 

p=⌊k/n!⌋) 하이퍼큐브에서 요구되는 O(p‧

nlogn+pn2log2n) 보다 조금 크다. 또한 스타 그래프 Sn에서

는 n!개 입력의 Fourier Transform을 O(n2) 시간에 할 수 

있음이 알려져 있다[16]. 또한 스타 그래프와 행렬스타 그래

프 사이의 임베딩에 대한 연구 결과 스타 그래프가 행렬스

타 그래프의 부분 그래프임이 알려져 있다[17]. 이에 본 연

구에서는 스타 그래프에서 개발된 여러 가지 알고리즘을 하

프팬케익 그래프에서 효율적으로 활용할 수 있는지 여부를 

임베딩을 통해 분석하고자 한다. 
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그림 1. 4차원 스타 그래프

Fig. 1. 4-Dimension Star Graphs

 

행렬스타 그래프 MS2,n은 2n개의 심볼 1,2,3,...,2n으로 구

성된 2행 n열의 행렬 [ ]x 1 x 2 … x i … x n
x n+ 1 x n+ 2 … x j … x 2n

 형태

로 노드가 표현되고, 노드를 연결하는 에지는 다음과 같은 

행렬로 표현된 노드 사이에 연결 관계를 갖는다. 첫째, 1행 

1열의 원소와 1행 i열의 원소가 교환된 행렬

[ ]x i x 2 … x 1 … x n
x n+ 1 x n+ 2 … x j … x 2n

, 둘째, 1행과 2행의 원소가 

교환된 행렬 [ ]x n+ 1 x n+ 2 … x j … x 2n
x 1 x 2 … x i … x n

, 셋째, 1열에 

있는 원소 x1과 xn+1이 교환된 행렬 

[ ]x n+ 1 x 2 … x i … x n
x 1 x n+ 2 … x j … x 2n

 사이에 에지가 존재한다. 

행렬스타그래프 MS2,n의 에지를 3개로 구분하여 첫 번째 

조건에 의해 정의되는 에지를 Ci-에지 2≤i≤n라 하고, 두 

번째 조건에 의해 정의되는 에지를 E-에지라 하고, 그리고 

세 번째 조건에 의해 정의된 에지를 R-에지라 한다. 행렬스

타 그래프 MS2,n의 노드 개수는 2n개 심볼로 표현할 수 있

는 순열 개수만큼 행렬을 생성할 수 있으므로 (2n)!개이고, 

각 노드의 분지수는 n+1인 정규 연결망이다(n≥2). 그림. 2

는 노드가 2행 2열의 행렬로 표현되는 행렬스타 MS2,2의 예

이다. 행렬스타 MS2,n의 노드는 2n개 원소를 갖는 2행 n열

의 행렬로 표현하므로 본 논문에서는 노드와 행렬을 동일한 

개념으로 사용한다.
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그림 2. 2차원 행렬스타 그래프

Fig. 2. 2-Dimension Matrix Star Graphs

팬케익 그래프는 Pn은 n!개의 노드와 n!(n-1)/2개의 에지

로 구성되고 노드 대칭성을 갖는다. 각 노드 주소는 n개의 

서로 다른 심볼의 순열로 표현될 수 있고, 노드 v와 연결된 

w의 비트 스트링은 노드 v의 순열에서 두 번째 심볼부터 n

번째 심볼이 역순으로 교환된 순열을 갖는 노드 v와 w 사

이에 에지가 존재한다. 팬케익 그래프 Pn은 해밀튼 싸이클

을 포함하지만, 4-차원 이상의 팬케익 그래프는 길이가 홀

수인 싸이클이 존재하기 때문에 이분 그래프가 아님이 알려

져 있고, 전위합 문제, 정렬(sorting)과 합병(merging) 알고

리즘에 대한 연구 결과가 있다. 또한 팬케익 그래프에서 지

름, 병렬 라우팅과 정렬, 임베딩, 부하균등 문제 등이 발표

되었다[10,11]. 그림 3.은 4차원 팬케익 그래프이다.
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그림 3. 4차원 팬케익 그래프

Fig. 3. 4-Dimension Pancake Graphs

하프팬케익 그래프 HPn는 HPn=(V(HPn),E(HPn))로 표

현하고, HPn은 노드 집합 V(HPn)와 에지 집합 E(HPn)로 

구성되어 있다(n≥3). n개의 서로 다른 원소를 이용하여 노

드의 순열을 표현한다. 임의의 노드 S=


 

 ⌊

 ⌋     , 이라 하면 하프팬케익 HPn은 

다음과 같이 정의 된다(1≤i≤n). 노드를 연결하는 에지는 

과 로 구성되어 있으며 다음과 같다

( ≤ ≤⌊

⌋). n개 원소에 대한 순열에서 n번째 원소

부터 첫 번째 원소까지 성분의 순서를 뒤집어 생성된 순열

을 연결하는 에지를 -에지라 하고, k번째 원소에서 첫번

째 원소까지 성분의 순서를 뒤집어 생성된 순열을 연결하는 

에지를 -에지라 한다. 따라서 하프팬케익 HPn의 노드 

개수는 n!개 이고, 분지수는 ⌊

⌋개다. 하프팬케익 그

래프는 팬케익 그래프의 망비용을 개선하고자 제안된 연

결망이다. 본 논문에서는 노드의 주소를 순열로 표현할 수 

있으므로 순열을 노드 주소와 동일한 의미로 사용한다. 또

한 HPn의 임의의 노드 H와 에지 에 의해 인접한 노드

를  (H)라 하고, 에지 에 의해 인접한 노드를 (H)로 

나타낸다. 그림 4.는 4차원 하프팬케익 그래프이다.

그림 4. 4차원 하프 팬케익 그래프

Fig. 4. 4-Dimension Half Pancake Graphs

3. 그래프간의 일대일 사상 알고리즘 분석

상호연결망의 임베딩은 어떤 그래프 G가 다른 그래프 H 

구조에 포함 혹은 어떻게 연관되어 있는지를 알아보기 위해 

그래프 G의 노드와 에지를 다른 그래프 H의 노드와 에지

로 일대일 사상(mapping)하는 것이다[2]. 상호연결망과 그

래프의 관계에서 임베딩 분석은 이미 개발된 알고리즘의 활

용 가능성을 평가하는 항목이다. 임베딩의 비용을 평가하는 

척도는 연장율(dilation), 밀집율(congestion), 확장율

(expansion)이 사용되고 있다. 그래프 G의 그래프 H에 대

한 임베딩 f는 다음과 같이 정의되는 함수의 쌍(ø,ρ)을 말한

다. ø는 G의 노드 집합 V(G)과 H의 노드 집합 V(H)을 일

대일로 대응시키는 함수이다. ρ는 G의 정점 v와 w를 연결

하는 에지 e=(v,w)에서 노드 사상 함수에 의해 ø(v)와 ø(w)

를 잇는 H상의 라우팅 경로로 대응시키는 함수이다. 그래

프 G의 에지 e의 연장율은 ø(v)와 ø(w)가 사상된 H상에서

의 ø(v)에서 ø(w)까지 최단 경로 알고리즘에 의한 ρ(e)의 

길이를 말한다. ρ(e)의 길이는 최단 경로상에 존재하는 에

지의 개수이고 이 값이 연장율이다. 임베딩 f의 연장율은 G

의 모든 에지의 연장율 중 최댓값이다. 그래프 H의 에지 e'

의 밀집율은 e'에 포함되는 ρ(e)의 개수를 말한다. 즉 그래

프 G의 ø(v)와 ø(w)가 사상된 H상에서 ø(v)에서 ø(w)까지 

최단 경로를 지날때 H상의 에지중 ø(v)와 ø(w)에 의해 경

유하는 G 그래프의 에지개수를 의미한다. 임베딩 f의 밀집

율은 H의 모든 에지의 밀집율 중 최댓값이다. 임베딩 f의 

확장율은 G의 정점의 개수에 대한 H의 정점의 개수dp 대



행렬스타 그래프와 하프팬케익 그래프 사이의 일대일 사상 알고리즘

433

한 평가로서 일반적으로 일대일인 경우 가장 최적이라고 할

수 있다.  

정리1. 행렬스타 그래프 MS2,n는 하프팬케익 그래프 

HP2n에 연장율 5, 확장율 1에 임베딩 가능하다. 

증명 연장율 분석 방법은 다음과 같다. 행렬스타 MS2,n의 

노드 X는 하프팬케익 HP2n의 노드 H







로 사상한다. 행렬스타 MS2,n의 노드 X에 인접한 노드 X'

는 하프팬케익 HP2n의 노드 H'로 사상한다. 행렬스타 

MS2,n과 하프팬케익 HP2n의 노드는 (2n)! 개를 갖고, 행렬

스타 MS2,n의 노드 X와 동일한 주소를 갖는 하프팬케익 

HP2n의 노드 H가 오직 한 개 존재하므로 확장율이 1임을 

쉽게 알 수 있다. 하프팬케익 HP2n의 노드 H에서 H'로 라

우팅 하는 최단경로 길이를 통해 연장율을 분석한다. 본 증

명에서는 행렬스타 MS2,n의 노드 주소 2×n 행렬 형태 



 


  …… 

     ……

를 1×2n 행렬 형태 

  ……      …… 로 표현한다. 행렬스타 

MS2,n의 노드 X (=



 


  …… 

     ……

)에 인접한 노드는 

n+1개 이다. 노드 X에 인접한 3개 에지 Ci-에지, E-에지, 

R-에지를 통해 각 경우를 나누어 분석한다. 노드 X에서 

Ci-에지에 의해 인접한 노드는 (n-1)개 있고, E-에지에 의

해 인접한 노드는 1개, R-에지에 의해 인접한 노드는 1개 

있다.

논문의 편의상 행렬스타 MS2,n의 노드 주소 2×n 행렬 형

태 



 


  …… 

     ……

를 (수식1)로 표현 하겠다. 

(경우1) Ci-에지, 2≤i≤n

행렬스타 MS2,n의 노드 X=(수식1)와 Ci-에지에 의해 인

접한 노드 X'의 행렬은 



 


  …… 

     … …

이고, 1×2n 행

렬로 표현하면   ……      …… 이다(2≤i

≤n). 노드 X와 Ci-에지에 인접한 노드는 i에 따라 3가지 

경우로 세분할 수 있다.

(경우1-1) C2-에지, i=2

행렬스타 MS2,n의 노드 X와 C2-에지에 의해 인접한 노드 

X'의 행렬은 



 


  …… 

     ……

이고, 1×2n 행렬로 표현하

면   ……      …… 이다. 즉 노드 X의 심

벌 과 가 서로 교환된 행렬이다. 하프팬케익 HP2n의 노

드 H





에서 심벌 과 가 서로 교환된 

순열 H‘ 는 에지  , k=2에 인접한 노드

이다. 따라서 행렬스타 MS2,n의 노드 X와 C2-에지에 인접한 

노드는 하프팬케익 HP2n에서 연장율 1에 사상 가능하다.

(경우1-2) C3-에지, i=3

행렬스타 MS2,n의 노드 X와 C3-에지에 의해 인접한 노

드 X'의 행렬은 



 


   …… 

        ……

이고, 1×2n 행렬

로 표현하면    ……         …… 이다. 

즉 노드 X'의 행렬은 노드 X의 행렬에서 심벌 과 가 

서로 교환된 행렬이다. 하프팬케익 HP2n의 노드 H






에서 심벌 과 가 서로 교환된 순열 

H‘ 는 에지  , k=3에 인접한 노드이다. 

따라서 행렬스타 MS2,n의 노드 X와 C3-에지에 인접한 노

드는 하프팬케익 HP2n에서 연장율 1에 사상 가능하다.  

(경우1-3) Ci-에지, 4≤i≤n

행렬스타 MS2,n의 노드 X=(수식1)와  Ci-에지에 의해 인

접한 노드 X'의 행렬은 



 


  …      … 

     …    …

이고, 

1×2n 행렬로 표현하면 

  …      …      …    … 이 다 . 

즉  노드 X'의 행렬은 노드 X의 행렬에서 심벌 과 가 

서로 교환된 행렬이다. 하프팬케익 HP2n의 노드 H
 …       …       …     … 

에 서 

심벌 과 가 서로 교환된 순열 H

‘ …       …       …       … 
이다. 

하프팬케익 HP2n의 노드 H …       …  …  

에서 H' …       …  … 
까지 최단경로 라우

팅을 위한 적용할 에지 시궨스는 <    ,  ,  ,  ,     

>이다. 노드 H
    




에서 에지 시궨스 

<    ,  ,  ,  ,     >를 적용한 노드의 최단경로 라

우팅 과정은 다음과 같다. 노드 H에서 에지   에 인접한 

노드    의 순열은        이다. 노

드   
에서 에지 에 인접한 순열 

  
=

     이다. 노드     에서 에지 

에 인접한 노드 


  
=

     이다. 논문의 기술 편의상 노드 




  
=K로 간단히 표현한다. 노드 K에서 에지 

에 인접한 노드  =        이다. 노

드 
에서 에지   에 인접한 노드   


=

        이다. 행렬스타 MS2,n의 노드 X와 

Ci-에지에 인접한 노드 X'는 하프팬케익 HP2n의 노드 H와 

H'로 각각 사상 가능하다. 따라서 행렬스타 MS2,n의 노드 

X와 Ci-에지에 인접한 노드 X'는 하프팬케익 HP2n에서 연

장율 5에 사상 가능하다( ≤ ≤)

(경우2) R-에지

행렬스타 MS2,n에서 R-에지는 임의의 노드 X의 행렬 주

소에서 1열에 있는 2개 심벌을 서로 교환한 것이다. 따라서 

노드 X=(수식1)와 R-에지에 의해 인접한 노드 X'의 행렬

은 



 


    …… 

   ……

이고, 1×2n 행렬로 표현하면 

    ……    …… 이다.  하프팬케익 HP2n

의 노드 H … …       … … 
에서 H'

   … …     … …  로 최단경로 라우팅 할 

때 필요한 에지를 통해 연장율을 분석한다. 노드 H에서 H'

까지 최단경로 라우팅을 위한 적용할 에지 시궨스는 <  , 

   ,  ,    ,   >이다. 노드 H

 … …       … …  에서 에지 시궨스 < 

 ,    ,  ,    ,   >를 적용한 노드의 라우팅 과정은 

다음과 같다. 노드 H에서 에지 에 인접한 노드  의 

순열은 


    


이다. 노드 
에서 

에지   에 인접한 순열     =
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     이다. 노드     에서 

에지 에 인접한 노드 
  


=

     이다. 논문의 기술 편의상 노

드 
  


=K로 간단히 표현한다. 노드 K에서 에

지   에 인접한 노드    =




     


이다. 노드   
에서 에지 

에 인접한 노드     =

  


   


이다. 행렬스타 MS2,n의 노드 

X와 R-에지에 인접한 노드 X'는 하프팬케익 HP2n의 노드 

H와 H‘로 각각 사상 가능하다. 따라서 행렬스타 MS2,n의 

노드 X와 R-에지에 인접한 노드 X'는 하프팬케익 HP2n에

서 연장율 5에 사상 가능하다.

(경우3) E-에지 

행렬스타 MS2,n에서 E-에지는 임의의 노드 X의 행렬 주

소에서 1행과 2행의 n개 심벌을 동일한 위치에 있는 심벌을 

서로 교환한 것이다. 따라서 노드 X=(수식1)와 E-에지에 

의해 인접한 노드 X'의 행렬은 



 


     ……

  …… 

이고, 

1×2n 행렬로 표현하면       ……  ……

이다. 노드 X와 노드 X'가 각각 사상된 노드 H의  순열은  
 …  …       … … 

이고, 노드 H‘의 순열은 

     … …   … …  이다.   Half Pancake 

HP2n의 노드 H에서 H‘까지 최단경로 라우팅을 위한 적용

할 에지 시궨스는 <  ,  ,   >이다. 노드 H

 …  …       … … 
에서 에지 시궨스 < 

 ,  ,   >를 적용한 노드의 라우팅 과정은 다음과 같

다. 노드 H에서 에지 에 인접한 노드 
의 순열은 

    이다. 노드  에서 에지 

에 인접한 순열 


=

     이다. 노드   에서 에

지 에 인접한 노드 



=

     이다. 행렬스타 MS2,n의 노드 

X와 E-에지에 인접한 노드 X'는 하프팬케익 HP2n의 노드 

H와 H‘로 각각 사상 가능하다. 따라서 행렬스타 MS2,n의 

노드 X와 E-에지에 인접한 노드 X'는 하프팬케익 HP2n에

서 연장율 3에 사상 가능하다. 따라서 행렬스타 그래프 

MS2,n는 하프팬케익 그래프 HP2n에 연장율 5, 확장율 1에 

임베딩 가능함을 알 수 있다.

정리2. 하프팬케익 그래프 HP2n는 행렬스타 그래프 

MS2,n에 연장율 O(n), 확장율 1에 임베딩 

가능하다.

증명 하프팬케익 HP2n의 노드는 <2N>={1,2,3...,2n}의 

순열로 표현하고, 노드를 연결하는 에지는 과 로 구

성되어 있다( ≤  ≤  ). 하프팬케익 HP2n의 노드 H






에 인접한 노드 H'는 n+1개다. 하프팬

케익 HP2n의 노드 H와 H'를 행렬스타 MS2,n의 노드 X와 

X'로 각각 사상하고, 노드 X에서 X'로 최단경로 라우팅을 

위해 필요한 에지 개수를 통해 연장율을 분석한다. 노드 H
 에 인접한 n+1개의 H'에서 연장율 값

이 가장 큰 경우는 에지 에 인접한 노드이다. 증명의 편

의를 위해 하프팬케익 HP2n의 주소를 행렬스타 MS2,n과 동

일한 2×n 행렬 형태로 표현한다. 하프팬케익 HP2n의 노드 

H의 순열은 이므로 2×n 행렬 형태로 표

현하면 



 


  … … 

     ……

로  나타낼 수 있다. 노드 H와 

에지 에 인접한 노드 H'의 순열   은 





이므로 2×n 행렬 형태로 표현하면 




 


   ……  

    …… 

이다. 행렬스타 MS2,n의 노드 X(=수

식1)에서 X' (



 


   ……  

    …… 

)까지 라우팅을 위한 

최단 경로 길이가 연장율이 된다. 노드 X'의 1행을 오름차

순으로 정렬하기 위해서는 스타(star) 그래프의 지름 

⌊


⌋만큼 Ci-에지가 필요하다. 왜냐하면 행렬스타 

MS2,n의 Ci-에지는 스타 그래프의 에지와 동일하고, 정렬하

는 횟수가 가장 많이 필요한 경우는 내림차순 순열을 오름

차순 순열로 정렬하는 경우이기 때문이다. 노드 X' 

(



 


   ……  

    …… 

)에서 Ci-에지를 ⌊


⌋번 이

용하면 순열 K=



 


     ……

   …… 

이 된다. 순열 K와 

E-에지에 인접한 순열 



 


   …… 

     ……

이다. 

순열 의 1행 원소를 오름차순으로 정렬하기 위해 Ci-

에지를 ⌊


⌋번 이용하면 (수식1)의 순열이 된다. 

   따라서 하프팬케익 그래프 HP2n를 행렬스타 그래프 

MS2,n에 일대일 사상하기 위해서는 ×⌊


⌋  개

의 에지를 사용해야하므로 연장율은 O(n)이다.

4. 결론

 본 논문에서는 스타그래프가 갖는 상호 연결망의 중요

한 성질을 가지면서 망비용이 개선된 행렬스타 그래프와 하

프팬케익 그래프사이의 임베딩을 분석하였다. 본 연구의 임

베딩 방법은 행렬스타 그래프와 하프팬케익 그래프가 (2n)!

개의 동일한 노드 수를 가질 때를 기준으로 하였다. 그래프 

G의 에지 생성 규칙을 통해 인접한 두 노드 u, v를 대상 그

래프 H에 u’와 v’로 일대일 사상했을 때 그래프 H에서 u’

에서 v’로 최단 경로로 라우팅할 때 사용하는 에지의 개수

를 통해 연장율을 분석하였다. 

  본 논문의 연구 결과는 행렬스타 MS2,n은 하프팬케익 

HP2n에 연장율 5, 확장율 1에 임베딩 가능하고, 하프팬케익 

HP2n은 행렬스타 MS2,n에 연장율 O(n)에 임베딩 가능함을 

보였다.  이러한 결과는 스타 그래프에서 개발된 여러 가

지 알고리즘을 하프팬케익 그래프에서 상수의 추가적인 

비용으로 시뮬레이션 할 수 있음을 의미한다. 왜냐하면 스

타 그래프 Sn은 행렬스타 그래프 MS2,n의 부분그래프이기 

때문이다.
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