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최근 테크놀로지가 발달함에 따라 대학 수학교육에서 시각화를 통한 추상적인 수학적 개념의 직관적 이해는 그 비중

이 점점 커지고 있다. 본 연구에서는 대학 미분적분학을 학습하는 학생들의 이해를 도울 수 있고 웹만 연결되어 있

으면 무료로 사용할 수 있는 그리고 필요한 내용을 직접 개발할 수 있는 도구 중 그 장점이 잘 알려져 있는 지오지

브라(GeoGebra)를 활용한 무료 시각화 자료들을 개발하여 소개한다. 특히 미분적분학 교재의 순서에 맞추어 개발된

시뮬레이션 도구를 활용하여 개념의 이해와 함께 새로운 지식을 생산할 수 있는 교육환경을 제공하고자 하였다. 마

지막으로 미적분학 개념들의 시각화를 마친 이번 시도가 대학수학의 다른 강좌와 중등 수학교육으로 확대될 수 있는

가능성에 대하여 논의하였다.

Ⅰ. 서론

우리나라의 수학교육현장에서는 학습을 하는데 주로 추상화된 내용을 기호로 나타내고 형식적으로 전개해 나

가면서 논리적 엄밀성을 강조하기 때문에 많은 학생들이 수학을 딱딱하고, 어렵고, 지루하다고 인식한다(류희찬,

이지요, 1993; 문광호, 우정호, 1999). 이를 해결하기 위해서 추상적인 수학 내용을 직관적으로 이해하고 보다 흥

미롭게 느낄 수 있도록 도움을 주는 교수자의 노력이 필요하다는 지적이 이어졌고, 그간 학생들의 수학에 대한

부정적인 인식에 변화를 주기 위한 노력으로 한국 수학계는 STEAM1) 교육, 스토리텔링(storytelling) 방식의 교

육 등 수학교육에 흥미를 더하는 다양한 시도를 하였으며 적지 않은 성과도 이루었다(권종겸, 이봉주, 2013; 오

영범, 박상섭, 2010; 이승우 외, 2013). 구체적으로는 수학적 개념의 시각화 자료들을 활용하여 학생들의 수학에

대한 흥미를 높이는 연구도 다양한 방식으로 진행되었다(이상구 외, 2013).

수학적 개념의 시각화는 새로운 개념의 발견과 이해를 위해 수학적 이미지를 형성하고 활용하는 과정이다.

컴퓨터 시뮬레이션을 이용하여 정적인 그림에 애니메이션을 이용한 동적인 시각화를 보태는 것은 학생들의 추

상적인 수학 개념에 대한 이해를 도울 수 있다. 더 나아가 새로운 문제를 해결할 수 있는 창의적 사고 능력 개

발에 대한 실마리를 제공한다(류희찬, 이지요, 1993).

대학 수학교육에서 시각화를 통한 수학적 개념의 직관적 이해는 그 비중이 점점 커지고 있다. 인간이 다양한

정보를 받아들이는 과정에서 눈의 역할은 매우 절대적이다. 특히 21세기 학생들은 책을 통해 내용을 습득할 뿐
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만 아니라 그림, 영상 등을 동원한 시각을 활용한 학습을 통해 직관적인 개념을 이해한다(채희정, 2001). 그리고

읽고 쓰기보다는 보거나 조작해 보면서 직관적으로 학습하는 성향이 높아지고 있다. 관련하여 컴퓨터 그래픽과

애니메이션은 학습내용의 전달이나 피드백(feed back)을 강화하기 위하여 사용되는 매우 중요한 도구로써 교과

서나 책에서 나오는 정적인 시각화 이외에 역동적인 시각화를 사용하여 학생들이 학습내용을 인지적으로 구조

화하고 수학적 개념을 쉽고 직관적으로 이해하는데 큰 도움을 준다(Pitcher, 1991; 신동선, 류희찬, 2002). 하지만

이를 위해서는 한국의 실정에 맞는 테크놀로지를 통한 학습 환경(그래프 그리기, 시뮬레이션, 모델링, 계산하기)

이 뒷받침 되어야만 한다.

따라서 본 연구에서는 대학 미분적분학을 학습하는 학생들의 이해를 도울 수 있고 웹만 연결되어 있으면 무

료로 다운로드 받아 사용할 수 있는 지오지브라(GeoGebra)를 활용한 무료 시각화 자료들을 개발하고 이용한 내

용을 소개하고자 한다. 특히 모델연구가 아니라 미분적분학 교재의 순서를 따라가며 전체적으로 대부분의 콘텐

츠를 개발하여 누구나 사용하여 수업을 할 수 있도록 제공하는 것이 특징이다.

Ⅱ. 대학수학교육에서 지오지브라의 활용

그동안 수학적 개념의 기하학적인 이해를 위하여 Mathematica, Excel, GSP, Maple 등의 수학 소프트웨어가

활용된 다양한 시각화 모델들이 개발되었다(Macnab, Phillips & Norris, 2012; 강순자, 고상숙, 1999; 김경원 외,

2011; 김향숙, 2001; 문광호, 우정호, 1999; 한동숭, 2003; 한세호, 장경윤, 2009). 이에 보태어 본 연구에서는 컴퓨

터를 활용한 시각화 및 시뮬레이션 도구로써 무료로 다운로드 받아 사용할 수 있는 지오지브라를 활용하였다.

지오지브라는 기하(geometry)를 의미하는 ‘Geo’와 대수(algebra)를 의미하는 ‘Gebra’의 합성어이다(김태환, 장

강원, 2013). 프로그램 이름에서 확인할 수 있듯이 지오지브라는 초등학교 수학뿐만 아니 대학 수준의 기하 및

대수를 포함한 다양한 수학내용을 쉽게 다룰 수 있는 무료 수학 소프트웨어이다. 지오지브라는 처음 2001년도에

오스트리아 짤스브르그(Salzburg) 대학의 호헨월터(Markus Hohenwarter)교수에 의해 개발되었고, 2002년에 공

개된 이후 현재는 많은 나라의 교사 및 학생들이 수학 개념의 시각화를 위해 사용하고 있다(Haciomeroglu, Bu,

Schoen & Hohenwarter, 2009; Hohenwarter, Hohenwarter, Kreis & Lavicza, 2008; Hohenwarter & Lavicza,

2007; 권윤신, 류성림, 2013). 우리나라에서도 2008년도부터 지오지브라의 번역 프로젝트가 진행되어 2009년에 지

오지브라 도움말의 공식 매뉴얼의 번역이 완료되었다. 이와 같은 한글화된 지오지브라는 PC 뿐만 아니라 스마

트폰 및 태블릿을 포함한 모바일 기기 등, 다양한 기기에서 무료로 제공되는 만큼 교사 및 학생들의 활용에 제

약이 없고, 사용자 인터페이스가 직관적으로 구성되어 있어서 학생들이 프로그램을 배우고 활용하는 데까지 많

은 시간이 필요하지 않다. 또한 지오지브라는 자바(Java)언어2) 기반으로 개발되어 자바가 지니고 있는 “특정한

운영체제에 종속되지 않고 웹과의 연동이 쉽다”는 특징을 가지고 있기 때문에, 상호작용이 가능한 동적인 웹 페

이지를 만들어 웹에서 손쉽게 다른 사람과 공유할 수 있다(Hohenwarter, Preiner & Yi, 2007).

지오지브라는 대수창, 스프레드시트창, 기하창으로 구분되어 있으며, 이 창들이 자유롭게 연결되어 있다. 대수

창에서는 기하창에 나타나는 여러 대상들의 정보를 보여준다. 특별히, 점, 선, 함수 그래프 등의 대수적 표현(수

식)을 보여준다. 기하창에서는 대수창에 입력된 함수 및 성분들의 기하적 대상들을 시각화하여 보여준다.

2) Java언어: 객체지향언어
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<그림 1> 지오지브라의 대수창과 기하창

특히 지오지브라는 대수적 표현과 기하적 대상이 서로 연결되어 있기 때문에 기하창에서 기하적 대상에 변화

가 있으면, 대수적 표현이 그에 따라 변화하며, 대수적 표현의 값을 변경하면 기하적 대상에 바로 그 변화가 나

타난다. 예를 들어, 지오지브라에서 그린 <그림 2>의 원을 살펴보면, 원의 중심인  를 마우스로 드래그 하

여 점을 이동시키면 대수창에 원의 방정식이 함께 변화하는 것을 볼 수 있다. 즉, 기하창을 통해 변화된 원의 방

정식을 볼 수 있다. 또한 대수창에 있는 원의 방정식을 클릭해 변수인 의 크기를 바꿔주면 기하창에 원의 반지

름이 변화하는 것을 볼 수 있고 대수창에 있는 원의 중심  를 클릭해 변수인 와 의 값을 바꾸면 기하

창에 원의 중심이 변화하는 것을 볼 수 있다. 즉, 대수창을 이용해 원의 방정식을 직접 조작 할 수도 있다.

<그림 2> 대수창과 기하창의 상호작용

또한 지오지브라는 <그림 3>과 같이 슬라이더를 활용한 시뮬레이션 기능을 이용하여 정적인 그림에 애니메

이션을 포함한 동적인 시각화를 보탤 수 있고3), 제작된 애니메이션은 움직이는 그림 파일로 얻을 수 있기 때문

에 역동적인 학습 활동을 다양한 방법으로 기록할 수 있다.

3) http://www.youtube.com/watch?v=Vau9CTVrqp8, http://www.youtube.com/watch?v=SDqS6t87Sx8
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<그림 3> 움직이는 그림 파일 얻기

대학 미분적분학 수업에서 지오지브라와 다른 수학 도구를 함께 활용하였을 때 얻을 수 있는 가장 큰 장점은

수학적 개념을 시뮬레이션 할 수 있는 도구이므로 지필환경에서 생각할 수 없었던 새로운 시도를 가능하게 해

주었다는 점이며 다음과 같은 근거들을 포함한다(이정곤, 2012). 첫째, 지오지브라는 학교 수학의 교과과정에서

제시되는 수학적 개념을 다룰 수 있는 대수, 기하, 미적분, 통계, 논리 등 모든 기능을 포함하고 있다. 둘째, 지오

지브라는 무료로 제공되는 소프트웨어이며 국제적인 사용자 커뮤니티를 통해 다양한 학습 정보를 얻을 수 있다.

셋째, 학습자로 하여금 기능을 쉽게 익힐 수 있도록 직관적인 사용자 인터페이스를 제공한다. 즉, 대부분의 실행

절차가 복잡한 설정이 필요 없다.

Ⅲ. 지오지브라를 이용한 미분적분학 시각화 도구 개발

미국의 NCTM(1989, National Council of Teachers of Mathematics)에서는 수학수업에서 계산능력의 하락을

초래하지 않는 범위에서 공학적 도구의 사용을 강조하며, 문제를 탐구하고 해결하기 위해 그리고 정보를 처리하

고 계산을 수행하는 도구로서 컴퓨터를 언제나 사용할 수 있어야 한다고 하였다. 또한 학습자의 활동을 중시하

고 수학적 흥미와 자신감을 갖게 하기 위해 계산기와 구체적 조작물의 적극적 활용을 권장하고 있다(김응환 외,

2001; 전명일, 2003; 한동숭, 2003). 뿐만 아니라 웹을 통하여 시간과 공간의 제약 없이 학습 기회를 가질 수 있

기 때문에 상상력을 자극하는 웹상의 콘텐츠 개발이 필요하다고 지적하였다(김응환 외, 2001). 많은 보고서들에

서 미분적분학을 공부하는 학생들의 상당수가 미분적분학을 정상적으로 이수하지 못하고 있으며, 미분적분학의

지식이 피상적인 경우가 많다고 지적하면서 우리나라 미분적분학 교육에 대한 우려를 나타내고 있다(한동숭,

2003). 우리 대학에서의 미분적분학 교수・학습도 현재까지는 대개 정형화된 계산 문제를 해결하는 기능만을 습
득하는 연산위주, 실질적이고 흥미가 반영된 교육보다는 형식적인 절차인 시험위주의 학습만 이루어져왔으며, 이

에 대한 대책으로 최근 수학실습 시간을 추가하여 다양한 시도를 해왔다.

본 논문에서는 지오지브라를 활용하여 미분적분학의 주요 주제에 해당하는 CAS(Computer algebra system)

도구를 개발한 내용을 중심으로 서술한다. 다음은 개발된 지오지브라를 활용한 미분적분학의 시각화 자료들과

실제 활용하는 웹 주소와 방법 그리고 각 자료들을 분석한 후 그 의미를 논의한 것이다. 대학 수학교육에서 학

생들은 개발된 결과물을 통하여 미분적분학의 핵심 개념들을 시뮬레이션을 통해 직관적으로 이해하고, 반복을

통하여 완전학습을 할 수 있다. 더불어 본 연구를 통하여 개발된 자료들에는 이미 중등 수학교육 과정에서 배우

는 미분적분학 내용도 다수 포함되어 있어 고등학교 수업에서도 일부 활용가능하다. 학생들이 실습하며 느낀 내



GeoGebra와 미분적분학 개념의 시각화 461

용을 정리하여 웹상에서 쉽게 공유할 수 있고 공유된 웹 주소와 이미지를 보고서에 포함시켜 제출할 수 있도록

하였다. 이를 통하여 단순히 더 나은 이해를 위한 정적인 시각화 도구만을 제공하는 것이 아니라 시각적 대상을

탐구하고 더 나아가 도구를 활용해 새로운 시각적인 대상도 창출할 수 있는 환경을 마련하였다.

1. 함수와 모델: 우함수와 기함수

(http://www.geogebratube.org/student/m80727)

<그림 4> 우함수와 기함수

<그림 4>에서 파란색 그래프는 구간  ∞에서의 함수 을 나타낸다. 그리고 화면의 중앙 상단에는

선택할 수 있는 항목 ‘even(우함수)’와 ‘odd(기함수)’가 주어져 있고 화면의 왼쪽 상단에는 ∞ ∞에서의 함

수 의 그래프를 볼 수 있는 선택항목이 주어져 있다. ‘even’을 선택하면 우함수(even)인 파란색 그래프가,

‘odd’을 선택하면 기함수(odd)인 파란색 그래프가 나타나고 ‘함수 의 그래프 보기’를 선택하면 구간

∞ ∞에서의 함수 의 빨간색 그래프가 나타난다.

‘even’을 선택했을 때 나타나는 파란색 그래프가 함수 의 그래프인 빨간색 그래프와 일치하면 함수

는 우함수이고 ‘odd’을 클릭했을 때 나타나는 파란색 그래프가 함수 의 그래프인 빨간색 그래프와 일

치하면 함수 는 기함수이다. <그림 5>는    


이 우함수가 아닌 상황을 보여준다.

<그림 5> 우함수가 아닌 예 <그림 6> 기함수인 예
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‘even’을 선택했을 때 나타나는 파란색 그래프가 함수 의 그래프인 빨간색 그래프와 일치하지 않으므로

함수 는 우함수가 아니다. 그리고 ‘odd’을 선택했을 때 나타나는 파란색 그래프가 함수 의 그래프인

빨간색 그래프와 일치하므로 함수 는 기함수이다(<그림 6>). 주어진 함수 외에도 다양한 함수 

을 입력함으로써 함수 가 우함수인지 기함수인지 쉽게 확인할 수 있다.

2. 극한과 도함수: 접선

(http://www.geogebratube.org/student/m80386)

곡선 C가   의 그래프일 때 곡선 위의 점 A  에서 함수 의 접선을 구해보면 다음

과 같다(<그림 7> 참조). 함수 의 접선을 구하기 위해 우선 인접한 점 B   ≠을

잡으면 두 점 A와 B에 의해 결정된 직선(할선)의 기울기는 AB 


이다. 그리고 곡선 위의

점 B가 곡선 C를 따라 점 A에 접근하도록 마우스를 이용해 점 B을 이동시킨다.

<그림 7> 두 점 A와 B에 의해 결정된 할선과 점 A에서의 접선

위의 과정을 통해 ‘곡선 상의 점 B가 점 A에 가까이 다가갈수록 두 점 A와 B에 의해 결정된 직선(할선)
은 점 A에서의 (곡선의) 접선에 근사하게 된다.’라는 사실을 시각적으로 확인할 수 있다. 뿐만 아니라 할선의

기울기가


 에서


 로 의 값을 작게 함에 따라 할

선의 기울기가 접선의 기울기인 에 가까이 다가가고 있다는 것도 수치적으로 확인할 수 있다.

<그림 8>을 통해 점 B가 점 A에 근접하면 할선(하늘색 점선)과 접선(빨간색 실선)이 거의 일치하는 것을

시각적으로 확인할 수 있다. 즉, 점 B가 점 A에 한없이 다가가면 두 점 A와 B에 의해 결정된 직선은 점 A
에서만 접한 접선의 기울기가 된다. 그리고 접선의 기울기를 구할 수 있으므로 점 A  에서의 접선의

방정식도 쉽게 구할 수 있다. 이외에도 스크롤바를 이용해 의 값을 수정함으로써 다양한 점에서의 (곡선의) 접

선도 같은 방법으로 구할 수 있다. 또한 함수 을 다르게 입력함으로써 다양한 함수의 접선도 실습할 수 있

다.
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<그림 8> 점 A와 A에 근접한 점 B에 의해 결정된 할선과 점 A에서의 접선

3. 미분의 응용: 평균값의 정리

(http://www.geogebratube.org/student/m90585)

본 시각화 도구는 ‘함수 가 닫힌구간  에서 연속이고 열린구간  에서 미분가능일 때,

′  


을 만족하는 가 열린구간  에 반드시 하나 이상 존재한다.’라는 사실을 시각적으로

보여주는 자료이다. 예를 들어,  에서 정의된 함수   에서 스크롤바를

이용해 의 값을 변화시키는 시뮬레이션을 통해 ′  


의 특징을 시각적으로 확인할 수 있다.

스크롤바를 이용해   로 설정하면 ′   이고


 으로 ′  


임

을 <그림 9>에서 확인 가능하다.

<그림 9> 평균값 정리(′  


인 경우)
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그리고 스크롤바를 이용해   로 설정하면 ′   이고


 으로 ′  




임을 <그림 10>에서 확인 가능하다.

<그림 10> 평균값 정리(′  


인 경우)

따라서 상수 가 구간  안에 존재한다는 사실을 시각적으로 확인할 수 있다. 즉,

  ⊃  이기 때문에 함수 가 닫힌구간  에서 연속이고 열린구간

 에서 미분 가능일 때, ′  


을 만족하는 가 열린구간  에 존재한

다. 이외에도 함수  위의 점  와 점   즉, 곡선 위 파란색의 두 점을 마우스를 이용해

이동시킴으로써 더 다양한 문제를 실습할 수 있다.

4. 적분: 상합과 하합

(http://www.geogebratube.org/student/m67928)

로부터 까지의 곡선   의 아래에 놓여 있는 영역 의 넓이는 먼저 영역 을 직사각형들로 근사시

킨 다음에 이들 직사각형들의 수를 증가시켜서 직사각형들의 넓이의 극한을 취함으로써 구할 수 있다. 자세히

말하면, <그림 11>과 같이 구간  을 일정한 간격


으로 분할한 다음


을 밑변으로 하고 높이가

 


   ≤ ≤인 직사각형을 그려 넣으면 곡선   와 축 및 두 직선   ,   

로 둘러싸인 도형의 넓이는 직사각형들의 넓이의 합으로 근사된다. 이 때, 직사각형들의 넓이의 합을 리만합

(Riemann Sum)이라고 한다.

높이를 결정하는 방법에는 구간의 왼쪽 끝 함숫값을 이용하는 경우, 구간의 중점의 함숫값을 이용하는 경우,

구간의 오른쪽 끝 함숫값을 이용하는 경우 등 다양한 경우가 있지만 본 도구에서는 구간의 오른쪽 끝과 왼쪽

끝의 함숫값 중 큰 값을 높이로 결정하는 상합과 작은 값을 높이로 결정하는 하합을 선택하여 시각화하였다. 따

라서 면적 는 상합과 하합의 사이에 놓일 것이다.
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<그림 11> 상합과 하합

<그림 11>은 함수   에 대하여 상합과 하합의 차가  일 때는 ,

 일 때는 임을 보여준다. 즉, 의 값을 증가시킴으로써 간격


을 더 작게 취하면 상합과 하합의

값이 면적 의 값으로 수렴하고 있다는 것을 알 수 있다.

만약 간격을 극한까지 좁힌 경우 구간의 왼쪽 끝 점과 오른쪽 끝 점의 극한값이 같아지므로 당연히 구하려는

면적도 그 극한값과 일치한다. 결과적으로 직사각형은 선으로 생각하면 되고 세로의 길이는 의 값과 일치

한다. 따라서 상합하합




  이다. 이 도구는 위의 과정을 즉, 적분 




의 값이 상합과

하합 사이에 존재하며 이 커질수록 상합과 하합의 값이 적분 값으로 수렴한다는 사실을 시각적으로 보여주는

자료이다.

5. 적분의 응용: 호의 길이

(http://www.geogebratube.org/student/m71105)

곡선의 길이는 어떻게 구할 수 있을까? 우리는 곡선에 근사하는 다각형을 이루는 선분들의 길이를 모두 더함

으로써 구할 수 있을 것이다. 따라서 일반적으로 곡선에 먼저 하나의 다각형을 접근시킨 후에 그 다각형의 선분

의 개수를 늘려 나가는 것으로 극한을 취함으로써 곡선의 길이를 정의한다. <그림 12>의 시각화 도구를 이용해

곡선의 길이를 예측해보면 다음과 같다.
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<그림 12> 호의 길이

함수   에 대하여  일 때와  일 때를 비교해본다면  일 때, 개의 선분의

길이의 합과 호의 길이의 차가 약 이다. 그리고  일 때, 호의 길이의 근삿값이


  



∆
∆

 ≈이고 호의 길이가  




′  




 

≈으로 그 차가 약 이다. 즉, 의 값이 증가할수록 근삿값과 참값의 차가 거의 에 가까워지고

있다는 것을 알 수 있다. 또한 빨간색 다각형이  일 때보다  일 때에 곡선의 모양과 더 유사하다는

것을 시각적으로도 쉽게 확인할 수 있다.

즉, 이 증가함에 따라 간격


의 길이가 좁아지고 개의 선분으로 이루어진 다각형이 곡선의 모양과

유사해져 결국 개의 선분의 길이의 합이 호의 길이에 근사하게 된다는 것을 시각적으로 확인할 수 있다. 함수

  뿐만 아니라 함수 을 다양하게 입력함으로써 임의의 곡선 의 길이도 위와 같은 방

법으로 쉽게 구할 수 있다.

6. 무한수열과 무한급수: 함수 의   에서의 테일러급수

(http://www.geogebratube.org/student/m92767)

함수 가   에서 멱급수 표현을 갖는다면

  

′ 


″ 


″ ′ 
⋯

의 형태이다. 이 급수를 함수 의   에서의 ‘테일러급수’라고 한다. 즉, 미분가능한 어떤 함수를 급수의 형태

로 근사하는 방법이다. 그리고 처음 개의 항까지를 선택함으로써 그 부분합을    주변에서 의 근사식

으로 사용할 수 있는데 그 식

  

′ 


″ 
⋯




을 의   에서의 ‘차 테일러 다항식’이라고 한다. 차 테일러 다항식과 함수 의 관계를 직접 확인해

볼 수 있다(<그림 13>).
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<그림 13> 함수 의   에서의 테일러급수

함수   cos에 대하여 살펴보면  일 때보다 의 값을 증가시킨  일 때 차 테일러 다

항식의 그래프가 에 더 근사하게 수렴한다는 사실을 쉽게 확인할 수 있다. 그리고 의 값을  으로

더 증가시켜보니 차 테일러 다항식의 그래프가 화면에 나타난 함수 와 거의 일치한다는 것을 알 수 있

다. 뿐만 아니라 의 값을 조정하면서 시뮬레이션을 통해 의   에서의 ‘차 테일러 다항식’에서 가 미치

는 영향에 대해서도 알아볼 수 있다.  인 상태에서  로 설정하는 시뮬레이션 과정을 통해 의 역할

은 함수 을 차 테일러 다항식으로 근사했을 때    주변을 중심으로 근사하도록 한다는 것을 알 수

있다(<그림 14>).

<그림 14> 함수 의   에서의 테일러급수

따라서 이 시각화 도구는 차 테일러 다항식이 주어졌을 때, 과 에 따라 차 테일러 다항식이 어떻게 변

화하는지를 함수 와 비교하여 둘의 관계를 시각적으로 보여주는 자료이다. 함수  , , 을 다양하게 설정

함으로써 더 다양한 테일러 다항식의 그래프를 그릴 수 있다.
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7. 벡터함수: Graphing Parametric Curves

(http://www.geogebratube.org/student/m97566)

 를 구간 에서 정의된 연속인 실함수라 하면, 구간 의 모든 (매개변수)에 대하여    ,   

(매개변수 방정식)로 주어지는 점   전체의 집합 을 곡선이라 부른다. 곡선 는 시간 에서 그 위치가

 인 동점이 움직인 자취로 이해할 수 있다.

<그림 15> coscos cossin의 자취

<그림 15>의 초록색 선은 주어진 범위에서 점 coscos cossin의 자취를 나타낸다. 즉,
초록색의 스크롤바를 이동하면 의 값에 따라 점 coscoscossin이 어떻게 이동하는지

쉽게 확인할 수 있다. 그리고 의 최솟값과 최댓값을 지정해줌에 따라 가 구간의 범위에서 어떤 곡선을 나타내

는지도 함께 확인할 수 있다. 뿐만 아니라 빨간색의 점선과 파란색의 점선은 각  와  을 나타

내는 것으로 가 변함에 따라  , 의 값이 어떻게 변화하는지도 확인할 수 있다.

더불어 화면 중앙 상단에 있는 ‘Animate’ 항목을 선택하면 애니메이션의 기능을 활용할 수 있다. 가 자동적

으로 움직이며 초록색의 점 coscos cossin이 구간의 범위에서 곡선을 그릴 때, 화면 좌

측 중앙에 있는 ‘애니메이션 속도’ 조절 기능을 활용하여 원하는 ‘Animate’ 속도를 입력할 수도 있다. 따라서 구

간 의 모든 (매개변수)에 대하여 주어진 벡터방정식 r가 어떤 곡선을 나타내는지 시각적으로 보여주는 자

료이다.

8. 다중적분

(http://www.geogebratube.org/student/m97525)

단일적분에 대해서는 적분하는 영역은 언제나 구간이다. 그러나 이중적분에 대해서는 직사각형뿐만 아니라

<그림 16>에서 제시한 영역처럼 좀 더 일반적인 형태의 영역 에 대해서도 함수 를 적분할 수 있도록 하고

자 한다. 그렇다면 예를 들어, 가 포물선   와 직선   에 의해 둘러싸인 영역일 때, 

의

값은 어떻게 구하며 영역 의 변화에 따라 적분식과 적분값이 어떻게 변화하는지 확인할 수 있다.
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<그림 16> 다중적분

와 의 (노란색) 점을 마우스로 이동시키면서 값을 와 로 수정하면 적분식이 




⋯에서 




⋯으

로 바뀌고 적분 값은 약 에서 약 로 변한다. 그리고 시뮬레이션 과정을 통해 영역 가 변함에

따라 

의 적분식이 어떻게 변화하는지 또한 적분식이 변함에 따라 적분 값이 어떻게 변화하는지를 시

각적으로 확인할 수 있다. 뿐만 아니라  ,  , 적분하고자 하는 함수 등 함수를 다양하게 입력함으로써

다중적분에 관한 여러 가지 문제를 <그림 17>의 시각화 도구를 이용해 해결할 수 있다.

<그림 17>   ,    , 축으로 둘러싸인 영역 D에서의 함수 의 적분
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9. 본 연구를 통하여 개발된 미분적분학 지오지브라 콘텐츠 목록과 웹주소

<표 1>미분적분학 개념들의 시각화 도구와 웹 주소

Composite Functions http://www.geogebratube.org/student/m83233

f(x)-Grapher http://www.geogebratube.org/student/m84358

sine 그래프 그리기 http://www.geogebratube.org/student/m67942

cosine 그래프 그리기 http://www.geogebratube.org/student/m67943

tangent 그래프 그리기 http://www.geogebratube.org/student/m67944

삼각함수의 값 구하기 http://www.geogebratube.org/student/m67945

Exponential Function http://www.geogebratube.org/student/m80724

Power Function http://www.geogebratube.org/student/m80731

Logarithmic Functions http://www.geogebratube.org/student/m83250

Translation-V-H-Shifts http://www.geogebratube.org/student/m83225

Vertical-Horizontal-Stretching http://www.geogebratube.org/student/m83230

Reflection http://www.geogebratube.org/student/m83232

f'(x)의 그래프 그리기 http://www.geogebratube.org/student/m67935

선형근사와 미분 http://www.geogebratube.org/student/m92771

Newton's Method http://www.geogebratube.org/student/m80350

Rolle's theorem http://www.geogebratube.org/student/m89345

적분의 정의 http://www.geogebratube.org/student/m67933

입체의 부피구하기(축 회전) http://www.geogebratube.org/student/m70792

함수 를 축 둘레로 회전 http://www.geogebratube.org/student/m69307

함수 를 축 둘레로 회전 http://www.geogebratube.org/student/m69311

호의 길이 (원) http://www.geogebratube.org/student/m70806

곡선의 길이 (함수) http://www.geogebratube.org/student/m71101

직선의 매개방정식 http://www.geogebratube.org/student/m70798

공간곡선 그리기 http://www.geogebratube.org/student/m69306

다변수 함수의 등위곡선 http://www.geogebratube.org/student/m90607

http://tube.geogebra.org/student/b121552

본 절에서 소개한 결과물과 그에 대한 분석은 수학적 개념의 이해를 향상시킬 수 있는 도구로서 시각화 자료

들의 가능성을 보여준다. 이는 일반적인 학생들이 기존의 지필 수업만으로 도달 할 수 없는 체험적 이해를 자기

주도적으로 이룰 수 있음을 보여주며 미분적분학의 교육에 널리 활용될 수 있음을 시사한다. 동시에 더 많은 수

학 콘텐츠의 개발이 지속적으로 뒤따라와야 한다는 것을 확인시켜준다. 더불어 앞의 개발된 결과물들은 실제 현

장에서 미분적분학의 학습을 통한 검증을 통해 다양한 교육학적 분석을 가능하게 한다. 그리고 수학을 강의하는

연구자들이 개발하는 위와 같은 자료들은 수학교육 연구자들에게 다양한 논의를 위한 논제로 제시된다.
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Ⅳ. 결론 및 제언

수학적 개념의 시각화는 단순히 학생들의 학습에 대한 이해를 도울 뿐만 아니라 학생으로 하여금 시각화 과

정을 통하여 스스로 발견하며 깨우치는 자기주도적인 교육이 가능하게 한다. 특히 대학수학 중 미분적분학의 경

우 수학적 개념의 시각화를 통한 기하학적 이해가 동시에 이루어 질 때 정확한 의미전달이 되는 경우가 많기

때문에 그 어느 대학수학 과목보다 시각화 과정이 중요하다.

본 연구에서는 무료로 사용할 수 있는 수학 시뮬레이션 소프트웨어인 지오지브라를 활용하여 기본적인 미분

적분학 개념들의 시각화 도구들을 위와 같이 소개하였다. 현재 공개된 지오지브라 관련 자료들은 외국에서의 자

료와 국내에서의 자료로 나눌 수 있는데, 대개 고등수학의 개념을 다루지 않아 본 연구에서는 미분적분학 관련

지오지브라 자료를 수십여 개 개발하고 그 자료의 이용에 대한 연구에 집중하였다.

보강된 양방향의 시뮬레이션 자료들은 수업의 보조 자료로서 기존의 미분적분학 교수・학습과정에 효과적으

로 적용이 가능하다. 그리고 이러한 개발이 미분적분학뿐만 아니라 다른 대학수학 과목에도 이루어져 더 많은

교육 콘텐츠가 개발되고 대학 강의에 도움을 줄 수 있는 방향으로 나아가야 할 것이다. 더 나아가 중등교육에도

많은 도움을 줄 수 있는 교육 콘텐츠가 개발되고 보급되어진다면 이러한 연구는 대학 수학교육의 다른 강좌는

물론 중등 수학교육에서도 직접적인 영향을 미칠 것으로 기대된다.
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Recently, with the development of technology, intuitive understanding of abstract mathematical concepts through 
visualizations is growing in popularity within college mathematics. In this study, we introduce free visualization tools 
developed for better understanding of topics which students learn in Calculus. We visualize important concepts of 
Calculus as much as we can according to the order of most Calculus textbooks. In this process, we utilized a 
well-known, free mathematical software called GeoGebra. Finally, we discuss our experience with visualizations in 
Calculus using GeoGebra in our class and discuss how it can be effectively adopted to other university math classes 
and high school math education. 
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