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Abstract

Even though ruin probability is a fundamental value to determine the insurance premium and policy, the complexity 

involved in computing its exact value forced us  resort to an approximate method.  In this paper, we first present 

an exact method to compute ruin probability under the assumption that the claim size has a GPH distribution, Then, 

for the arbitrary claim size distribution, we provide a method computing ruin probability quite accurately by approximat-

ing the distribution as a GPH. The validity of the proposed method demonstrated by a numerical example. The GPH 

approach seems to be valid for heavy-tailed claims as well as usual light-tailed claims.
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1. 서  론

산확률(ruin probability)은 손해보험에서 보험

요율을 정하는 기본 인 도구로 이용된다[2]. 그러나 

산확률의 정확한 계산은 매우 복잡하여 보통 근사

인 방법에 의존하게 된다[4, 5, 9, 10, 15 등]. Cra-

mer-Lundberg 방법으로 표되는 기존의 근사 인 

기법은 개 통상 인 험 하에서는 어느 정도 정확

성을 보여주지만 재해 상황과 같은 돌발 인 상황

이 고려될 때는 정확성이 떨어진다[7]. 재해 상황에 

용되는 기법들[11, 12 등]이 제안된 바 있으나 

기유보 이 매우 클 때의 단순한 근 (asymptotic) 
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공식만이 주어져 실용성이 떨어진다. 본 연구는 보

통의 상황과 재해 상황에서 동시에 사용할 수 있

고 계산상에서도 효율 인 일반 인 기법을 개발하

는 것이 목 이다. 

본 연구에서는 클 임의 도착은 통 인 푸아송

과정(Poisson process)을 가정하되, 클 임 크기의 분

포는 매우 일반 인 상황을 상정한다. 즉, 일상 인 

클 임의 상황이나 두꺼운 꼬리(heavy-tailed) 상황

( 재해 상황)에 계없이 일반 으로 유효성이 보

장되는 산확률 계산방법에 심을 둔다. 물론 보다 

복잡한 클 임 도착과정을 가정하고 근할 수도 있

겠으나( 를 들면 [7]), 고 인 푸아송 도착이 보

편 인 실제 상황과 충분히 부합되는 측면이 있고, 

이 가정 하에서 조차 충분한 범용성과 정확성을 가

진 산확률의 계산방법을 찾기 쉽지 않다는  때

문에, 본 연구에서는 복합푸아송 형태의  클

임의 틀을 유지한다. 이 기본틀 하에서 산확률은 

제 2장에서 설명되는 로 Pollaczeck-Kinchine 공

식(다른 이름으로 Beekman 공식)으로 얻어지게 되

는데, 이것을 GPH(generalized phase type) 근방

법[1, 2, 14]을 이용하면 정확하게 계산해 낼 수 있

다는 것이 본 연구의 기본 착상이다. 

범용성을 해서 클 임의 크기의 분포는 되도록 

일반 일 필요가 있는데, 이를 PH(phase type) 분

포로 가정하고 근하는 방법이 기존에 다양하게 

존재한다([3]의 제 9장 참조), 그런데 GPH 분포는 

균등화(uniformization) 기법에 의해 PH(phase type) 

분포를 부분집합으로 포함한다[13]. 더욱이 비음

의 실구간에서 정의되는 모든 연속 분포를 근사할 

수 있고(제 3.3 의 설명 참조), 계산 과정도 PH 분

포의 행렬기하(matrix geometric) 방법보다 훨씬 간

편하므로 본 연구에서 제안하는 GPH의 근법은 

범용성과 효용성 양 측면에서 유용성을 갖는다고 여

겨진다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다. 우선 제 2장에서 

구하고자하는 보험에서의 산확률이 명확히 정의

되고 Pollaczeck-Kinchine 공식이 소개된다. 본 연

구에서 제안하는 GPH 산확률의 계산 방법은 제 

3장에서 개발된다. 우선 제 3.1 에서 GPH 분포와 

그것의 확률  성질을 간단히 소개되고, 제 3.2 에

서 클 임 분포가 GPH일 때의 정확한 산확률의 

공식이 유도된다. 한 일반 인 분포를 GPH로 근

사하는 방법이 제 3.3 과 제 3.4 에서 제시된다. 제 

4장에서는 실험과 비교를 통해 제안된 방법의 정확

성이 검증되고 제 5장에서 결론과 추후 연구 방향

이 토의된 후 논문이 맺어진다.

2. 보험에서의 산확률 

일반 인 보험에서 보험회사는 주기 으로 정액의 

보험료를 받고 클 임이 발생하면 사고의 규모에 

따라 보험 을 지불한다. 어떤 보험의 시간 까지

의 클 임의 발생과정을 { ≥ }라고 하고 

번째 클 임의 규모를      ⋯라고 놓자. 그

러면  사이의 클 임은

 






로 나타낼 수 있다. 보험료가 일정한 보험료율이 

로 연속 으로 들어온다고 가정하면 에서의 

보험료와 클 임의 차이는 

  

로 나타낼 수 있다. 기(  )에 보험회사가 험

유보 을 로 비했다면 에서의 험유보 은

      




  (1)

로 정의된다. 본 연구에서는 { ≥ }를 발생

률 인 푸아송 과정으로 가정하고,      ⋯

를 분포 를 따르고 서로 독립이며 와도 독

립인 확률변수 열로 가정한다. 우선 의 평균을  , 

분산을 로 놓으면 
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               (2)

의 계를 얻을 수 있다. 보통 보험가입자는 매우 많

은 반면 개별 가입자의 사고는 발생빈도가 낮은 드문 

사건이 되므로 보험회사에 청구되는 클 임 수 

는 푸아송 과정으로 모형화 하는 것이 자연스럽다. 

식 (2)에서 시간이 흐르는 동안 험유보 이 평

균 으로 양의 값을 유지하기 해서는 보험료율과 

사고청구 비용률의 차이 가 양이 되어야 함

을 알 수 있다. 보험학에서는 비율 

 



를 안  할증률(safety loading)이라 부른다. 

 

라고 정의하면   


가 되고 특별히   일 

때는 

 


 는  



의 계가 된다. 모든 액의 단 를 를 기 으로 

맞출 수 있으므로 앞으로   로 가정하고, 산이 

확실히 일어나는 경우는 고려 상에서 제외하여 

        로 설정한다. 

이제 산확률은 고려 상 시간이 무한인 경우

에는 

   
≧ 


  

로, 유한시간 인 경우에는 

   
≦ ≦


  

로 정의될 수 있다. 본 논문에서는 무한 시간의 경

우인 에 을 맞춘다.

이제   로 놓고 의 꼬리분

포(integrated tail distribution) 는 평형분포

(equilibrium distribution)를

≡ 
 






라고 정의하면 산확률의 기본공식인 Pollaczeck- 

Kinchine 공식을 다음과 같이 얻을 수 있다([3]의 제 

4장).

  

 


∞






   (3)

여기서 
는 의 자신과의 n  합성곱(n- 

fold convolution)을 의미하고 례 으로 
  

≡ ≥ 으로 정의되고 
  

이

다. 식 (3)에서 

  





 (  )       (4)

임을 찰할 수 있다.   일 경우 식 (3)을 다시 

표 하면

  


∞



  (5)

가 되고,   이 된다.

가 평균 인 지수분포이면 식 (3)은 다음과 같

이 정확하게 계산된다.

  


 (6)

  일 경우  

라 놓으면

   (7)

가 얻어진다. 클 임 규모가 지수분포를 따르는 특
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수한 경우에는 산확률이 식 (6) 는 식 (7)과 같

이 정확히 계산되나 일반 으로 합성곱이 간단한 

형태로 얻어지지 않기 때문에 식 (5)의 정확한 계산

은 쉽지 않다. 

3. GPH 산확률의 계산

3.1   분포

본 에서는 GPH(generalized phase type) 분포와 

그 성질을 간략히 요약한다.    분포 는

 


∞


 

  ≥    (8)

의 형태를 갖는다. 여기서  




이고  

     ⋯ 는 어떤 이산 확률변수의 의 

확률질량함수(pmf)이다. 만약   이면 는 0

에서 의 도약을 갖게 되고 (0) = 0이면 

  이 된다.   에서 는 도함수

 


∞



 
      (9)

를 갖는다. 가    분포를 따르면 는 

개의 발생률 인 iid 지수 확률변수들의 합으로 해

석될 수 있는데, 균등화(uniformization) 기법을 통

해 GPH가 PH(phase type) 분포를 포함함을 알 수 

있다[13]. 즉, GPH 분포는 PH 분포보다 일반 이고 

제 3.3 에서 소개되는 방법을 이용하면 ≥ 에서 

정의되는 모든 연속분포를 근사할 수 있다.

GPH 분포는 확률 분석에 유용한 성질들을 가지고 

있다. 우선 의 생존함수(survival function) 

≡는

 


∞


 
  ≥        (10)

로 표 된다. 여기서

       ⋯  

즉, 의 생존함수이다. 

한 의 평형분포를 ≡
 







 로 정의하면 가    분포일 때

 
 








∞





 
 



∞











 
 



∞
 



∞





 
 



∞







 

 


∞


 

의 형태가 된다. 여기서  
 




  

 ⋯, 즉, 의 평형분포이고   




    ⋯ 이다. 의 정의에서   이므로 

    이고 결국 마지막 식은

 


∞


 

  ≥    (11)

과 같이     분포로 표 된다.. 

GPH 분포는 유한개의 합성곱(convolution)에 

해 닫  있다. 이 사실은 직 으로 쉽게 악할 수 

있는데 을   , 를    분포

를 따르는 독립인 두개의 확률 변수, 
∞을 평균

이 인 지수 분포를 따르는 독립인 확률변수들의 

열(단,   = 0 w.p.1), 과 를 각각 , 를 pmf

로 갖는 확률변수라고 하자. 그러면 ∼




이
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고, ∼ 
 

 

이기 때문에,  라고 정

의하면,  ∼ 


 

가 되어, 는  

  분포를 따르게 된다(여기서 ≡






 , 이산 합성곱을 의미하고 기호 ～는 같

은 분포를 따르는 계를 의미한다). 즉,  

의 분포인 합성곱   가

   =   (12)

과 같이 되어, 연속 변수인 과 의 연속 합성곱

( 분)의 계산이 이산 합성곱(합)의 계산으로 바

어 나타남을 찰 할 수 있다. 이 성질은 GPH을 다

양한 확률 인 계산에 응용할 수 있게 해 주는 

요한 성질이다. 물론, 이와 같은 연산이 가능하기 

해서는, 두 GPH 분포의 값을 동일하게 설정해

야 한다. 

한편  분포 의 Laplace-Stieltjes 변

환(LST)는 

≡


∞

       (13)

  


∞




∞



 


   



가 된다. 여기서   이고 는 에 한 확률생

성함수(pgf)이다. 즉,

≡


∞

   

이다. 식 (13)을 이용하여 식 (12)의 양변의 LST를 

구하면  의 분포의 LST는 






 


 (14)

가 됨을 알 수 있다. 여기서   이고 는 

의 pgf이다.

한  와  의 확률 에 

의한 혼합(mixture) 분포함수는 

 


∞

 
 

형태가 되어 역시    분포가 된다. 여기서 

    (15)

이고 ≤ ≤ 이다. 

3.2 GPH 산확률의 계산

이제 에 언 한 GPH의 성질을 종합하여 클 임 

규모가 GPH 분포로 주어 질 때의 정확한 산확률

의 공식을 구해보자. 이는 다음의 정리로 요약할 수 

있다.

 

정리：클 임의 분포 를  라고 가정하

면 산확률 는  의 생존함

수가 된다. 이때 

  


∞


 (17)

이다.

증명：Pollaczeck-Kinchine 식 (5)를 다시 쓰면

  


∞





     


∞
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는 

  


∞


 (18)

가 된다. 클 임의 분포 를  라고 가정

하면 식 (11)에서 는   로 표 되고 따

라서 의 LST는 식 (13)에서 

가 된다. 

여기서 는 의 pgf이다. 한 의   합성곱 


도 식 (14)에 의해 LST가 


인 

 
가 된다. 여기서 

는 의   합성곱이

다. 한편, 
의 기하분포에 의한 혼합(mixture)인 식 

(18)의 우변 




∞




도 GPH가 된다. 즉, 는    형태

가 되는데 이때 는 식 (15)와 유사하게 근하면 

식 (17)과 같이 얻어진다. ■

정리에서 식 (17)이 얻어졌으나 여기에는 무한  

개의 다  합성곱의 계산이 포함되어 실제로 계산해 

내기가 쉽지 않다. 이제 큐잉시스템에서의 수 교차

(level-crossing) 기법을 이용하여 를 보다 효율

으로 계산하는 방법을 고안해보자. 우선 

를 FIFO-M/G/1 큐잉시스템에서 정상상태의 기

시간(delay) 분포로 해석할 수 있음을 찰한다[3, 

15 등]. 이제 고객의 도착과정이 도착률 인 푸아송

과정이고 서비스 시간이 평균 인 분포 를 따른다

고 하고   라고 가정하자. 이때 가 

 라고 가정하면 앞의 설명과 같이 정상상태의 

기시간의 분포   도 GPH 형태가 

되는데 이것을  로 표시하자. 를 구

하기 해 우선 기시간이 0일 확률은 이므로 

    (19)

를 얻는다.     해 가상지연과정(virtual delay 

process)에서 수  를 내려가는 교차율(down- 

crossing rate)과 올라가는 교차율(up-crossing rate)

이 같아야 하므로 

 




       (20)

을 얻는다. 식 (20)의 좌변을 GPH 형태로 나타내면




∞



 
 (21)

이 된다. 이제 우변에 GPH 형태를 입해 정리해

보자. 우선   이므로






 

      







∞


        ×


        ×






∞

 








       


∞




∞
 

        ×
 





  

인데











이므로






 

       


∞




∞
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       ×
 

      


∞


 

       


∞









      


∞







 

이 되어 식 (20)의 우변은 결국 




∞ 












 

(22)

과 같이 쓸 수 있다. 

이제 식 (21), 식 (22)를 등호로 연결하고 비교하

면  ⋯에 해

  






 (23)

과 같은 되돌림 계를 얻을 수 있다. 

이제 식 (19)와 식 (23)을 이용하여    

 ⋯를 구한 후

 




     ⋯

를 구하여 

 


∞


 

와 같이 기시간 분포를 계산하여 최종 으로 

산확률을

 

로 구할 수 있다. 

3.3 GPH 분포로의 근사 

이제 일반 인 클 임 규모의 상황에 해 용

하기 래 일반 분포를 GPH로 맞추는 방법이 필요

하다. 클 임 규모의 분포 가 주어지면 

  


∞






 ≥     (24)

는 →∞일 때 로 수렴하게 된다[1]. 여기서 

를 크게 잡을수록 GPH 가 를 더욱 정확하게 

근사 할 수 있음을 찰할 수 있다. 

만약 가 미리 알려져 있지 않다면 우선 과거의 

클 임의 자료로 부터 경험분포 을 

  






≤ 

과 같이 구한다. 여기서 

    가참일때 그 외의 경우

이다. 이제 식 (24)에서  신 를 입하

여 GPH 형태

   


∞





 
     (25)

이 얻어진다. 식 (25)는 모든 고정된 에 해 →

∞일 때  →이 되므로 을 크게 하

면 결국 확률 1로 로 근함을 찰할 수 있다.

3.4 GPH 분포의 효과  근사계산

식 (24)( 는 식 (25))는 무한 수이므로 실제 계

산을 해서는 한 단이 필요하다. 우선 








 
≥ 
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인 최소의 를 구하면 




∞





 
≤ 


∞



 
≤ 

이 된다. 따라서

≅








 
(26)

로 계산하면 단오차를 이하로 유지할 수 있다. 

가 충분히 큰 경우  일 때 략 

 ≅ 

이면 충분하다. 이를 용하여 식 (26)을 계산할 때 

계산의 안정성과 효율을 해 다음과 같은 방법을 

사용할 수 있다.

 우선 ⌈⌉일 때 


 

를 먼  계산하고 계식





을 이용하여     ⋯ ⌈⌉ 를 차례로 

계산하고 마찬가지로

 



을 이용하여     ⋯ ⌈⌉를 차례로 

구하여 


⌈⌉⌈⌉
⌈⌉⌈⌉





와 같이 의 근사값을 계산한다. 여기서 

 이다. 

4. 용 

실제로 제 3장에서 제시된 GPH 방법은 를 충분

히 크게 잡으면 분포 자체를 매우 정확하게 근사할 

수 있어 산확률의 정확성이 보장되지만, 계산의 

간편성과 정확성을 시하기 해 본 장에서 간단

한 용 를 제시한다. [15]에 주어진 에서 정확

한 산확률 값이 주어져 있으므로 그 논문의 를 

사용하여 비교 검증해 보자. 그 논문에서는 클 임 

규모의 pdf가

  

즉, 감마   분포인 경우를 고려하 다.   

 인 경우(이때 평균은    , 분산은   

  , 제곱변동계수는      )

와     (이때      )인 경우에 

   일 때의 산확률의 계산결과가 각

각 <표 1>과 <표 2>에 주어져 있다. 이 표들에서 

GPH 방법의 정확성을 곧 바로 확인할 수 있다. 여

기서는     의 비교  작은 값을 사용하

다. 한 각 경우에 해 GPH 방법을 이용하여 구

한 산확률 의 그래 가 각각 [그림 1]과 [그

림 2]에 주어져 있다. 

5. 결  론

산확률의 정확한 계산은 보험 정책수립의 기

가 되는 요한 작업이다. 본 논문에서는 양의 실수 

값을 갖는 모든 분포를 근사할 수 GPH 분포를 토

로 하여 매우 정확한 산확률을 계산해 내는 범

용의 방법을 제시하 다. 한 계산 를 통해 이 

산확률 계산방법의 타당성과 정확성을 검증하

다. 본 논문의 방법은 다양한 상황에서 매우 정확하

게 산확률을 계산해 주므로 보험계획과 분석에서 
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<표 1> =1/3인 경우의 산확률(GPH： )

  GPH Willmot 참값

0.2

0.1 0.1839 0.1822 0.1839

0.25 0.1595 0.1596 0.1594

0.5 0.1209 0.1217 0.1209

0.75 0.0883 0.0886 0.0882

1 0.0627 0.0627 0.0626

0.5

0.1 0.4744 0.4728 0.4744

0.25 0.4342 0.4344 0.4342

0.5 0.3665 0.3672 0.3664

0.75 0.3035 0.3037 0.3033

1 0.2485 0.2484 0.2484

0.8

0.1 0.7834 0.7826 0.7834

0.25 0.7562 0.7564 0.7562

0.5 0.7075 0.7074 0.7074

0.75 0.6578 0.6578 0.6577

1 0.6098 0.6096 0.6097

    [그림 1] =1/3인 경우의 산확률 그래  
(GPH： ) 

<표 2> =2인 경우의 산확률(GPH： )

  GPH Willmot 참값

0.2

0.1 0.1865 0.1849 0.1865

0.25 0.1697 0.1685 0.1697

0.5 0.1465 0.1461 0.1466

0.75 0.1274 0.1275 0.1276

1 0.1113 0.1117 0.1115

0.5

0.1 0.4786 0.4768 0.4787

0.25 0.4511 0.4499 0.4512

0.5 0.4113 0.4111 0.4114

0.75 0.3765 0.3769 0.3768

1 0.3455 0.3462 0.3458

0.8

0.1 0.7861 0.7852 0.7862

0.25 0.7677 0.7672 0.7677

0.5 0.7396 0.7396 0.7397

0.75 0.7136 0.7140 0.7139

1 0.6892 0.6896 0.6894

  [그림 2] =2 인 경우의 산확률 그래  
(GPH： )

실용 으로 용될 수 있다. 향후 분포 모형의 가정 

없이 클 임 데이터로부터 직  산확률 얻는 단

일화된 방법에 한 연구가 계속될 것이다. 한 계

획기간이 주어진 경우의 유한시간 산확률의 계산

에 GPH 방법을 확장하는 연구가 계속될 것이다.
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