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A History of the Cycloid Curve and
Proofs of Its Properties

사이클로이드 곡선의 역사와 그 특성에 대한 증명

Shim Seong-A 심성아

The cycloid curve had been studied by many mathematicians in the period from
the 16th century to the 18th century. The results of those studies played important
roles in the birth and development of Analytic Geometry, Calculus, and Variational
Calculus. In this period mathematicians frequently used the cycloid as an example
to apply when they presented their new mathematical methods and ideas. This pa-
per overviews the history of mathematics on the cycloid curve and presents proofs
of its important properties.
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1 서론

수학의 역사에 등장하는 가장 유명한 곡선 중 하나인 사이클로이드는 Figure 1에서와 같이

직선 위를 굴러가는 원 위의 한 점이 그리는 자취이다. 사이클로이드 곡선을 그리기 위해

직선 위를 굴리는 원을 사이클로이드의 생성원 (生成圓, the generating circle)이라고 부

른다. Figure 2에서와 같이 반지름이 r이고 원점에서 x축과 접하는 생성원이 x축 위를

굴러간다고 할 때, 원점에서 출발한 생성원 위의 점 P (x, y)의 자취인 사이클로이드 곡선의

식은 생성원의 회전각 θ를 매개변수로 사용하여 다음과 같이 표현된다.

x = OS − PF = rθ − r sin θ

y = r −QF = r − r cos θ

사이클로이드 곡선은 16세기에서 18세기까지의 시기에 여러 수학자들에 의하여 연구되

었고, 이러한 연구들이 해석기하학과 미적분, 변분미적분의 탄생과 발전에 중요한 역할

을 하였다. 이 시기에 수학자들이 새로운 수학적 방법을 발표할 때 흔히 사이클로이드에
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Figure 1. the cycloid curve; 사이클로이드 곡선

Figure 2. Parametric expressions of the cycloid curve; 사이클로이드 곡선의 매개변수 표현

적용하는 것을 예로 들었다. 사이클로이드는 ‘기하학의 헬렌 (Helen of Geometry)’라고

불리어졌는데, 이는 이 곡선 자체가 가지는 수학적 아름다움뿐만 아니라, 이 곡선에 대한

연구 과정에서 야기된 수학자들 사이의 갈등에서 유래된 별칭이다. 사이클로이드 곡선에

대하여 제기되었던 주요한 문제들과 그 밝혀진 결과를 정리하면 다음과 같다.

사이클로이드 곡선 아래 영역의 넓이 구하기 (quadrature) 직선 l 위를 굴러가는 생성원에

의하여 그려지는 사이클로이드 곡선의 한 주기에 해당하는 아치와 직선 l로 둘러싸인

부분의 넓이는 그 생성원의 넓이의 3배이다.

사이클로이드 곡선의 길이 구하기 (rectification) 사이클로이드 곡선의 한 아치의 길이는

그 생성원의 반지름의 8배이다.

등시주기운동 문제 (Isochrone Problem) 진자의 운동 주기가 일정하려면 추의 이동 궤적

이 사이클로이드를 이루어야 한다.

사이클로이드의 신개선 (伸開線, the involute) 평면 위의 사이클로이드 곡선에 접하는 직

선을 곡선을 따라서 회전시킬 때, 직선 위의 한 정점 (定點)이 그 평면 위에 그리는

곡선은 다시 사이클로이드를 이룬다.

동시강하 곡선 (Tautochrone Problem) 지면과 수직인 평면에서 뒤집어놓은 사이클로이

드 곡선의 어느 위치에서 시작해서 구슬을 굴려도 최저점에 도달하는 시간이 같다.

최소시간강하 곡선 (Brachistochrone Problem) 지면과 수직인 평면의 한 점에서 다른 한

점을 연결하는 어떤 경로를 따라 구슬이 굴러 내려올 때, 사이클로이드를 따라 내려

오는 시간이 다른 어떤 곡선을 따라 내려오는 시간보다 짧다.
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이 논문에서는 사이클로이드 곡선에 관련된 수학적 역사를 개관하며, 역사적으로 중요

하게 연구되었던 성질들에 대한 증명을 제시한다.

2 사이클로이드 곡선의 역사

기원전 3000년 무렵 바퀴가 발명된 이후 사이클로이드 모양의 곡선도 일찌기 발견되었을

수도 있으나, ‘움직이는 원 위의 한 점에 의하여 생성되는 곡선’이 문헌에 최초로 언급된

것은 1501년 부벨 (Charles de Bouvelles, 1475–1566)이 원의 넓이를 구하는 과정에서

그러한 곡선을 이용하였다는 것이다 [10]. ‘사이클로이드 (cycloid)’라는 이름을 명명한

것은 1599년 갈릴레오 (Galileo Galilei, 1564–1642)에 의해서였다 [16]. 그는 사이클로

이드의 한 아치 아랫부분의 넓이를 구하는 수학적 방법을 찾으려고 하였으나 성공하지

못했다. 그리고 실제로 금속판으로 생성원과 사이클로이드 모양을 만들어 무게를 비교하여

사이클로이드 아치의 넓이가 생성원의 넓이의 3배라는 결과를 얻었으나, 자신이 증명할

수 없었던 것으로 미루어보아 정확한 값은 3이 아닌 어떤 무리수일 것이라고 믿었다. 이후

1634년에 프랑스의 수학자 로버벌 (Gilles Persone de Roberval, 1602–1675)이 카발리에

리 (Bonaventura Francesco Cavalieri, 1598–1647)의 불가분량의 방법 (the method of

indivisibles)을 이용하여 사이클로이드 아치의 넓이를 다음과 같이 구하였다 [14].

로버벌의 증명. Figure 3에서와 같이 사이클로이드 위의 각 점 P 에서 직선 AB 와

평행하게 그은 직선이 생성원의 내부에 포함되는 길이만큼의 선분을 그린다. 이러한 선

분들이 이루는 영역의 넓이는 카발리에리의 불가분량의 방법에 의하여 생성원의 넓이와

같다. 그리고 이 선분들의 중점의 자취곡선은 대칭성에 의하여 사각형 ABCD의 넓이를

이등분한다. 따라서 사이클로이드 곡선의 아랫부분 ACB의 넓이는 1
2

(
πr2 + 2r × πr

)
이다. 따라서 사이클로이드 곡선의 한 아치 아랫부분의 넓이는 3πr2 이다.

Figure 3. Roberval’s method to calculate the area of the region under the cycloid curve;
사이클로이드 곡선 아랫부분의 넓이를 구하는 로버벌의 방법

사이클로이드 곡선의 접선을 그리는 문제에 대해서는 로버벌을 비롯하여 페르마 (Pierre

de Fermat, 1601–1665), 데카르트 (René Descartes, 1596–1650)등이 각각 서로 다른 해
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법을 발표하였다 [10]. 또 갈릴레오와 교신했고, 카발리에리의 제자이기도 했던 토리첼리

(Evangelista Torricelli, 1608–1647)도 사이클로이드의 넓이와 접선에 관한 자신의 발견을

1644년에 발표하였다. 1658년 영국의 건축가이자 천문학자였던 렌 (Christopher Wren,

1632–1723)은 사이클로이드의 한 아치의 길이가 생성원의 지름의 4배임을 밝혔다. 이후에

발명된 미적분을 이용하면 사이클로이드 곡선 넓이와 길이를 구하는 문제나 접선을 그리는

문제 등은 아주 간단하게 풀 수 있지만, 최초의 증명들은 무한급수만을 이용하여 기하학적

방법으로 접근하였으며 뛰어난 통찰력과 고심 끝에 얻어진 것들이었다.

사이클로이드 곡선의 성질에 대한 이러한 발견들에 이어서 흥미롭고 중요한 연구결과

들이 계속 나타났다. 1673년 네덜란드의 물리학자 호이겐스 (Christian Huygens, 1629–

1695)는 ‘진자시계 (Horologium Oscillatorium)’라는 저서에서 진자의 궤적이 원의 호가

아니라 사이클로이드 곡선이 되어야 진자의 주기가 정확히 일정하게 된다는 것을 증명하고

(정리 3.1), 이러한 성질을 이용해 진자시계를 만들었다 [15]. 그 이전 1583년 갈릴레이가

피사의 성당 천장에 매달린 진자의 주기가 일정하다는 것을 발견했다는 일화가 유명한데,

실제로는 한 점에 매달려 원의 호를 따라 진동하는 단진자는 진폭이 아주 작을 경우에만

거의 일정한 주기를 갖는다. 이때도 주기가 정확히 일정한 것은 아니었지만 정밀한 시계가

없었던 갈릴레오 시대에는 측정으로 이를 알아내기는 어려웠을 것이다. 호이겐스는 사이클

로이드 곡선의 신개선 (involute)이 다시 사이클로이드임을 증명하고 (정리 3.2) 이 원리를

바탕으로 두 개의 사이클로이드 벽면 사이에서 진자가 움직이도록 하여 진자의 궤적이 사

이클로이드 곡선을 따르는 진자시계를 제작하였다. 이렇게 고안된 진자시계의 추는 이론상

진폭에 상관없이 같은 주기로 움직인다. 이는 사이클로이드가 동시강하곡선이기 때문이다

(the Tautochrone problem, 정리 3.3). 시계의 추가 사이클로이드 곡선 상의 어느 위치

에서 출발하여도 중력에 의하여 내려와서 최저점에 도달하는 데 걸리는 시간은 같아야

한다. 하지만 현실적으로는 추를 매단 줄과 사이클로이드 벽면 사이의 마찰때문에 일정한

주기가 유지되지 않았다 [4]. 이후 1675년에 호이겐스는 가느다란 나선형의 금속스프링이

감겼다 풀렸다 할 때 진동의 주기가 일정한 것을 응용한 시계를 고안하였다 [2]. 이 시기에

과학자들은 용수철에 매달린 물체와 진자의 운동에 관심을 갖고 연구하였고, 그 결과들은

근대적인 시계의 발명, 표준 도량형의 정립 등으로 이어지며 자연을 수량화하여 연구하는

기초가 되었다.

사이클로이드 곡선은 계속하여 그 당시 유럽의 최고 수학자들의 관심을 끌었고, 대단

한 새로운 결과들이 밝혀졌다. 1696년 요한 베르누이 (Johann Bernoulli, 1667–1748)는

유럽의 수학자들에게 한 도전 문제를 제시하였다 [7]. 그것은 지면에 수직인 한 평면에

놓인 두 점 사이를 연결하는 어떤 경로를 따라 공이 중력에 의하여 굴러내려 올 때 최단

시간이 걸리도록 하는 경로의 곡선을 찾는 문제였다. 최단시간곡선 (the brachistochrone)
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이라고 불려졌던 이 곡선을 처음으로 찾은 사람은 요한 베르누이 또는 그의 형 쟈크 베

르누이 (Jacques Bernoulli, 1655–1705) 로 알려져있다. 이 문제의 해법을 찾은 수학적

업적을 두고 두 형제 사이에 다툼이 있었다 [9]. 그리고 이 문제가 제안된 후 곧 라이프

니츠 (Gottfried Wilhelm von Leibniz, 1646–1716), 로피탈 (Guillaume de l’Hospital,

1661–1704), 뉴튼 (Isaac Newton, 1642–1726)도 각각 해법을 찾았다 [7].

요한 베르누이는 1697년 1월 자신의 해법을 발표할 때, 호이겐스의 등시주기곡선을 언

급하면서 “내가 그 똑같은 사이클로이드가 바로 우리가 찾던 최소시간곡선이라고 밝히면

다들 깜짝 놀라실겁니다.”라고 말했다. 그는 밀도가 다른 여러 겹의 매질을 통과하는 빛이

최단시간이 걸리는 경로를 따라 굴절하는 것과 물체가 중력에 의하여 가속되며 내려올 때

최단시간이 걸리는 경로를 찾는 것은 같은 원리의 문제라는 것을 파악하였다 [12]. Figure

4에서와 같이 i번째 매질을 통과하는 빛의 속도를 vi, 굴절각을 θi (i = 1, 2, · · · )라고 할

때, 모든 i에 대하여 다음과 같은 Snell의 법칙이 성립한다.
sin θi+1

sin θi
=

vi+1

vi
즉, vi

sin θi
=

vi+1

sin θi+1

그리고 sin θi =
dx

ds
이다.

Figure 4. The refraction path of the light ray through multiple layers of media of differ-
ent densities; 밀도가 다른 여러 겹의 매질을 통과하는 빛의 굴절경로

요한 베르누이는 여기에서 각 겹의 두께를 아주 작게 하고 v와 θ가 연속적으로 변한다고

생각하여 다음 식을 도출하였다.
v

sin θ
=

v

dx/ds
= k (k는 어떤 상수)

위 식으로부터 v ds = k dx이고, 이 식의 양변을 제곱한 후 (ds)2 = (dx)2 + (dy)2 임을

적용하여 정리하면 다음 식을 얻는다.

dx =
v√

k2 − v2
dy (2.1)

정지상태에 있던 질량 m인 물체가 중력에 의하여 낙하할 때 내려온 거리 y와 물체의 속도

v 사이에는 위치에너지의 변화가 운동에너지의 변화로 전환되는 관계에 의하여 다음 식이

성립한다.
1

2
mv2 = mgy (g는 중력가속도 상수) (2.2)



36 A History of the Cycloid Curve and Proofs of Its Properties

이제 식 (2.1)의 상수 k가 k = 2g인 상황을 식 (2.2)에 적용하여 다음 식을 얻는다.

dx =

√
y

k − y
dy (2.3)

요한 베르누이는 이 식이 바로 사이클로이드 곡선을 나타내는 미분방정식임을 보였다.

그리고 다음과 같이 결론지었다.

“끝으로 나는 호이겐스의 등시주기곡선과 나의 최소시간곡선의 뜻밖의 일치에 대하여

경외감을 다시 한 번 말해야겠다. 특히 이러한 일치가 갈릴레오의 가설 하에서만 일어날 수

있고, 우리가 이 사실로부터 갈릴레오의 가설이 옳다는 증명을 얻은 것은 주목할만 하다.

자연은 항상 가장 단순한 방식으로 작동하며, 여기에서 한 곡선이 두 가지 다른 기능을

하도록 하였다. 그렇지않다면 우리는 두 가지의 다른 곡선이 필요했을 것이다.”

요한 베르누이의 해법은 최소시간곡선 문제를 해결하는 뛰어난 방법이었지만, 광학에

비유하는 것에 의존하여 일반화될 수가 없었다. 한편 쟈크 베르누이는 동생 요한이 제안

한 최단시간곡선 문제에 대한 해법으로 이 문제에서 고려되는 ‘여러 가지 곡선’을 변수

로 생각하는 방법을 고안하였다 (정리 3.4). 그의 이러한 생각은 이후 발전한 ‘변분 미적

분 (the calculus of variations)’의 시초가 되었다 [6]. 요한 베르누이에 의하여 제기된

최소시간곡선 문제를 발단으로 시작되어 자크 베르누이가 초석을 놓은 변분법 (變分法,

the variational method) 은 이후 비슷한 시기에 물리학에서도 모페르튀 (Pierre Louis

Maupertuis, 1698–1759)와 오일러 (Leonhard Euler, 1707–1783), 라이프니츠 등에 의

하여 독립적으로 고안되어 이용되었고 [3, 5, 8], 후에 ‘최소작용의 원리 (the principle of

least action)’라고 불리게 되었다. 빛이 최소시간경로로 진행한다는 페르마의 법칙도 이

변분법적인 접근의 한 특별히 놀라운 응용이다 [13]. 양자역학의 성립에 핵심적으로 기여한

플랑크 (Max Planck, 1858–1947)는 20세기에 변분법적인 접근을 가장 열정적으로 주창한

학자였다. 그는 ‘최소작용의 원리’가 형식과 내용에서 이론적 연구의 이상적이고 최종적인

목적에 가장 근접한 것이라고 말하였으며, 모든 물리 법칙들 중에서 가장 포괄적인 것일 뿐

만 아니라 신의 생각의 가장 순수한 표현을 나타낸다고 주장하였다 [17]. 반면에 이 원리를

시작했던 페르마는 “자연은 모호하고 숨겨진 길로 움직인다.”고 말하며, ‘최소작용의 원리’

는 빛의 행동을 묘사하는 순수하게 추상적인 수학적 정리라고 생각하였다 [11]. 뉴튼의

역학에서 똑같은 질량을 가지는 두 입자가 중력에 의하여 직선방향으로 서로 끌릴 때 두

물체 사이의 거리와 시간의 관계가 사이클로이드를 이룬다 (정리 3.5 ). 이 사이클로이드

관계는 시간을 각 입자의 상대적 시간 (proper time)으로 이해하여 일반상대성이론을 적

용하여도 여전히 성립한다 ( [1] Section 4.3 Free-Fall Equations). 이 사실로부터 중력이

물체를 한 위치에서 다른 위치로 이동시킬 때 가장 효율적인 방법으로 작용한다고 이해할

수 있다.
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3 사이클로이드 곡선의 특성에 대한 증명

사이클로이드 곡선 아래 영역의 넓이를 구하는 문제 (quadrature)와 사이클로이드 곡선

의 길이를 구하는 문제 (rectification) 는 Roberval과 Wren에 의하여 처음 연구되었을

때는 무한급수를 바탕으로하는 기하학적인 방법이 이용된 고도의 문제였지만 이후 발

전한 미적분학에서는 기초적인 연습문제로 다루어진다. 정리 3.1은 등시주기운동 문제

(Isochrone Problem)에 대한 증명을 보인다. 정리 3.2는 사이클로이드의 신개선 (伸開線,

the involute)이 다시 사이클로이드 곡선임을 보인다. 정리 3.3은 사이클로이드가 동시강

하곡선임을 보인다 (Tautochrone Problem). 정리 3.4는 변분법을 이용하여 최소시간강

하곡선 문제의 해가 사이클로이드임을 증명한다 (Brachistochrone Problem). 정리 3.5는

똑같은 질량을 가지는 두 입자가 중력에 의하여 직선방향으로 서로 끌릴 때 두 물체 사이의

거리와 시간의 관계가 사이클로이드를 이룬다는 사실을 증명한다.

정리 3.1 진자의 운동 주기가 일정하려면 추의 이동 궤적이 사이클로이드를 이루어야

한다.

증명. 한 점에서 출발한 진자가 그 궤적을 따라 t초 동안 움직였을 때, 추의 이동거리를

s(t), 추의 위치를 (x(t), y(t)), 추의 이동 궤적의 접선과 수평방향이 이루는 각을 α(t)라고

하면

dy

ds
= sinα,

dx

ds
= cosα

이고, 추의 궤적에 접하는 중력의 성분이 진자의 운동에너지로 전환되는 다음 관계식이

성립한다.

m
d2s

dt2
= −mg sinα
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이때 진자의 운동주기가 일정하려면 초기조건을 s(0) = 0으로 두었을 때 주기함수 s(t) =

C sinωt를 해로 얻을 수 있는 미분방정식

d2s

dt2
+ ω2s = 0

도 성립해야한다. 따라서 s = − 1

ω2

d2s

dt2
=

g

ω2
sinα, ds

dα
=

g

ω2
cosα이므로

dx

dα
=

dx

ds

ds

dα
= cosα · g

ω2
cosα =

g

ω2
cos2 α =

g

2ω2
(1 + cos 2α)

dy

dα
=

dy

ds

ds

dα
= sinα · g

ω2
cosα =

g

2ω2
sin 2α

위의 식들을 α에 대하여 적분하고, α = 0일 때 (x, y) = (0, 0)이라고 두면,

x =
g

4ω2
(2α+ sin 2α) , y =

g

4ω2
(1− cos 2α)

이므로 추의 이동 궤적은 사이클로이드를 이룬다.

정리 3.2 윗면을 이루는 사이클로이드가 매개변수 β에 대하여 다음 식으로 주어졌다고

하자.
r⃗ = (f(β), g(β)) = (β − sinβ, 3 + cosβ)

로 주어졌다고 하자. 이때, 점 (0, 4)에 매달린 길이가 4인 진자의 추의 궤적 (x(β), y(β))

는

x(β) = β + sinβ, y(t) = 1− cosβ

와 같이 주어져 사이클로이드를 이룬다.

증명. 아래 그림에서 벡터들의 관계로부터 같이 진자의 추의 위치를 구할 수 있다.

(x(β), y(β)) =r⃗i = r⃗ + sT⃗

=(f(β), g(β)) +
s (f ′(β), g′(β))√
(f ′(β))

2
+ (g′(β))

2

=(β − sinβ, 3 + cosβ) + s (1− cosβ, sinβ)√
(1− cosβ)2 + (sinβ)

2
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=(β − sinβ, 3 + cosβ) + s (1− cosβ, sinβ)√
2
√
1− cosβ

s =

∫ π

β

√
(f ′(β))

2
+ (g′(β))

2
dβ =

∫ π

β

√
(1− cosβ)2 + (sinβ)

2
dβ

=
√
2

∫ π

β

√
1− cosβ dβ =

√
2

∫ π

β

√
2 sin2 β

2
dβ = 2

∫ π

β

sin β

2
dβ = 4 cos β

2

x(β) =β − sinβ +
s√
2

√
1− cosβ = β − sinβ +

4√
2

cos β

2

√
1− cosβ

=β − sinβ + 4 cos β

2
sin β

2
= β − sinβ + 2 sinβ = β + sinβ

y(β) =3 + cosβ − s√
2

sinβ√
1− cosβ

= 3 + cosβ − 4√
2

cos β

2

sinβ
√
1 + cosβ

sinβ

=3 + cosβ − 4 cos2 β

2
= 1− cosβ

정리 3.3 y축의 양의 방향이 아래로 향하도록 지면과 수직으로 세워놓은 좌표평면에서

(x, y) = r(θ− sin θ, 1− cos θ), (0 ≤ θ ≤ π)로 주어진 사이클로이드 곡선을 따라 구슬을

가만히 놓아 굴러내려가도록 하자. 점 O(0, 0)에서 구슬을 놓아 최저점 A(πr, 2r) = r(π−

sinπ, 1− cosπ)에 도달할 때까지의 시간 T 와 점 O와 A 사이의 임의의 점 P (x0, y0) =

r(θ0−sin θ0, 1−cos θ0)에서 구슬을 놓아 최저점 A에 도달할 때까지의 시간 T0 에 대하여

T = T0 이다.

증명. O(0, 0)에서 구슬을 잡고 있다가 가만히 놓으면 (초기속도 = 0) 곡선을 따라 내려

가면서 에너지보존법칙에 의하여 운동에너지와 중력에 의한 위치에너지의 변화량이 같다.

즉, 1
2 mv2 = mg y. 이로부터 v =

√
2gy 이고, v = ds

dt 이므로 dt = 1√
2gy

ds이다. 여기

에서 s는 곡선의 길이를 나타내는 변수이고, ds =
√
(dx)2 + (dy)2 =

√
1 + ( dydx )

2 dx

또는 ds =
√

(dx)2 + (dy)2 =
√

(dxdθ )
2 + (dydθ )

2 dθ 로 나타낼 수 있다. 따라서 O(0, 0)

에서 구슬을 놓아 최저점 A(πr, 2r) = r(π− sinπ, 1− cosπ)에 도달할 때까지의 시간 T

에 대하여 다음 식이 성립한다.

T =

∫
dt =

∫
1√
2gy

ds =

∫ π

0

√
(dxdθ )

2 + (dydθ )
2

√
2gy

dθ

=

∫ π

0

√
r2(1− cos θ)2 + r2 sin2 θ√

2gr(1− cos θ)
dθ =

∫ π

0

√
r2(1− 2 cos θ + cos2 θ) + r2 sin2 θ√

2gr(1− cos θ)
dθ

=

∫ π

0

√
2r2(1− cos θ)√
2gr(1− cos θ)

dθ =

∫ π

0

√
r

g
dθ =

√
r

g
π

임의의 점 P (x0, y0)에서 구슬을 놓으면 곡선을 따라 내려갈 때의 에너지보존법칙 1
2mv2 =

mg(y − y0)으로 부터 v =
√
2g(y − y0)이고, v = ds

dt 이므로 dt =
1√

2g(y − y0)
ds이다.

따라서 P (x0, y0) = r(θ0 − sin θ0, 1− cos θ0)에서 구슬을 놓아 최저점 A에 도달할 때까
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지의 시간 T0에 대하여 다음 식이 성립한다.

T0 =

∫
dt =

∫
1√

2g(y − y0)
ds =

∫ π

θ0

√
(dxdθ )

2 + (dydθ )
2√

2g(y − y0)
dθ

=

∫ π

θ0

√
r2(1− cos θ)2 + r2 sin2 θ√
2gr(1− cos θ − 1 + cos θ0)

dθ =

∫ π

θ0

√
2r2(1− cos θ)√

2gr(cos θ0 − cos θ)
dθ

=

√
r

g

∫ π

θ0

√
2 sin2 θ

2√
(2 cos2 θ0

2 − 1)− (2 cos2 θ
2 − 1)

dθ =

√
r

g

∫ π

θ0

sin θ
2√

cos2 θ0
2 − cos2 θ

2

dθ

=

√
r

g

1

| cos θ0
2 |

∫ π

θ0

sin θ
2√

1− cos2 θ
2

cos2 θ0
2

dθ =

√
r

g

∫ 0

1

−2√
1− u2

du

=2

√
r

g

[
sin−1 u

]1
0
= 2

√
r

g
(
π

2
− 0) =

√
r

g
π

그러므로 T = T0 이고, 어느 높이에서 구슬을 놓더라도 사이클로이드를 따라 최저점까지

내려오는 시간은 같다.

변분법 (variational method)을 이용하여 함수 y = y(x)와 그 도함수 y′에 대한 다음과

같은 적분형태로 표현된 범함수 (functional) T (y)의 값이 극대 또는 극소가 되는 해 y∗(x)

를 찾아보자.

T (y) =

∫ b

a

H(y, y′) dx

이를 위하여 곡선 y = y∗(x) 근방의 임의의 매끈한 곡선들을

y = y∗(x) + ϵη(x)

로 나타낸다. 여기에서 함수 η : [a, b] → R은 η(a) = η(b) = 0인 임의의 매끈한 함수를

나타낸다. 범함수 T (y)가 y = y∗(x)일 때 극값을 갖는다고 하였으므로

d

dϵ
T (y∗ + ϵη)

∣∣∣∣
ϵ=0

= 0

이어야 한다. 따라서 다음이 성립한다.

0 =
d

dϵ
T (y∗ + ϵη)

∣∣∣∣
ϵ=0

=

∫ b

a

[
dH

dy
(y∗ + ϵη, y′∗ + ϵη′) η +

dH

dy′
(y∗ + ϵη, y′∗ + ϵη′) η′

]
ϵ=0

dx

=

∫ b

a

(
dH

dy
(y∗, y

′
∗) η +

dH

dy′
(y∗, y

′
∗) η

′
)

dx

=

∫ b

a

dH

dy
(y∗, y

′
∗) η dx+

[
dH

dy
(y∗, y

′
∗) η

]b
a

−
∫ b

a

d

dx

dH

dy′
(y∗, y

′
∗) η dx

=

∫ b

a

dH

dy
(y∗, y

′
∗) η dx+ 0−

∫ b

a

d

dx

dH

dy′
(y∗, y

′
∗) η dx

=

∫ b

a

(
dH

dy
(y∗, y

′
∗)−

d

dx

dH

dy′
(y∗, y

′
∗)

)
η dx
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위 식에서 η는 η(a) = η(b) = 0인 임의의 매끈한 함수를 나타내므로 함수 y∗ 는 다음과

같은 미분방정식을 만족한다.

Euler-Lagrange equation :
dH

dy
− d

dx

dH

dy′
= 0

그리고 위 식의 양변에 y′을 곱한 식을 다음과 같이 변형시킬 수 있다.

y′
dH

dy
−y′

d

dx

dH

dy′
= 0,

dH

dx
=

dH

dy

dy

dx
+
dH

dy′
dy′

dx
,

d

dx

(
y′
dH

dy′

)
=

dy′

dx

dH

dy′
+y′

d

dx

dH

dy′

이 식들을 정리하면
dH

dx
− d

dx

(
y′
dH

dy′

)
= 0이므로 다음과 같은 미분방정식을 얻는다.

Beltrami equation : H − y′
dH

dy′
= C (C는 상수)

따라서 Euler-Lagrange equation이나 Beltrami equation으로 주어진 미분방정식의 해

를 구하면 범함수 T (y) =
∫ b

a
H(y, y′) dx를 극대화 또는 극소화하는 곡선 y = y(x)를

찾을 수 있다.

광학에서 “빛은 이동 시간를 최소화하는 경로로 진행한다”는 페르마의 법칙과 균일한

매질에서는 빛의 속도가 일정하다는 사실을 바탕으로 변분법을 이용하여 빛이 최단거리

인 직선 경로로 이동한다는 사실을 보일 수 있고, 또 이로부터 빛의 반사 법칙 (Law of

Reflection)과 굴절 법칙 (Law of Refraction, Snell’s Law)을 증명할 수 있다. 다음 정리

는 변분법을 이용하여 최단시간강하곡선이 사이클로이드임을 증명한다.

정리 3.4 지면과 수직인 평면의 한 점에서 다른 한 점을 연결하는 어떤 경로를 따라 구

슬이 굴러 내려올 때, 시간을 최소화하는 경로는 사이클로이드이다. (단, 구슬의 운동에

대하여 마찰력은 무시하고 중력만을 고려한다.)

증명. 두 점 P1(0, 0)과 P2(πr, 2r)에 대하여 구슬이 어떤 곡선을 따라 P1 에서 P2 까지

굴러 내려올 때 걸리는 시간범함수 T (y)는 다음과 같이 나타난다.

T (y) =

∫
dt =

∫
1√
2gy

ds

=

∫ πr

0

√
1 + ( dydx )

2

√
2gy

dx =

∫ πr

0

√
1 + (y′)2√

2gy
dx

y

2r

x
P1(0, 0)

P2(πr, 2r)

y∗

y∗ + ϵη

T (y)를 최소화하는 곡선 y = y∗(x)를 구하기 위하여 다음 Beltrami equation의 해를

구한다.

C =H − y′
dH

dy′
=

√
1 + (y′)2√

2gy
− y′

y′
√
2gy

√
1 + (y′)2

=

√
1 + (y′)2√

2gy
−

(y′)2
√

1 + (y′)2√
2gy (1 + (y′)2)
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=

√
1 + (y′)2√

2gy (1 + (y′)2)
=

1
√
2gy

√
1 + (y′)2

즉 미분방정식
dy

dx
= ±

√
−1 +

1

2C2gy
의 해가 T 를 최소화하는 함수 y∗(x)이다.∫

dy√
−1 + 1

2C2gy

= ±
∫

dx ⇒
∫ √

y dy√
k2 − y

= ± (x+ C1) 여기에서 k2 =
1

2C2g

이제 y = k2 sin2 θ
2 (0 ≤ θ ≤ π)로 치환하면 dy = k2 sin θ

2
cos θ

2
dθ 이므로,∫ √

y dy√
k2 − y

=

∫
k sin θ

2 k
2 sin θ

2 cos θ
2 dθ√

k2 − k2 sin2 θ
2

=

∫
k sin θ

2k
2 sin θ

2 cos θ
2 dθ

k cos θ
2

=k2
∫

sin2 θ

2
dθ = k2

∫
1− cos θ

2
dθ =

k2

2
(θ − sin θ)

이다. 따라서 k2

2 (θ − sin θ) = ± (x+C1)이고, x(0) = 0이므로 x = k2

2 (θ − sin θ)이다.

그리고 y = k2 sin2 θ
2 = k2

2 (1− cos θ)이므로 (x(θ), y(θ))는 사이클로이드를 이룬다.

똑같은 질량 m을 가지는 두 입자가 중력에 의하여 직선방향으로 서로 끌릴 때 뉴튼의

만유인력의 법칙과 운동법칙으로부터 두 입자 사이의 거리 r과 시간 t의 관계를 다음과

같이 나타낼 수 있다.
r′′ =

2Gm

r2
(3.1)

여기에서 r′′ = d2r
dt2 이고, G는 만유인력상수를 나타낸다. 일반상대성이론에서도 구면대칭인

중력장에서 입자의 상대적 시간에 대하여 같은 형태의 관계가 성립한다. 다음 정리는 식

(3.1)을 만족하는 r이 유계이면 r과 t의 관계가 사이클로이드를 이룬다는 것을 보여준다.

정리 3.5 t = 0인 초기에 r′(0) <
√

4Gm
r(0) 이면 식 (3.1)을 만족하는 r이 유계이고, 이때 r

과 t를 매개변수 θ를 이용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.
t√

r(0)3/(4Gm)
=

1

2
(θ + sin θ),

r

r(0)
=

1

2
(1 + cos θ) (3.2)

t = 0인 초기에 r′(0) ≥
√

4Gm
r(0) 이면 식 (3.1)을 만족하는 r에 대하여 lim

t→∞
r(t) = ∞가

성립한다.

증명. 식 (3.1)의 양변에 변수 r에 대하여 r(0)에서 r(t)까지의 적분을 취하여 다음 식을

얻는다. ∫ r(t)

r(0)

r′′ dr = 2Gm

∫ r(t)

r(0)

1

r2
dr (3.3)

여기에서 치환적분법에 의하여∫ r(t)

r(0)

r′′ dr =

∫ r(t)

r(0)

d(r′)

dt
dr =

∫ r′(t)

r′(0)

dr

dt
d(r′) =

∫ r′(t)

r′(0)

r′ d(r′)

이므로 식 (3.3)의 양변의 적분을 모두 계산하면 다음과 같다.
1

2

(
r′(t)2 − r′(0)2

)
= 2Gm

(
1

r(t)
− 1

r(0)

)
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따라서

dr

dt
=

√
4Gm

(
1

r(t)
− 1

r(0)

)
+ r′(0)2,

dt =

√
r(0)
4Gm

√
r(t)
r(0)√

1− r(t)
r(0)

(
1− r′(0)2r(0)

4Gm

) dr (3.4)

이다. 여기에서 t = 0인 초기에 r′(0) <
√

4Gm
r(0) 인 경우에는 시간 t가 증가할 때 r의

크기는 유계이므로 r′ = 0이 되는 시점이 있다. 이 시점을 초기 시간으로 다시 정하여

r′(0) = 0으로 두고, r(t)
r(0) = s(t)로 나타내면 식 (3.4)를 간단히

dt =

√
r(0)3

4Gm

√
s

1− s
ds

으로 쓸 수있다. 이 식의 양변을 적분하면

t =

√
r(0)3

4Gm

(√
s− s2 + sin−1

√
1− s

)
이다. 여기에서 매개변수 θ를 이용하여 s = 1

2 (1 + cos θ)로 나타내면

t√
r(0)3/(4Gm)

=
1

2
(θ + sin θ) ,

r(t)

r(0)
=

1

2
(1 + cos θ)

이므로 시간 t에 대하여 r의 그래프는 사이클로이드 곡선임을 알 수 있다.

t = 0인 초기에 r′(0) >
√

4Gm
r(0) 인 경우에는 k = r′(0)2r(0)

4Gm − 1 > 0, r(t)
r(0) = s(t)로 두고

식 (3.4)의 양변을 적분하면

t =

√
r(0)3/(4Gm)

k
√
k

[√
(ks)2 + ks− ln

(√
ks+

√
1 + ks

)]
+ C, (C는 적분상수)

이므로 lim
t→∞

k s(t) = ∞이다. 그리고 r(t) = r(0)s(t)이므로 lim
t→∞

r(t) = ∞가 성립한다.

t = 0인 초기에 r′(0) =
√

4Gm
r(0) 인 경우에는 식 (3.4)의 양변을 적분하면

t =
1

3
√
Gm

(
r
√
r + C

)
(C는 적분상수)

이므로 lim
t→∞

r(t) = ∞가 성립한다.
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