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1. 서  론

아이오-지오메트릭 해석법(IGA)은 간단히 말해서 캐드 기하 모델링에서 흔히 사용되

는 B-Spline 또는 NURBS 함수를 해석의 기저함수로 가지는 해석법이다. 일반적인 상용 

해석코드에서는 모델의 형상이 복잡하거나 응력이 집중되는 곳에 요소의 개수를 늘임으

로써 해석의 정확도를 높이는 반면에,  아이소-지오메트릭 해석에서는 고차의 스플라인 

함수를 사용하거나 사용되는 조정점의 개수를 늘림으로써 해석의 정확도를 높이는 방법

을 사용하고 있다. 특히나 해석을 위한 요소망 구성에서 경계면의 근사화 과정 없이, 기

하학적으로 정확한 캐드 모델을 해석에 그대로 사용한다는 점에서 해석의 정확도를 보다 

높일 수 있다는 이점을 가지고 있다. 

본 기사에서는 이러한 아이소-지오메트릭 해석법을 설계 의존형 구조물의 형상 최적

설계에 적용시키는 법을 살펴보고자 한다. 설계 의존형 구조물의 특성 상 최적 설계의 

중간 과정이 최적 형상에 영향을 미치게 되는데, 이러한 과정 중에서 경계면을 정확하게 

묘사하지 못하거나 하중에 오류가 발생하게 되면 최적 형상도 올바르게 얻어지지 못하

기 때문이다. 이러한 측면에서 아이소-지오메트릭 해석법 기반의 형상 최적설계는 설계 

의존형 구조물의 형상 최적설계에 있어서 뛰어난 성능을 발휘할 수 있는 해석 및 설계

법 중의 하나가 될 수 있을 것이다.

다음의 그림 1은 설계 의존형 구조물의 최적설계에 대한 기존의 접근법을 나타낸

다. 우선 그림 1(a)는 위상 최적설계 기반의 최적설계이다. 흔히 일반적으로 사용되는 

밀도법 기반의 위상 최적설계에서는 기하학적으로 부드러운 경계를 묘사할 수 없다. 

재료밀도가 1이 되는 요소면의 경계가 구조물의 경계면이 되는데, 각 요소마다 법선

벡터의 방향 등이 연속적으로 분포하지 못한다. 이는 그림 1(b)의 유한요소 기반의 최

적설계도 마찬가지이다. 따라서 이러한 문제점을 해결하기 위해서 경계면의 추가적인 

매개화 과정 등이 필요로 하게 된다.

           

                        (a) 위상 최적설계 기반                                          (b) 유한요소 기반

그림 1 기존의 접근법
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                (a) 초기 형상                                 (b) 최종 형상

그림 2 모든 조정점이 최적설계에 사용된 경우

하지만 아이소-지오메트릭 기반의 형상 최적설계에서는 경

계면이 이미 스플라인 함수로 기하학적으로 정확하게 정의되

어 있기 때문에 추가적인 매개화 과정이 필요없을 뿐만 아니

라, 전 영역에서 법선 벡터나 곡률 등과 같은 기하 정보들이 

연속적으로 분포하기 때문에, 압력 등과 같은 설계 의존형 하

중을 계산하는데 있어서 오차없이 정확하게 계산할 수 있다는 

장점이 있다.

2. 아이소-지오메트릭 해석법

2.1 아이소-지오메트릭 해석법의 개요

서론에서 언급한 바와 같이 아이소-지오메트릭 해석법에서

는 스플라인 기저함수를 사용한다. 가장 대표적인 B-Spline은 

아래의 식과 같이 재귀적인 함수로서 구성이 되는데, 우선 1차

원 문제에서의 파라메트릭 좌표값들의 집합인 노트 벡터는 식 

(1)과 같이 정의된다.

{ }1 2 1, , , n pξ ξ ξ + +=Ξ L  (1)

여기서, p는 사용되는 기저함수의 차수이고, n은 기저함수

의 개수이다. 이로부터 0차의 기저함수는 아래의 식 (2)와 같

이 정의된다.
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이로부터 고차의 기저함수는 식 (3)을 재귀적으로 사용함으

로써 얻어낼 수 있다.
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이러한 B-Spline 기저함수를 바탕으로 B-Spline 곡선은 식 

(4)와 같이 얻어진다. 
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여기서, Bi는 각각의 기저함수에 대응되는 조정점의 좌표를 

나타낸다. 이와 마찬가지로 B-Spline 곡면은 식 (5)와 같이 얻

어진다.
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여기서, Ni,p(ξ), Mj,q(η)는 각각 ξ, η, 방향의 B-Spline 함수

이다.

2.2 H-정밀화 (H-refinement)

앞으로 살펴볼 설계 의존형 구조물에 대한 아이소-지오메트

릭 최적설계에서 중요한 개념이 h-정밀화 과정이다. 아이소-지

오메트릭 기반의 최적설계에서는 구조물의 경계에 위치하는 

조정점의 위치를 이동시켜 가면서 최적설계를 진행하게 되는

데, 경계면에 위치한 조정점의 수가 너무 적으면 해석의 정확

도가 떨어지게 되고, 반대로 그 수가 너무 많으면 최적설계에 

너무 많은 계산 시간이 소요될 뿐만 아니라 수치적 국소 최적점

에 빠지게 될 위험성이 높아지게 된다. 이러한 문제점을 해결하

기 위해서 해석에 사용되는 조정점과 최적설계에 사용되는 조

정점을 분리시켜 사용하게 되는데, 이러한 두 조정점 좌표들을 

서로 연결시켜 주는 과정에서 h-정밀화 과정이 사용된다.

아래의 그림 2는 경계면의 모든 조정점들이 최적설계의 설계 

변수로서 사용된 결과이다. 이는 기존의 유한요소 기반의 형상 최

적설계와 같이 경계 형상이 부드럽게 얻어지지 못하고 국소 최적

점에서 최적화 과정이 멈추어 버린 것을 확인할 수 있다. 하지만 

h-정밀화 과정을 사용한 경계 매개화를 도입하게 되면 그림 3과 

같이 매끄러운 최종 형상이 얻어지는 것을 확인할 수 있다.

아이소-지오메트릭 해석법에서 h-정밀화를 사용하는 방

법은 아래와 같다. 주어진 노트벡터  ⋯ 와 

조정점 ⋯에 대해서 새로운 노트값 [ ]1, +∈ kk ξξξ  
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                        (a) 1/4 중공 원판 모델                                     (b) 아이소-지오메트릭 모델                                               (c) 조정점 이동

그림 4 아이소-지오메트릭 형상 설계민감도 검증

표 1 설계 민감도 비교

DOF 유한차분법 식 (9) % 식 (11) %

1x 2.935839E-05 7.839463E-06 374.4950 2.938916E-05 99.8953

2x 1.283707E-05 1.721349E-05  74.5756 1.284080E-05 99.9710

3x 1.140064E-05 8.634386E-06 132.0376 1.140411E-05 99.9696

4x 1.866651E-05 5.778239E-05  32.3048 1.868058E-05 99.9247

5x 8.162132E-06 1.681284E-06 485.4700 8.181002E-06 99.7693

6x 1.409646E-05 1.995839E-05  70.6293 1.411474E-05 99.8705

  

                 (a) 초기 형상                                 (b) 최종 형상

그림 3 h-정밀화 과정이 사용된 경우

이 추가될 때, 새 노트벡터 { }1121 ,,,,,,, +++=Ξ pnkk ξξξξξξ LL

와 개의 조정점 { }121 ,,, +nBBB L 은 다음과 같이 구성된다.
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3. 압력 하중에 대한 아이소-지오메트릭 형상 

최적설계

3.1 아이소-지오메트릭 형상 설계민감도 해석

설계 민감도 기반의 형상 최적설계법에서 설계민감도는 최

적설계의 방향을 결정하기 때문에 이를 정확히 계산해 내는 것

이 매우 중요하다. 앞으로 다루려는 구조 탄성체 문제에서 지

배방정식은 식 (8)과 같이 주어진다.

Γ+Ω=Ω ∫∫∫ ΓΩΩ
dztdzfdzzc

t iiiilkjiijkl ,, (8)

그리고 이에 대한 설계 민감도 식은 식 (9)와 같다.
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{ }0, 0, 0, 0,1, 2, 2, 2, 2=Ξ(a)

(b) { }0,0,0,0,1,1.5,2,2,2,2=Ξ%

그림 5 H-정밀화를 사용한 경계 매개화

여기서, ż, V, n, 그리고κ 는 각각 설계민감도, 설계 속도장, 

법선벡터, 곡률을 나타낸다. 이 때, 아이소-지오메트릭 해석법

에서는 접선벡터가 식 (10)과 같이 정확하게 계산되고, 법선벡

터는 이에 수직하게 정의된다.
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한편 위의 식 (9)에서 i it pn= 와 같은 압력 하중을 고려하

게 되면 식 (11)과 같이 나타낼 수 있다.
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3.2 아이소-지오메트릭 형상 설계민감도 검증

위의 식 (8)~(11)을 통해서 구조 탄성체 문제에 대한 설계민

감도 식을 유도하였다. 다음으로는 유도된 설계민감도 식의 정

확도를 수치 예제를 통해서 살펴보자. 그림 4(a)는 중공 원판

에 대한 1/4 모델이고, 내부로부터 압력 하중 P를 받고 있다고 

가정한다. 이에 대해서 아이소-지오메트릭 해석법으로는 그림 

4(b)와 같이 2차의 NURBS 함수와 9개의 조정점만을 통해서 

기하학적으로 정확하게 묘사하는 것이 가능하다. 이와 같은 아

이소-지오메트릭 모델에 대해서 그림 4(c)와 같이 조정점 4, 5, 

6의 위치를 대각선 방향으로 약간 이동시켰을 때, 그 설계민감

도를 비교해 보면 표 1과 같다.

조정점 1-6에 대해서 x방향의 설계민감도 값을 각각 유한

차분법으로 얻은 값과 비교해 보았다. 식 (9)로부터 얻은 설계

민감도 값은 유한차분법과 비료해 보았을 때, 작지 않은 오차

를 가지고 있는데, 이는 위의 식이 하중의 방향이 변하지 않

는 트렉션으로 가정하였기 때문이다. 하지만 압력 하중에 대

한 식 (11)을 사용하였을 때에는 마지막 열에서 보는 것과 같

이 매우 정확한 설계민감도가 얻어지고 있음을 확인할 수 있

다. 따라서 위의 식 (11)을 사용하여 앞으로 나오는 수치 예제

에 필요한 설계민감도를 계산할 것이다.

3.3 H-정밀화를 사용한 경계면 매개화

앞서 언급한 바와 같이 아이소-지오메트릭 해석에 사용되는 

조정점과 최적 설계에 사용되는 조정점을 서로 연관시키기 위

해서 h-정밀화를 사용하게 된다. 이 때, 두 가지의 조정점으로 

얻어지는 모델이 정확하게 일치해야만 원하는 최적 형상이 얻

어지는 것은 당연하다. 

그림 5(a)는 5개의 조정점을 가지는 3차의 B-Spline 곡선이

다. 이 때, 조정점은 파란색 점으로 주어지고, 이에 따른 곡선

은 붉은색 선으로 나타난다. 만약 설계 형상이 변화되어 중앙

에 위치한 조정점이 이동하였다고 가정하였을 때, h-정밀화 결

과 얻어지는 곡선에 대해서도 기존의 곡선과 동일한 이동 결

과를 얻어야 한다.

그림 5(b)는 노트값 1.5를 노트벡터에 추가함으로써 얻어진 

곡선으로 총 6개의 조정점을 가지고 있다. 이 때, h-정밀화 전

후의 조정점 사이의 관계를 결정하는 값들은 식 (6), (7)에 의

해서 다음의 값들로 정의된다.

3 3 11,1, , , , 0
4 4 2

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

α
(12)

위의 식 (12)의 값을 식 (6)에 적용시키게 되면 그림 5의 두 

조정점들로 얻어진 곡선에 대한 상관관계는 다음의 식 (13)과 

같다. 
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                                                  (a) 1/4 중공 원판 모델                                            (b) 유한요소 기반의 형상  최적설계

           

                             (c) 아이소-지오메트릭 기반의 형상 최적설계                                               (d) 확대 그림

그림 6 2축 하중을 받는 평판 문제

{ }0.2 0, 0,1, 0, 0δ = ×

3 10.2 0, 0, , , 0, 0
4 4

δ ⎧ ⎫= × ⎨ ⎬
⎩ ⎭

%
 (13)

즉, 그림 5(a)에서 중앙의 조정점이 y방향으로 0.2만큼 이동

하였다고 가정하였을 때, 그림 5(b)에서는 세 번째, 네 번째 조

정점을 y방향으로 각각 0.15, 0.05 만큼 이동시키면 기존의 곡

선과 정확하게 일치하게 된다. 위의 과정을 경계면에 위치한 

조정점들에 대해서 적용시키게 되면 해석을 위한 조정점과 최

적설계를 위한 조정점을 분리시키되, 두 조정점들로 정의되는 

경계면을 정확히 동일하게 이동시킬 수 있다. 

4. 수치 예제

4.1 2축 하중을 받는 평판 문제

첫 번째 수치 예제는 2축 하중을 받는 평판 문제이다. 설계 

의존형 구조물은 아니지만, 기존의 유한요소 기반의 형상 최적

설계가 주어져 있기 때문에 이를 아이소-지오메트릭 기반의 

형상 최적설계와 비교해 볼 수 있다.

그림 6(a)는 중공 원판의 1/4 모델이다. 이 모델에 대해서 x

방향으로는 20, y방향으로는 10의 비대칭 트렉션이 경계에 가

해지고 있을 때, 주어진 최대 응력 제한조건을 만족시키는 최

소 부피의 평판 형상을 얻는 것이 설계의 목표이다. 

그림 6(b)는 기존의 유한요소 기반의 형상 최적설계 결과이

다. 비교적 간단한 예제이기 때문에 큰 문제점은 없지만, 이론

해인 타원의 형상과는 조금 거리가 있다. 그림 6(c)와 (d)는 아

이소-지오메트릭 기반의 형상 최적설계 결과를 보여주고 있다. 

1/4 모델의 한쪽 변의 길이 L이 10으로 충분히 커다란 모델에 

대해서, 가로축-세로축 비가 2.05:1인 타원 형상이 얻어지는 

것을 확인할 수 있다. 이는 이론치인 가로축-세로축 비율이 

2:1인 타원에 매우 근사한 값이다. 

4.2 압력 하중을 받는 평판 문제

두 번째 수치 예제는 압력 하중을 받는 평판 문제이다. 그림 
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그림 7 압력 하중을 받는 평판 문제

              

                        (a) 경계면 매개화가 없는 초기 모델                                                         (b) 경계면 매개화가 있는 초기 모델

             

                         (c) 경계면 매개화가 없는 최적 형상                                                      (d) 경계면 매개화가 있는 최적 형상

그림 8  압력 하중을 받는 평판 문제

그림 9  설계 히스토리 (컴플라이언스)

7과 같이 양 끝단이 고정되어 있으며, 아래쪽 경계면을 따라서 

수직한 압력 하중이 작용하고 있다. 이러한 평판 모델에 대해

서 40%의 부피 제약 조건을 가지는 최저 컴플라이언스 구조

물의 형상을 찾아내는 것이 목적이다. 설계 변수는 위쪽과 아

래쪽 경계면을 따라 위치한 조정점들의 연직방향 좌표이다. 

그림 8(a)와 8(b)는 h-정밀화를 통한 경계면 매개화의 유무에 

따른 아이소-지오메트릭 해석 모델을 나타낸다. 우선 8(a)는 파

란색 사각형으로 표시된 모든 조정점들이 해석과 최적화 과정

에 있어서 동일하게 사용되고 있음을 알 수 있다. 반면에 8(b)

에서는 해석에 사용되는 조정점은 검정색 점으로, 최적화에 사

용되는 조정점은 파란색 사각형으로 서로 분리되어 있다. 하지

만 두 조정점들은 앞서 언급된 h-정밀화 과정을 통해서 항상 같

은 형상을 유지하면서 움직일 수 있도록 정의되어 있다.

그림 8(c)와 8(d)는 각각의 경우에 대해서 얻어진 최적 형상

을 나타내고 있다. 우선 경계면 매개화가 없었던 8(c)의 경우

에서는, 압력이 작용하고 있는 아랫면이 매우 심하게 굽이치는 

형태로 나타나는 것을 확인할 수 있다. 그 결과 붉은 화살표로 

나타나는 것처럼 압력에 대한 하중도 불규칙하게 작용할 수밖

에 없다.

반면에 h-정밀화 과정을 통해 경계면 매개화가 이루어지고 

있는 8(d)의 경우에는, 최적 형상이 매우 매끄럽게 얻어지고 

있는 것을 확인할 수 있다. 최적설계에 사용되는 파란색 사각

형으로 얻어지는 형상과 아이소-지오메트릭 해석에 사용되는 

검정색 점으로 얻어지는 형상이 정확하게 동일하고, 이 경계면



기획특집기사   

28 Computational Structural Engineering Vol. 28 No. 1❙2015

에 작용하는 압력 하중도 경계면을 따라서 항상 법선 방향으

로 작용하고 있음을 붉은 화살표를 통해서 확인할 수 있다.

끝으로 그림 9는 경계면 매개화가 있는 모델에 대해서 컴플

라이언스에 대한 히스토리를 나타내고 있다. 총 17회의 반복 

설계가 수행되었는데, 첫 번째 단계에서는 부피 제약 조건을 

만족시키기 위한 결과 컴플라이언스 값이 크게 증가한 것을 확

인할 수 있다. 하지만 그 후로는 부피를 유지한 채로 계속 컴플

라이언스 값이 감소되어 최종적으로는 첫 번째 반복 계산 때에 

비해서 약 39% 감소된 컴플라이언스 값을 얻을 수 있었다.

5. 맺는 말

유한요소 기반의 해석법은 지난 수십년 동안의 이론적 발전

과 함께 이미 상용 코드로 정립되어 많은 복잡한 문제들에 대

한 해석 결과도 정확하게 얻어낼 수 있다. 현재는 Rhinoceros

와 같은 캐드 프로그램에서 T-Spline 등을 사용하여 아이소-지

오메트릭의 개념이 도입되는 것으로 보여지나, 단순 해석 문제

에서는 아이소-지오메트릭 해석법이 기존의 유한요소법을 대

체하기는 힘들어 보인다.

하지만 단순 해석이 아니라 형상 최적설계 영역으로 이를 

확장시켰을 경우에는, 분명 아이소-지오메트릭 기반의 해석 및 

최설설계가 가지는 이점이 존재한다고 생각한다. 앞서 본문에

서 살펴본 것과 같이 캐드 모델과 직접 연결되어 기하학적으

로 정확한 모델을 다룰 수 있다는 점과 함께, 최적 설계 측면

에서 아이소-지오메트릭 기반의 방법이 가질 수 있는 이론적 

장점은 분명하다. 물론 현재까지는 단순한 형상에 대한 최적설

계 문제로 한정되어 있지만, 이에 대한 연구가 지속된다면 미

래에 아이소-지오메트릭을 기반으로 한 해석 및 최적설계 소

프트웨어 개발이라는 결과를 얻을 수 있을 것으로 기대한다. 

이러한 측면에서 아이소-지오메트릭 해석법 및 최적설계는 

CAD와 CAM을 결합시킴으로서 시너지 효과를 얻어낼 수 있

는 차세대 융복합 설계법으로 앞으로 많은 관심과 기대가 주

목된다.

[섭외: 하윤도 편집위원]




