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ABSTRACT

This paper represents a trajectory design and analysis technique which uses invariant

manifolds of the circular restricted three body problem. Instead of the classical patched

conic method based on 2-body problem, the equation of motion and dynamical behavior of

spacecraft in the circular restricted 3-body problem are introduced, and the characteristics

of Lyapunov orbits near libration points and their invariant manifolds are covered in this

paper. The trajectories from/to Lyapunov orbits are numerically generated with invariant

manifolds in the Earth-moon system. The trajectories in the Sun-Jupiter system are also

analyzed with various initial conditions in the boundary surface. These methods can be

effectively applied to interplanetary trajectory designs.

초 록

본 논문에서는 원형 제한 3체 문제의 불변위상공간을 이용하여 지구-달 또는 행성간의

궤적을 설계하고 해석하는 기법을 소개한다. 2체 문제를 조합하는 고전적인 방식 대신에

원형 제한 3체 문제에 대한 운동방정식, 궤적의 동적 특성, 평형점 주변의 리아프누프 궤

도와 불변위상공간의 특성을 기술한다. 원형 제한 3체 문제의 불변위상공간을 이용했을

때, 지구-달 시스템의 궤적설계 방식과 태양-목성 시스템의 경계면에서의 초기조건에 따른

궤적 특성을 수치 시뮬레이션을 통해 확인한다. 본 논문에서 제안한 원형 제한 3체 문제

의 불변위상공간을 이용한 궤적설계 기법은 저추력 또는 저에너지를 이용한 달탐사 또는

행성탐사 임무 등에 활용 가능할 것이다.
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Ⅰ. 서 론

행성간 궤적설계는 행성탐사 위성의 임무설계

및 해석과 직접적으로 관련된 필수 연구 분야이

다. 최근 미국항공우주국(NASA)의 큐리오시티

(Curiosity)가 성공적으로 발사되어 운영됨에 따

라 행성탐사에 대한 관심은 더욱 높아졌다. 행성

탐사의 궤적설계는 특정 행성을 출발하여 목표

행성에 도착하기 위해 필요한 초기 및 최종 경계

조건과 궤도보정 등을 구하는 문제로 생각할 수

있다. 기본적인 행성간 궤적설계는 여러 개의 부

분 궤적을 서로 연결하는 방식을 사용하는데, 이

방법은 출발 행성(Departing Planet), 도착 행성

(Arrival Planet), 태양(Sun), 그리고 위성을 포함

하는 문제가 된다[1]. 하지만, 궤적의 단계별로

고려해야 하는 몸체는 각각 다르다. 예를 들어,

출발 행성의 작용권구(Sphere of Influence)내에

서는 출발 행성의 중력장과 위성을 고려한 2체

문제로 간단히 표현할 수 있다. 이후 단계에서는

태양과 위성의 2체 문제, 그리고 도착 행성과 위

성의 2체 문제로 각각 구분이 가능하다. 즉, 간단

한 형태의 2체 문제를 단계별로 해석하여 이들을

조합하는 방식으로 행성간 궤적을 설계할 수 있

다. 이 과정에서 천이궤도는 임무 요구사항에 따

라 달라질 수 있지만, 동일 궤도평면에서는 호만

천이궤도(Hohmann Transfer Orbit) 방식이 많이

고려된다.

최근에는 3체 또는 4체 문제를 활용한 궤적설

계 방식도 많이 연구되고 있는데, 주로 태양 관

측임무에 적용되었다. 태양-지구시스템의 L1 평

형점(Liberation Point)에 대한 할로궤도(Halo

Orbit)에서는 지속적인 태양관측이 가능한데,

1978년 ISEE-3 임무, 1995년 SOHO 임무, 2001년

Genesis 임무(Fig. 1) 등이 해당된다[2,3]. 지구-달

시스템에서는 일본의 HITEN(1991년) 임무가 대

표적 사례로 지구에서 달로 천이하기 위해 태양

과 달, 지구의 중력을 반영한 제한 4체 문제로

접근했다고 알려져 있다[4]. 이 방식은 호만 천이

방식보다 사용 연료량이 적은 장점이 있지만, 목

표지점에 도달하는데 걸리는 시간이 길다는 단점

이 있다. 이 기법은 향후 행성간 화물운송 임무

등과 같이 장기 비행시간을 고려한 궤적설계에

적합할 것으로 전망된다[5]. 또한, 목성 주변의

달탐사 임무에도 3체 또는 4체 문제를 고려한 궤

적설계가 제안되고 있다[6,7].

본 논문에서는 원형 제한 3체 문제(Circular

Restricted Three Body Problem) 및 동역학계 이

론을 적용한 불변위상공간(Invariant Manifold)을

Fig. 1. Genesis Trajectory

이용하여 행성간 궤적설계 기법을 분석하고자 한

다. 이를 위해 기본적인 원형 제한 3체 문제에

대한 운동방정식 및 동적 특성을 살펴보고, 힐

영역(Hill's Region), 평형점, 리아프누프 궤도

(Lyapunov Orbit)에 관해 기본적인 내용을 정리

하고, 행성 간 궤적설계에서 많이 활용되고 있는

L1 및 L2 평형점에 대한 주기궤도(Periodic

Orbit)로부터 불변위상공간을 수치 시뮬레이션을

통해 확인한다. 또한, 행성간 궤적설계 및 경계면

에서의 초기조건에 따른 궤적 특성을 지구-달 시

스템과 태양-목성 시스템을 예시로 제시한다.

Ⅱ. 본 론

2.1 원형 제한 3체 문제

원형 제한 3체 문제는 질점으로 가정한 두 개

의 주몸체(Primary/Secondary Bodies)가 서로의

중력에 의해 중심점(Barycenter)에 대한 원형궤도

를 형성한 환경에서, 상대적으로 무시할만한 질

량을 가진 우주비행체(위성 등)의 운동을 나타내

는 문제이다. Fig. 2에 나타낸 위성의 운동방정식

Fig. 2. Geometry of CRTBP
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은 xy 평면상에서 식(1)-(2)과 같이 표현된다. 본

논문에서 사용하고 있는 xy 평면은 회전좌표계

로 두 개의 주몸체들은 x축에 위치하고, y축은 x

축과 직교한다. 참고로 회전좌표계에서 관성좌표

계로의 변환은 주몸체들의 각속도 성분을 고려하

면 된다[8,9,10].

 








(1)












(2)





: 질량 파라미터

원형 제한 3체 문제에서 포텐셜 함수(Potential

Function,)와 자코비 상수(Jacobi Constant, )는

식(3)-(4)와 같이 정의된다.
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  (4)

포텐셜 함수와 자코비 상수는 위성의 위치 및

속도, 질량 파라미터의 함수로서, 적용하려는 두

개의 주몸체에 대하여 제 3체에 해당하는 위성의

초기조건이 주어지면 결정된다. 식 (4)에서 위성

의 속도()는 0보다 커야 하는데, 경계점인 

인 지점을 영 속도 곡선(Zero Velocity Curve)로

정의할 수 있다. 이 때 위성의 운동은 주어진 초

기조건에서의 위치에너지와 속도에너지에 해당하

는 힐 영역 내에서만 허용된다. Fig. 3은 지구-달

시스템에서의 영 속도 곡선을 도시하고 있으며,

L1~L5는 평형점을 나타낸다. 그림에서 자코비상

Fig. 3. Example of Zero Velocity Curve

평형점 x(DU) y(DU) x(km) y(km)

L1 0.8369139 0 321699.67 0

L2 1.1556831 0 444230.72 0

L3 -1.0050627 0 -386334.06 0

L4 0.4878491 0.8660254 187523.37 332889.77

L5 0.4878491 -0.8660254 187523.37 -332889.77

Table 1. Libration Points in EM System

DU: Distance Unit, 1 DU=380,000km(EM System)

Fig. 4. Example of Zero Velocity Surface

수( )는 
와 

의 사이 값을 가지므로 위성

의 운동은 L1 및 L2 영역을 벗어날 수 있다. 평

형점은 중력에 의한 가속도와 구심력에 의한 가

속도가 평형을 이루는 점으로, 위성이 이 점에

위치하게 되면 회전좌표계에 대한 상대 속도 및

가속도가 0(zero)이 된다. 지구-달 시스템에서의

평형점 위치는 Table 1과 같다.

Figure 4는 3차원에서 영 속도 면(Zero Velocity

Surface)을 나타낸다. 단면을 통해 지구와 달 사

이의 L1 평형점 주변과 지구로부터 달 반대편의

L2 평형점 주변에 열린 통로가 형성되어 있음을

볼 수 있고, 지구를 출발한 위성이 L1 평형점,

달, L2 평형점을 거쳐 영 속도 면의 바깥쪽 영역

으로 도달할 수 있다.

2.2 리아프누프 궤도

리아프누프 궤도란 앞 절에서 살펴본 평형점

(L1-L3)을 중심으로 동일한 궤적을 주기적으로

반복하는 2차원 궤도를 의미한다. 리아프누프 궤

도는 x축에 대해 대칭이고, x축을 항상 직교한다

는 특성이 있다. 리아프누프 궤도를 구하기 위해

서는 초기조건의 추측값(Initial Guess)을 이용하

여 x축을 통과할 때까지 수치 적분을 수행한 뒤,
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Fig. 5. Lyapunov Orbits in EM System

Fig. 6. Lyapunov Orbits in SJ System

x방향의 속도가 0인지를 확인하면서 y방향의 속

도를 조정하는 미분보정(Differential Correction)

방식을 이용한다. Fig. 5는 지구-달 시스템에서

L1 평형점 주위의 리아프누프 궤도군을 나타낸

것으로, 리아프누프 궤도의 x 좌표 값에 0.0003씩

더해 가면서 미분보정 과정을 반복하여 얻은 100

개의 궤도들의 집합이다. Fig. 6은 태양-목성 시

스템에서 L1 및 L2 평형점 주변에 형성된 리아

프누프 궤도를 각각 70개씩 시뮬레이션한 결과이

다. 이론적으로 리아프누프 궤도는 무한개가 존

재할 수 있지만, 본 논문에서는 지구-달 시스템

의 경우 리아프누프 궤도의 형태 및 크기를 확인

하기 위해 100개의 궤도를 그림에 나타내고 있

고, 태양-목성 시스템의 경우 Fig. 6에 표시한 영

속도 곡선을 만족하는 자코비 상수를 고려하여

70개의 궤도를 그림에 나타내고 있다. 또한, 리아

프누프 궤도의 크기는 자코비 상수, 즉 궤도 에

너지에 따라 달라지며, 이에 따라 궤도 주기도

다른 값을 가지므로 임무 요구조건에 따라 궤도

크기를 선택적으로 설계할 수 있다.

리아프누프 궤도와 같이 평형점을 중심으로

주기운동을 하는 궤도는 항상 동일한 조건에서

주몸체(지구-달 시스템의 경우, 지구 및 달을 의

미함)를 계속해서 관측할 수 있고, 주몸체를 연

결하는 궤적의 중간지점으로 이용될 수 있다. 태

양-지구 시스템에 적용될 경우, 태양과 지구의

중간 지점에서 태양을 항상 관측할 수 있다.

2.3 불변위상공간

동역학계 이론(Dynamical System Theory)은

해석적인 해를 구할 수 없는 다몸체 운동에서 수

치기법을 통해 궤적을 설계하는데 이용된다[11,

12]. 이로부터 도입된 불변위상공간은 궤적들의

집합으로, 시간에 따른 궤적이 원래 위상공간에

계속 남아있는 특징이 있다. 행성간 궤적 설계에

있어 불변위상공간은 안정한 위상공간과 불안정

한 위상공간으로 구분되는데, 안정한 경우 궤적

이 시간이 경과함에 따라 리아프누프 궤도 또는

평형점으로 접근하는 반면에, 불안정한 경우에는

궤적이 리아프누프 궤도 또는 평형점으로부터 멀

어지는 특성을 갖는다. 리아프누프 궤도가 주어

졌을 때, 불변위상공간을 구하는 절차는 아래와

같다[13]. 수식에서 위 첨자는 불안정(Unstable)과

안정(Stable)을 나타내고, 는 리아프누프 궤도

의 위치 및 속도벡터이다. 불변위상공간을 위한

초기조건 중 불안정한 경우는 시간에 따라 리아

프누프 궤도에서 점차 멀어지므로 순방향으로 적

분을 수행하는 반면에, 안정한 경우는 시간에 따

라 리아프누프 궤도로 접근하게 되므로 역방향으

로 적분을 수행하여 불변위상공간을 구성하는 궤

적을 찾을 수 있다.

① 모노드로미(Monodromy) 행렬로부터 고유

값 및 고유벡터 계산 (4개의 고유 값 존재)

-  : 불안정 고유벡터  


-   : 안정 고유벡터   

-   

② 불변위상공간을 위한 초기조건 계산

- 불안정:       , ≈ 

- 안정:       , ≈ 

③ 초기조건을 이용한 수치적분 수행

- 불안정: 순방향 적분

- 안정: 역방향 적분

불변위상공간을 이용한 궤적설계 및 해석에는

포앙카레 도법(Poincare Map)이 많이 사용하는

데, 포앙카레 면(Poincare Surface)에서는 궤적이

항상 직교하게 되어 문제의 차수를 줄일 수 있
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고, 궤적의 동적 특성을 쉽게 파악할 수 있다. 예

를 들어, 원형 제한 3체 문제에서의 궤적설계에

x축 또는 y축을 고정하여 4개의 포앙카레 면을

정의함으로써 문제 차수를 4차에서 3차로 줄일

수 있다. Fig. 7은 지구-달 시스템에서 L1, L2 평

형점 주위의 리아프누프 궤도에 대한 불변위상공

간을 30개의 궤적으로 구성하여 포앙카레 면과

함께 나타내었다. 여기서 사용한 리아프누프 궤

도의 y-방향 최대 값은 약 0.08DU(실제 거리로

환산할 경우 약 30,000km)로 이는 Fig. 5에서 중

간 정도의 크기를 갖는 리아프누프 궤도에 해당

한다. 수치 시뮬레이션 결과 궤도 전파시간은 약

16~21일이다. Fig. 8은 두 개의 평형점을 포함하

는 영역을 확대한 것이다. 그림에서 U1-U4는 포

앙카레 면으로 식(5)-(8)의 조건을 만족한다.

         (5)

Fig. 7. Global View of Invariant Manifolds

Fig. 8. Local View of Invariant Manifolds

          (6)

          (7)

          (8)

예를 들어, Fig. 7의 U1 단면(Section)에서 시

작한 궤적은 안정 위상공간을 따라 L1 리아프누

프 궤도에 도달하며, 여기서 궤적 수정을 통해

불안정 위상공간을 따라 U2 단면으로 이동 가능

하다. 이와 같은 방식으로 원래 지구 근방에서

출발한 위성은 L1, L2 평형점을 거쳐 지구-달 시

스템의 외부 영역으로도 운동이 가능하다. 이와

같은 기법을 사용하면 추력을 이용하여 직접적으

로 궤도를 변경하는 것보다 긴 시간이 소요되지

만, 자연력을 이용한 궤도운동을 통해 연료 사용

을 줄이는 궤적을 설계할 수 있다.

2.4 경계면 초기조건에 따른 궤적 특성

앞 절에서 설명한 포앙카레 면에서 안정 위상

공간과 불안정 위상공간이 교차하는 지점을 경계

면으로 정의했을 때, 경계면에서의 초기조건에

따른 다양한 궤적 특성을 확인할 수 있다. 예를

들어, Fig. 9에 나타낸 태양-목성 시스템에서 위

성의 운동(그림 중앙: 목성)은 식(8)에 나타낸 U3

단면(가운데 수직선)에서 위치조건인  ,

을 만족해야 한다. 또한, 속도조건( , )을

구하기 위해서는 임의의 와 를 선정한 후

운동을 구속하는 조건인 식(4)를 통해 를 간단

하게 계산할 수 있다. 따라서 경계면에서 선택된

와 에 따라 다양한 궤적을 생성할 수 있다.

Figure 10의 위쪽에 형성된 폐곡선은 ‘L1 안정

위상공간과 U3 단면과의 교차점’(Cut-A)이고, 아

래쪽에 형성된 폐곡선은 ‘L2 불안정 위상공간과

Fig. 9. Invariant Manifolds in SJ System
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Fig. 11. Trajectories with different Initial Conditions (Left: IC#1, Middle: IC#2, Right: IC#3)

U3 단면과의 교차점’(Cut-B)이다. 초기조건 선정

에 따른 궤적 특성을 확인하기 위해 사용한 초기

조건은 Table 2와 같다. Fig. 10에서 초기조건 #1

은 Cut-B에 있으면서 Cut-A를 약간 벗어난 경

구분  (DU)  (DU)  
(VU) 

(VU)

초기조건 #1
(IC #1) 0.99905 0.03 -0.16947 -0.05

초기조건 #2
(IC #2) 0.99905 0.03 -0.17669 0.00

초기조건 #3
(IC #3) 0.99905 0.03 -0.16947 +0.05

Table 2. Candidates for Initial Conditions

DU: Distance Unit, 1 DU=778,400,000km(SJ System)

VU: Velocity Unit, 1 VU=13.102km/sec (SJ System)

Fig. 10. Geometry of Initial Conditions

우이고, 초기조건 #2는 Cut-A와 Cut-B의 내부에

있는 경우이며, 초기조건 #3은 Cut-A에 으면서

Cut-B를 약간 벗어난 경우이다.

Figure 11은 앞에서 선정한 3가지 초기조건을

이용하여 순방향 및 역방향으로 각각 수치적분을

수행한 결과 생성된 궤적이다. Fig. 11의 위쪽 그

림은 태양-목성을 모두 포함하고 있고, 아래쪽

그림은 목성 주변의 L1-L2 평형점 부근을 확대

하여 표시한 것이다. Fig. 11의 왼쪽에 나타낸 궤

적은 초기조건 #1을 이용하는 경우로, L1 안정

위상공간에 근접했다가 다시 L2 방향으로 이동

하여 외부로 빠져나가는 특성을 갖는다. 이와는

반대로 Fig. 11의 오른쪽에 나타낸 궤적은 초기

조건 #3을 이용하는 경우로, 외부로 빠져나가지

못하고 L1 부근을 거쳐 태양 근처의 내부로 끌

려 들어온다. 끝으로 Fig. 11의 중앙에 표시한 궤

적은 초기조건 #2를 이용했을 때, L1과 L2를 모

두 통과하는 전이궤도(Transit Orbit) 특성을 갖

게 된다. Fig. 11의 궤도전파 기간은 약 38년이

며, Oterma 혜성의 운동과 유사한 패턴이다[14].

생성된 궤적의 자코비 상수를 확인해 보면, 전

체 궤적 구간에서 일정하게 유지되는데 이는 초

기조건이 가진 에너지에 변화가 없음을 의미한

다. 즉, 행성 간 궤적설계 시 요구되는 임무 궤적

의 특성에 따라 적정한 초기 궤도조건을 선정하

게 되면 이상적으로는 별도의 연료를 사용하지

않아도 원하는 궤적을 구할 수 있다. 하지만, 실

제로는 원형 제한 3체 문제의 주몸체에 의한 중

력 외에도 다양한 교란력이 작용하기 때문에, 원
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하는 궤도조건을 만족시키기 위해서는 궤도보정

을 수행하여 에너지를 변경시켜야 한다[15].

Ⅲ. 결 론

본 논문에서는 제한 3체 문제의 운동방정식을

이용하여 궤적의 동적 특성을 살펴보았고, 힐 영

역과 평형점 그리고 리아프누프 궤도를 분석하였

다. 또한, 동역학계 이론을 적용한 불변위상공간

을 계산하는 절차를 정리하였고, 수치 시뮬레이

션을 통해 행성 간 궤적설계 시 연료 최소화 개

념을 적용할 수 있음을 확인하였다. 경계면에서

의 초기조건을 크게 3가지로 구분하여 수치적분

을 수행해 본 결과, 다양한 형태의 궤적을 생성

할 수 있었다. 본 논문에서 분석한 제한 3체 문

제와 불변위상공간 기법은 달탐사 또는 행성탐사

궤적설계에 활용 가능할 것으로 사료된다. 향후

에는 임무 궤적 요구사항에 따른 전체 과정동안

의 궤적설계를 궤도보정을 포함하여 살펴볼 예정

이며, 연료 최소화와 같은 목적함수를 도입하여

궤적설계 최적화 방안 등을 연구할 계획이다.
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