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ABSTRACT

In this paper, numerical results of sectional analysis and stress recovery were

compared with the results of VABS through the blade analysis library. The results of

recovery analysis for one-dimensional model including the stiffness matrix is compared

with the calculated three-dimensional stress results of three-dimensionial FEM based

on the principle of virtual work. We discuss the configuration of the blade analysis

library and compare verifications of numerical analysis results of VABS. Blade analysis

library through dimensional reduction and stress recovery is intended to be utilized in

conjunction with pre- and post-processing of the analysis program of the composite

blade, high-altitude uav's wing, wind blades and tilt rotor blade.

초 록

본 논문에서는 블레이드 해석 라이브러리를 통해 단면해석 및 응력복원 해석 결과를

VABS의 결과와 비교하였다. 강성 행렬로 연결된 1차원 보 모델을 가상일의 원리에 의해

계산된 에너지를 복원 이론에 기반한 차원 복원해석 과정을 통해 계산된 응력과 3차원

해석모델과 비교하였다. 블레이드 해석 라이브러리의 구성, 입력 및 출력 형태, 차원 축소

와 복원을 통한 로터 블레이드의 구조해석 프로시져를 기술하고, 블레이드 해석 라이브러

리의 검증은 고형모델, 박 벽 모델의 단면해석, 3차원 복합재료 유한요소 모델로 구성하

여 VABS를 통하여 검증하였다. 차원 축소와 복원해석을 통하여 블레이드 해석 라이브러

리는 복합재료 블레이드의 전후처리 프로그램와 연계되어 고고도 무인기, 로터 블레이드,

풍력 블레이드 및 틸트로터 블레이드의 모델링에 활용될 수 있을 것이다.

Key Words : Composite Rotor Blade(복합재 로터 블레이드), Sectional Analysis(단면해

석), Recovery Analysis(복원 해석), VABS(변분 점근 보 단면 해석)
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Ⅰ. 서 론

항공기 구조설계 과정의 경우 일반적으로 정

확한 응력해석 및 진동해석을 위해 유한요소해석

이 사용된다. 하지만 정교한 해석을 위하여 실제

구조와 거의 유사한 세부적인 3차원 유한요소해

석 모델을 구축하는 것은 많은 시간과 인적 자원

이 소요되며, 신뢰도 있는 해석 모델의 형성을

위해서는 많은 경험과 노하우가 필요하다. 또한

정밀한 3차원 모델의 경우 오히려 해석결과에 대

한 정성적인 물리적 경향의 파악이나 공탄성 해

석과 같이 응용해석을 위해서 요구되는 데이터의

추출에 있어서는 만족스럽지 못한 결과를 제시하

는 경우가 종종 발생한다. 또한 초기설계 단계에

서와 같이 구조 및 공력 형상에 대한 구체적인

자료가 불충분하며 형상의 변화가 빈번한 경우에

매번 3차원 구조 모델을 변경한다는 것은 거의

불가능한 일이다. 특히 복합재 블레이드의 거동

을 예측하기 위해 차원축소를 통하여 1차원의 보

모델을 구성하는 것이 일반적이다. 국외의 연구

중에 Chen[1]은 차원 축소 모델링을 위한 단면해

석 프로그램에 대한 비교연구를 통해 PreComp,

VABS(Variational Asymptotical Beam Sectional

Analysis), FAROB, CROSTAB, BPED의 특성을

기술하고 단면해석 성능을 비교하였다. Hu [2]는

비선형 해석을 통한 1차원 보의 거동을 계산하는

GEBT[3]와 VABS[4]를 이용한 단면해석과 복원

을 수행하는 과정을 최적화하는 프로그램

VABS-IDE에 대한 연구를 수행하였다.

국내에서도 효율적인 차원 축소를 위한 단면해

석에 대한 연구가 이루어졌는데 박일주[5]는 유한

요소를 기반으로 한 단면특성 계산에 대한 연구를

수행하였고, 김광식[6, 7]은 로터 블레이드의 형상

의 모델링과 요소생성 및 단면해석 데이터의 형상

화에 관한 연구를 수행하였다. 도형수[8]는 단면

모델링 프로그램 KSec2D의 모델링 집합연산에 관

한 연구를 수행하였고, 강연철 [9]은 Open

CASCADE을 활용하여 복잡하게 모델링 된 로터

블레이드의 단면을 효율적으로 설계할 수 있

는 형상 단면 모델링, 요소생성 및 단면해석 프로

그램에 대한 연구를 수행하였다. 본 논문에서 개

발된 블레이드 해석 라이브러리를 통해 단면해석

결과와 Hodge와 Yu[10]를 통해 개발된 VABS의

결과와 비교하고, 강성 행렬로 연결된 1차원 보

모델을 가상일의 원리에 의해 계산된 에너지를 복

원 이론에 기반하여 차원 복원해석을 통해 계산된

응력과 3차원 해석모델과 비교함으로써 효율성과

정확성을 비교하여 블레이드 해석 라이브러리의

개발현황과 응용사례를 소개하고자 한다.

Ⅱ. 이 론

2.1 보의 유한요소해석

블레이드 라이브러리는 보의 유한요소 평형

방정식 Bathe[11]에서 기술한 형태를 함수형태로

적용하였다.

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
1 1 0

eb b T
e e s e

Ln n
Ku f where K K B K B dz

e e
å å= = = ò
= =

(1)

여기서 는 요소의 수이고 는 요소의 길

이이며 는 변위이다. 평형방정식은 외력  에

의해 변위와 회전각이 생긴다. 보의 유한요소 강

성행렬  는 단면 강성행렬  와 변형률-변

위 행렬  로 표현된다. 단면의 요소는 라그

랑지안 내삽 함수가 사용된다.

2.2 차원축소를 위한 보의 단면해석

1차원 보 해석의 정확성은 단면 강성행렬을

정확하게 계산해 내는냐에 따라 결정된다. 보의

단면에 적용하는 힘과 모멘트는 강성행렬 Ks와

선형의 관계를 가진다. 보의 단면에서 한 점에서

작용하는 응력과 변형률은 다음과 같이 3차원 의

텐서로 표현할 수 있고 Hook'law가 적용된다.

응력과 변형률은 전체 변위는  으로

표현되는데 여기서 Zr은 강체운동에 따른 변위

이고 Nu는 면내 및 면외방향의 워핑에 의한 변

위를 의미한다. N은 형상함수이다. 미소변형일

때 변형량은 텐서의 형태로 표현할 수 있으며 아

래와 같다.
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는 미소변위이며 편미분의 형태를 나타낸다.

변형량은 변위성분과 응력성분의 편미분의 형태

로 정리할 수 있고 아래와 같이 표현된다.
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2.3 가상일의 원리

강성행렬의 역행렬인 를 계산하기 위해 단

면평형 방정식을 계산해야 한다. 이 때 가상일의

원리를 이용하여 2차의 선형 편미분 방정식을 계

산한다. 가상일의 원리는 0e iW W Wd d d= + = 이며

아래 행렬로 정리된다. 내력에 의한 가상일은 (4)

의 식과 같다.
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여기서 정리된 행렬 성분은 아래와 같다.
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여기서 n은 이산화 된 단면의 요소의 개수이고

는 절점의 개수이다. 단면의 외력에 의한 가상

일은 아래와 같이 정리할 수 있다.
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단면의 내력과 외력에 의한 가상을 2차의 선형

편미분 방정식의 형태로 도출할 수 있고 강성행

렬을 계산하기 위해 사용된다.
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2.4 단면 평형 방정식

가상일에 의해 계산된 식 (6)에 구속조건을 적

용한다. 아래의 응력과 변형량의 관계를 이용하

면 (7)의 식으로 표현할 수 있다.
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단면의 외력과 내력의 가상일의 원리로부터 도출

된 식(7)로부터 단면의 강성행렬의 역행렬 로

표현된 식을 계산할 수 있다.

1,T
s s sF W GW K F -= =         (8)

2.5 변형률 및 응력 복원

보의 평형방정식으로부터 가 결정되 단면의

변형량은 다음과 같이 정리된다. 응력과 변형률

은 가우스 점 또는 요소를 기준으로 계산할 수

있다.

,e e e e e e e e z eS Z B U S N Ue y q q q¶= + + (9)

여기서  ,   , 

는 요소의 자유도를 계산

할 때 쓰는 배열이고 응력은  의 관계로

부터 계산할 수 있다.

Ⅲ. 블레이드 해석 라이브러리

3.1 블레이드 해석 라이브러리 구성

3차원의 복합재 블레이드 모델을 1차원의 보로

차원 축소시키기 위해서 강성행렬과 질량행렬의

계산과정이 필요하다. 이때 2차원 단면 이산화

과정이 필요하고, 고려된 위치에서 유한요소로

구성된 이산화 모델을 구성해야 한다. 여러가지

복합재의 재질 특성과 형상정보를 적절히 구분하

여 전처리 도구로 유한요소모델을 만들어야 한

다. 블레이드 해석 라이브러리는 Matlab을 기반

으로 개발되었다. 국내 연구자들에 의해 개발된

독립 프로그램과 다르게 블레이드의 형상 모델링

의 기능은 없다. 실제 개발된 블레이드의 모델링

은 외부/내부적으로 적층 룰에 따라 정밀하게

설계되어 있고 형상을 왜곡하지 않고 올바르게

표현하기 위해서는 설계 데이터를 바로 읽고 단

면해석을 수행하여야 한다. 블레이드 해석 라이

브러리는 요소 및 격자를 상용 프로그램에서 생

성하고 이를 분석하는 모듈을 포함하고 있다.

Figure 1에서 블레이드 해석 라이브러리의 계
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Fig. 1. Configuration of Blade Analysis Library

층구조를 나타내었다. 블레이드 해석 라이브러리

는 절점과 요소 정보를 검사하는 부분, 삼각형

또는 사각형 요소로 이루어진 형상의 강성을 계

산하는 부분, 하중 및 구속조건을 입력하여 응력

및 변형률을 계산하는 부분, 결과 데이터를 형상

화하는 부분으로 구분할 수 있다. 그리고 형상화

된 해석 데이터에서 최대 응력, 최대 변형률,

Tsi-Wu의 Criteria를 선택하여 구조물의 이상 유

무를 판단할 수 있도록 구성하였다.

3.2 블레이드 해석 라이브러리 입력

차원축소를 통한 보 모델링을 수행하기 위해서

유한요소모델의 요소와 절점의 수는 형상의 특성

을 표현할 수 있도록 충분히 나누어야 한다. 절

점 및 요소의 수의 감소는 최적설계 과정에 있어

서 계산시간의 감소를 위한 필수조건이지만 보의

연성 특성을 정확하게 결정할 수 있는 충분한 요

소가 필요하다.

Figure 2는 실물과 동일한 블레이드 단면이다.

블레이드의 해석 라이브러리는 요소의 수, 절점

의 수 및 각각의 삼각형 요소와 절점이 입력된

다. 절점 정보는 (node number, y, z) 이 입력된

다. 까지 입력된다. 요소 정보는 해석의 정확도를

향상시키기 위하여 삼각형 요소는 6개, 사각형

요소는 8개의 절점의 인덱스가 입력된다. 이는 2

차 형상함수를 적용하여 차원 복원을 수행한 후

응력과 변형률의 정확도를 향상시키기 위함이다.

적용된 재질 정보는 등방성 또는 이방성 재질

Fig. 2. Example of Blade Section Discretization

Fig. 3. Numbering of Tri & Quad Element

Fig. 4. Laminate Sequence Angle &
Section Rotational Angle

특성을 입력된다. 재질은 일반적인 복합재료 입

력값과 동일하고 다음과 순서로 입력된다.



각 요소에 적용 재질 정보를 입력하기 위하여

(element number, material number, fiber angle,

fiber plane angle)가 입력된다.

3.3 블레이드 해석 라이브러리의 출력

차원축소 과정으로 얻은 복합재 구조물에 대

한 보 모델링 결과는 단면위치에 따른 기하정보

와 강성행렬 및 질량행렬이다. 단면해석 과정에

서 면적, 관성값, 가중 계수 도심을 계산하여 인

장 및 굽힘강성과 인장 중심을 계산하며, 전단

강성 계수를 이용하여 워핑 벡터를 계산하고 이

를 이용해 전단 중심과 비틀림 강성을 계산한다.

블레이드 해석 라이브러리의 결과물은 아래의 6
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Fig. 5. Geometry & Axis of Blade Section

Fig. 6. Strain Distribution Example of Beam
Model using Dimensional Recovery

Analysis

by 6 행렬은 강성행렬을 포함하고 있으며 고전

복합재료 역학에서 얻어지는 강성 행렬과 동일한

형태를 가진다. 강성행렬과 더불어 탄성 중심, 기

하중심, 질량중심 및 단위길이당 질량을 계산한

다. 블레이드 해석 라이브러리에서는 텍스트 형

태로 출력된다.

Figure 5는 블레이드의 단면 형상의 기하정보

와 블레이드의 앞전의 축을 기준으로 한 기하정

보이다. 차원이 축소된 1차원 보 모델을 구성할

때, 블레이드의 단면을 기준으로 각 단면의 인장

중심을 연결하여 모델을 구성한다.
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1차원 블레이드 보 모델을 구성한 이후 각

단면에서 구성된 블레이드의 하중을 입력하여

변형량과 응력의 분포를 계산할 수 있다. 블레

이드 해석 라이브러리에서는 계산은 응력과 변

형률을 단면의 유한요소에 분포한다. 그리고

사용자가 해석결과의 이상유무를 판단할 수 있

도록 상용 후처리 프로그램의 양식에 맞추어

출력한다. Fig. 6은 블레이드 해석 라이브러리

를 이용하여 변형률 복원 해석을 수행한 결과

이다.

Fig. 7. Structural Analysis Procedure of
Composite Rotor Blade

3.4 로터 블레이드 차원 축소 및 복원

해석 프로시져

Figure 7에서 기술된 과정과 같이 차원축소를

통해 복합재 블레이드의 설계 효율성을 극대화할

수 있다. 차원이 축소된 1차원 보 모델의 응력

과 변형률 복원을 통해 1차원 보 모델에 3차원

수치결과를 매핑하여 해석결과를 가시화 할 수

있다. 블레이드의 설계하중을 입력하여 차원이

축소된 모델의 각 단면에서 계산된 강성행렬을

이용하여 응력과 변형률을 블레이드의 강도와 진

동 및 피로요건을 만족하게 되면 유한요소로 구

성된 블레이드 단면에 3차원 응력 또는 복원 변

형률을 매핑한다. 이러한 결과를 통해 설정된 설

계변수를 수정하여 단면해석을 반복하고 최적의

구조요건을 만족하는 설계변수를 확정하여 구조

적인 여유마진을 계산한다.

Ⅳ. 수치해석 검증 예제

본 절에서는 블레이드 해석 라이브러리의 수

치해석 결과를 검증하기 위해 단면해석과 차원복
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Table 1. Applied Material of Numerical
Analysis

Table 2. Configuration & Material Information
of Numerical Analysis

원 해석 결과를 VABS의 결과와 비교하였다. 단

면해석은 두 가지의 등방성 재질로 구성된 고형

사각 단면과 이방성 재질이 적용된 박스의 사례

로 구분하여 수치결과를 VABS의 결과와 비교하

였다. 그리고 3차원 유한요소 해석과 1차원 차원

복원 해석 모델의 3차원 응력을 추출하여 차원

축소된 1차원 보 해석모델의 정확성과 효율성을

비교하였다. 수치해석 모델의 Fig. 6, Table 1 및

Table 2에서 재질과 형상을 구분하여 나타내었다.

4.1 등방성 재질이 적용된 사각면의 단면
해석 결과 비교

블레이드 해석 라이브러리와 VABS는 이론적 기

반이 다르지만 유한요소기반으로 강성행렬을 계산

하기 때문에 비교하기 용이하다. 블레이드 해석 라

이브러리의 첫번째 검증모델은 등방성 재질 2개가

Fig. 8. Verification Model #1 of Blade
Analysis Library

Table 3. Stiffness Results Comparison of
Rectangle using Blade Analysis
Library & VABS

적용된 사각 단면이다. 4절점 요소가 적용되어 있

으며 계수 a를 변수로 설정하여 재질 특성을 변경

하여 블레이드 라이브러리에서 계산된 강성과

VABS에서 계산된 강성을 비교하였다. a는 x와 y

의 탄성계수의 비이다.

Table 3은 Fig. 8의 왼쪽 면의 재질을 변경하

여 계산한 강성행렬의 성분을 포함하고 있다.

Table 3의 강성행렬의 성분을 비교하면, 두 개의

등방성 재질이 적용된 사각 단면에서 동일한 강

성행렬 성분이 계산되었다.

4.2 등방성 및 이방성 재질이 적용된 박

벽의 단면해석 결과 비교

Figure 9의 상단면과 하단면은 45도로 적층된

이방성 재질이 적용되어 있다. 그리고 수직으로

보강된 부위는 등방성 재질이 적용된 형상이다.

3셀의 박형 구조로 적용되어 있기 때문에 블레이

드 형상을 모사하는 형상 중에 하나이다. VABS

에서 계산된 강성행렬을 기준으로 상대 오차를

계산하여 Table 4에 나타내었다. 단면해석 결과

로 얻어진 결과는 1차원의 보 모델에 사용된다.

1차원 보 모델의 구성하는데 있어서 탄성 중심에

6 by 6의 강성행렬을 연결한다. 이후 구속조건

과 하중조건을 입력함으로써 1차원 보의 정적 거

동 및 동적 특성을 계산할 수 있다.
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Fig. 9. Verification Model #2 of Blade
Analysis Library

Table 4. Stiffness Results Comparison of
Thin-wall using Blade Analysis
Library & VABS

Table 5. Elastic & Shear Center Comparison

of Thin-wall using Blade Analysis
Library & VABS

Table 4에서 보는 바와 같이 두 번째 검증 모

델에서 계산된 블레이드 해석 라이브러리와

VABS에서 계산된 강성행렬 역시 상대 오차율이

매우 적으며 만족할 만한 결과를 얻었다. Table

5에서 탄성 중심과 전단 중심을 계산하였다.

4.3 이방성 재질이 적용된 보의 3차원 응

력과 복원응력 비교

최근 몇 년 동안 복합재로 구성된 3차원 유한

요소 모델과 1차원 보 모델에 대한 연구는 여러

연구자들에 의해 수행되었다. Kovvali[12]는 VABS

를 이용하여 1차원 보 모델을 구성한 후, 2차원

단면에 응력을 복원하여 3차원 유한요소 모델과

비교하여 효율성과 정확성을 입증하였는데, 본 논

Fig. 10. Verification Model #3 of Blade
Analysis Library

Fig. 11. 3-D Stress of Verification #3 using

Blade Analysis Library & VABS,

 ,  

Fig. 12. 3-D Stress of Verification #3
using Blade Analysis Library &

VABS,  ,   

문에서 동일한 모델을 구현하여 블레이드 해석 라

이브러리를 이용하여 3차원 응력을 계산하였다.

세번째 검증모델에서 얇은 사각형 형상의 보

의 끝단에 비틀림 모멘트가 입력되고 반대쪽은 6

자유도를 구속하였다. 3차원 응력 추출 지점은

보의 중간지점의 중심이다.

중심으로부터 단면의 폭과 두께 방향으로의

VABS와 블레이드 라이브러리로부터 계산된 응

력을 추출하여 비교하였다.
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Fig. 13. 3-D Stress of Verification #3 using
Blade Analysis Library & VABS,

 ,  

강성행렬을 포함하고 있는 1차원 보 모델의 중

간지점에서 복원된 3차원 응력은 VABS와 동일

하며 Fig. 11, 12, 13 선도의 끝단 영역의 다른

지점에서 복원하여 나타내어 일치하는 지점이 발

생하였다. 이 부분을 제외하면 VABS와 블레이드

해석 라이브러리로 복원된 응력 상대오차는

0.01%이하이며 만족한 결과를 얻었다.

V. 결 론

본 연구에서는 정밀하게 구성된 복합재 블레

이드의 단면 구조의 차원을 축소하여 강성행렬을

계산할 수 있고 차원 복원을 통해 3차원 응력과

변형률을 계산할 수 있는 블레이드 해석 라이브

러리를 개발하였다.

개발된 해석 라이브러리는 VABS와 단면해석

결과와 복원 해석 결과와 비교하여 효율성과 정

확성을 입증하였다. 라이브러리 형태로 구성되어

있기 때문에 기존에 개발된 코드에 이식이 용이

하며, 정밀하게 설계된 복합재료 블레이드의 전

후처리 프로그램과 연동하여 활용될 것으로 예상

된다. 특히 개발된 블레이드 해석 라이브러리는

고고도 무인기의 날개, 헬리콥터 로터 블레이드,

풍력 블레이드, 틸트로터 등의 정적, 동적 모델링

에 유용하게 활용될 수 있을 것이다.
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