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준 일차원 Euler 방정식의 전속도 유동해석을 위한
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In this study, preconditioned adjoint equations for the quasi one-dimensional Euler equations are developed, 
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기호설명(Nomenclature)

   : total energy
 : preconditioned adjoint values
 : conservative solution vector
  : modal matrix for Jacobian matrix, 
 : spectrum matrix for Jacobian matrix, 
 : modal matrix for Jacobian matrix, 

 : spectrum matrix for Jacobian matrix, 

1. 서  론

수반변수법은 설계변수의 수에 관계없이 한 번의 유동해석

과 한 번의 수반변수해석을 통하여 설계변수에 대한 민감도

해석을 할 수 있어 다양한 최적화 분야에서 활용되고 있다. 
공력설계분야에서도 수반변수법을 이용한 공력성능을 고려한 

날개형상의 최적화가 많이 연구되고 있다[1-3]. 수반변수법을 

해석하기 위한 해석자는 유동해석 해석자와 비슷한 복잡성을 

필요로 하지만 계산 정확도와 계산 시간면에서 다른 민감도

해석법 비해 우수하기 때문에 많이 활용되고 있다. 이러한 수

반변수법을 이용하여 정확한 민감도를 얻기 위해서는 유동해

석의 정확성뿐만 아니라 수반변수해석의 정확성도 보장되어

야 한다.
수반변수법에는 수반변수 방정식의 구성 방법에 따라 연속

형(continuous)와 이산형(discrete)이 있다. 연속수반변수법을 사

용하면 수반변수 값의 분포를 직접적으로 확인 할 수 있고, 
유동해석자에서 사용가능한 다양한 수치기법을 적용할 수 있

는 장점이 있다. 연속수반변수법에 대한 연구는 많은 연구자

들을 통해 수행되었고 그 유용성이 확인되었다[1-3].
공력 민감도해석에 있어 수반변수법은 주로 천음속 영역에

서의 공력특성 최적화에 적용되었다[3-4]. 그러나 저속유동과 

고속 유동이 동시에 존재하는 고양력장치의 설계와 넓은 운

용 속도범위를 가지는 항공기 설계에는 전속도 영역에서 수
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렴성과 정확성이 보장되는 수반변수법이 필요하다.
연속수반변수 방정식은 유동 방정식으로부터 유도되기 때

문에 저 마하수에서 발생하는 연속수반변수 방정식의 특성은 

유동방정식에서 발생하는 특성과 동일하다. 즉, 마하수가 낮

아질수록 특성조건수(characteristic condition number)가 증가되

고 경직성(stiffness)의 문제가 발생하여 해의 수렴성이 저하된

다. 유동해석이 있어서 이러한 수렴성 저하 문제를 해결하기 

위해 다양한 예조건화 기법이 제안되었다[5-7]. 유동방정식과 

동일하게 연속수반변수 방정식의 수렴성 문제도 예조건화를 

적용하여 해결할 수 있다[9]. 예조건화된 유동 방정식을 활용

하면 예조건화된 수반변수 방정식을 구성할 수 있으며 유동 

방정식의 예조건화 행렬을 그대로 수반변수 방정식에도 활용

할 수 있다.
Asouti et al.[9]은 Erriksson[7]의 예조건화 행렬을 이용하여 

예조건화된 수반변수 방정식을 유도하였으며 저마하수 해석

에서 수반변수의 수렴성이 향상되는 것을 보였다. 그러나 

Asouti et al.[9]은 방정식을 구성할 때 예조건화행렬의 공간변

화량을 고려하지 않았다. 공간변화량를 고려하지 않음으로써 

저마하수에서 고유치의 크기를 조정하고자 했다. Asouti et 
al.[9]의 연구 후에 Boger and Paterson[10]은 다상유동에서의 

형상최적화에 Asouti et al.[9]의 방법을 사용하였다. Boger and 
Paterson[10]의 연구에서도 Asouti et al.[9]이 사용한 가정을 적

용하였다. 그러나 일반적인 예조건화 행렬은 유동변수 값들로 

구성되기 때문에 공간변화량를 무시할 수 없다.
본 논문의 구성은 다음과 같다. 먼저, Ascoti et al.[9]이 사

용한 예조건화 행렬의 가정이 준 일차원 문제에 대해 적절한

가를 판단하였다. 준 일차원 노즐 문제는 Giles and Pierce[11]
에 의해 제안된 해석해가 있어 많은 연구자들에 의해 수치해

석의 정확도를 판단하는 기준으로 사용되어 왔다[12-15]. 다음

으로 예조건화 행렬에 대한 아무런 가정을 사용하지 않고 예

조건화된 연속수반변수 방정식을 유도하였다. 안정된 수치계

산을 위해 저마하수를 포함한 전속도 영역 유동에 대해 수렴

성을 향상시키기 위한 수치점성항을 유동방정식의 수치점성

항과 유사한 방법으로 수정하여 사용하였다. 예조건화된 수반

변수 수치기법을 통하여 Giles and Pierce[11]의 연구에 주어진 

초음속에서 저마하수에 이르는 해석조건에 대한 해석을 수행

하고 해석해와 비교하였다. 마지막으로 수반변수 값의 정확성

을 비교한 후 사용된 수반변수법의 설계 적용성을 확인하기 

위해 준 일차원 노즐의 역설계를 수행하였다.

2. 지배방정식

2.1 유동 방정식

준 일차원 노즐 유동의 지배방정식은 다음과 같다.










 (1)

여기에서 는 노즐의 단면적이다. 또한, 는 예조건화행렬이

며 본 연구에서는 Weiss and Smith[8]의 예조건화 행렬을 사

용하였다. 는 원시형 유동변수 벡터(primitive solution 

vector)를, 는 비점성 유속 벡터(inviscid flux vector)를, 준 

일차원 가정에 의해 발생하는 원천항 벡터이다. 각각의 벡터

는 식 (2)와 같다.
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(2)

여기에서 는 압력, 는 속도, 는 온도이다. 예조건화 행렬 

는 다음과 같다.
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∞  (5)

   min∞∞ (6)

여기에서 ∞, ∞, ∞는 각각 자유류의 압력, 속도, 음속을 

나타낸다.

2.2 연속수반변수 방정식

준 일차원 노즐 문제에서 목적함수는 다음과 같이 주어진

다.

 




 (7)

식 (7)에서 , 는 노즐의 입구와 출구의 위치를 나타내며 

는 유동변수를 의미한다. 정상상태의 준 일차원 노즐 방정

식을 잔류치 은 다음과 같다.
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 (8)

식 (7)과 (8)을 수반변수, 를 이용하여 결합하여 새로운 

목적함수를 구성하면 식 (9)와 같다.

  





  (9)

수반변수 방정식, 경계조건 및 민감도를 얻기 위해 식 (9)
에 변분을 취하면 다음 같다.

  





  (10)

식 (10)의 잔류치를 선형화하여 정리하면 다음과 같다.


 

 







 

 


 


 



 

 


 

 


  


  





 

 
    

 

(11)

식 (11)에서 자코비안 와 은 다음과 같이 정의 된다.
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(13)

여기에서 는 보존형 유동변수 벡터이다. 또한 는 전에너

지이고, 는 전엔탈피이다.
식 (11)의 첫 번째와 세 번째 항으로부터 수반변수 방정식

을 구성할 수 있다. 수반변수 방정식은 다음과 같다.

 





 

 





 (14)

경계조건은 식 (11)의 네 번째 항으로부터 얻을 수 있다.


  

   (15)

입출구 경계조건은 특성치를 기반으로 한 경계조건을 적용하

였으며 경계조건에 대한 상세한 내용은 Reference[11]에서 확

인할 수 있다. 식 (11)에서 수반변수 방정식과 경계조건을 제

거하여 민감도를 구성하면 식 (16)과 같다.

 





 








  (16)

민감도는 수반변수 방정식으로부터 수반변수를 구하면 수치

적분을 이용하여 쉽게 계산할 수 있다.

식 (14)에 주어진 수반변수 방정식에는  가 미분 안에 

위치하기 때문에 방정식이 적절하게 예조건화가 되지 않는

다. 이러한 이유로 Ascoti et al.[9]은  의 공간변화량이 

없다는 가정을 사용하여  를 공간미분 밖으로 이동시켜 

방정식을 예조건화 하였다. Ascoti et al.[9]의 연구에서는 2차
원 문제에 대한 연구였지만 사용된 가정은 노즐 문제에도 동

일하게 적용할 수 있으며 방정식은 다음과 같이 수정할 수 

있다.








 

 


 

 (17)

여기에서 
    이다. 이러한 수정은 유동 방정

식과 같이 저 마하수 문제에서도 높은 수렴성을 보여 줄 수 

있다[9]. 그러나 예조건화 행렬은 일반적으로 공간에 대한 변

화량을 가지는 유동 변수들로 구성되어 있기 때문에 가정은 

적절하지 못하다.
본 연구에서는 Ascoti et al.[9]의 방법과 달리 아무런 가정

을 적용하지 않고 식 (17)에 시간 전진법 적용을 위한 시간항

을 추가하고 노즐 면적을 수반변수와 결합한 다음의 방정식

을 사용하였다.




  



 

(18)

여기에서

  (19)
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  (20)

식 (18)의 수반변수 방정식은 유동 방정식과 비슷한 형태를 

지니고 있기 때문에 유동 방정식 해석에 사용한 다양한 수치

기법을 적용하여 해석할 수 있다.

2.3 수치해석 기법

수반변수 방정식은 유한체적법을 이용하여 공간차분을 수

행하였다. 식 (18)을 그 크기가 작은 computational cell에 대하

여 적분하면 다음과 같다.




  



 (21)

Computational cell이 매우 작기 때문에 식 (22)와 같은 준 이

산화 방정식을 구성할 수 있다.




   (22)

 ∆

   (23)

수치유량 벡터,  , 는 Roe의 근사 리만해[16]를 이

용해서 계산하였으며 다음과 같다.

 
  

  




 
    

 ∆  (24)

여기에서    를 의미하며 수치점성항에 나타나

는 
     이다. 식 (24)로 주어진 수치점

성항의 고유치는 저 마하수에서 적절하게 그 크기가 조절되

지 못한다. 따라서 수치점성항을 적절하게 예조건화를 해야만 

저마하수에서 높은 수렴성을 얻을 수가 있다. 수치점성항을 

예조건화하기 위하여 유동 방정식의 수치점성항을 수정하는 

방법[8]과 유사하게 다음과 같이 수정하였다.

 ∆

≃ ∆

   ∆
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Fig. 1 Nozzle goemetry

여기에서 
   이고, 




 이

다. 이를 통하여 고유치는 저 마하수에서 적절히 그 크기가 

조절되고 특성조건수는 감소되어 높은 수렴성을 얻을 수 있

다. 수정된 수치점성항을 적용하여 수치유량 벡터를 나타내면 

다음과 같다.

  

 




 
    

 ∆ 
(26)

식 (26)으로 주어진 수치유량 벡터는 예조건화 행령에 대

한 Ascoti et al.[9]의 가정이 적용되지 않았을 뿐만 아니라 저 

마하수에서 적절히 예조건화된 것이다. 식 (26)에서 경계면 

전후의 값인 과 은 이차의 공간이산화를 위하여 

MUSCL extrapolation을 적용하여 계산되었다. 이때 유동해석

과 달리 수반변수의 충격파가 없기 때문에 수반변수해석에는 

limiter를 적용하지 않았다. 또한, 식 (22)의 시간 적분은 

AF-ADI[16]를 이용하여 수행되었다.

3. 수치해석 결과

3.1 노즐의 형상 및 해석 조건

해석에 사용된 노즐 형상은 Giles and Pierce[11]의 연구에

서 사용된 것과 동일하며 식 (27)과 같이 주어진다. 형상은 

Fig. 1과 같다.

 








 ≤ ≤

sin  ≤ ≤ 
  ≤ ≤ 

(27)

해석조건은 초음속에서 아음속에 이르는 4가지이고 충격파가 

존재하는 조건도 포함하고 있다. 계산에 사용된 노즐의 입출



DEVELOPMENT OF A PRECONDITIONED ADJOINT METHOD FOR ALL-SPEED… Vol.20, No.3, 2015. 9 / 31

X

M
ac

h
nu

m
be

r

-1 -0.5 0 0.5 12

2.5

3

X

M
ac

h
nu

m
be

r

-1 -0.5 0 0.5 10

0.5

1

1.5

2

2.5

(a) Supersonic (b) Transonic

X

M
ac

h
nu

m
be

r

-1 -0.5 0 0.5 10

0.5

1

1.5

2

X

M
ac

h
nu

m
be

r

-1 -0.5 0 0.5 10

0.2

0.4

(c) Shocked (d) Subsonic

X

Ad
jo
in
tV

ar
ia
bl
e

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1-2

-1

0

1

2

Present
Asouti's assumption
Analytic solution

y3

y1

y2

X

Ad
jo
in
tV

ar
ia
bl
e

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1-2

-1

0

1

2

Present
Asouti's assumption
Analytic solution

y3

y1

y2

(a) Supersonic (b) Transonic

X

Ad
jo
in
tV

ar
ia
bl
e

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1-3

-2

-1

0

1

2

Present
Asouti's assumption
Analytic solution

y3

y1

y2

X

Ad
jo
in
tV

ar
ia
bl
e

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1-3

-2

-1

0

1

Present
Asouti's assumption
Analytic solution

y3

y1

y2

(c) Shocked (d) Subsonic

Fig. 3 Adjoint solutions for 1-D nozzle problem

Fig. 2 Exact flow mach number for 1-D nozzle
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Fig. 4 Second adjoint solutions in terms of Mach numbers

구 조건을 Table 1에 나타내었다.

3.2 수반변수 해석 결과

수반변수 해석을 위해 목적함수는 Giles and Pierce[11]의 

연구에서와 같이 다음과 같이 설정하였다.
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수반변수 해석에 있어서 수반변수 해석기법만의 정확성을 

판별하기 위하여 유동해는 준 일차원 노즐에 대한 해석해를 

사용하였다. 각 해석조건에 대해서 해석적으로 구한 마하수분

포는 Fig. 2와 같다. Fig. 2(c)는 Shocked 해석조건에 대해서는 

노즐 목 후방에 충격파가 존재한다는 것을 보여준다. 또한 

Fig. 2(d)의 subsonic 조건에서의 입출구 마하수는 0.112이다.
수반변수 해석에는 균등한 간격의 격자점을 가지는 격자를 

사용하였으며 격자수는 300개이다. Fig. 3에 그 결과를 나타내

었다. 그림에는 Asouti의 가정을 적용한 해석결과도 비교를 

위해 함께 나타내었다. 본 연구의 결과는 4가지 해석조건에 

대하여 해석해와 잘 일치하고 있다. 특히, transonic 조건과 

shocked 조건에서 나타나는 노즐 목에서의 수반변수의 특이점

도 잘 모사하는 것을 확인할 수 있다. Shocked 조건에서 충격

파 부근의 해도 특별한 내부 경계조건 없이 잘 모사하고 있

다. 그러나 Asouti의 가정을 적용한 경우 모든 해석조건에 대

해 해석해와 차이를 보이는 것을 알 수 있다. 즉, 예조건화 

행렬의 공간 변화량을 고려하지 않았기 때문에 발생하는 오

Test conditions
Supersonic Hin = 3, Hout = 3, P0,in = 2

Isentropic transonic Hin = 0.3059, Hout = 4, P0,in = 2
Shocked Hin = 4, P0,in = 2, Pex = 1.6
Subsonic Hin = 4, P0,in = 2, Pex = 1.98

Table 1 Test conditions for 1-D nozzle problems
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차라는 것을 알 수 있다.
예조건화된 수반변수 방정식의 수렴성 향상을 평가하기 위

하여 마하수를 변화시켜가며 해석을 수행하였다. 해석 마하수 

M = 0.1, 0.01, 0.001 이다. Fig. 4와 같이 마하수가 낮아지더

라도 해석해와 잘 일치하는 결과를 얻을 수 있었다. 또한, 

의 값은 마하수가 낮아질수록 일정한 값으로 수렴하는 특성

을 보였다. Fig. 5는 마하수에 따른 해의 수렴성을 나타낸다. 
그림에서와 같이 마하수가 낮아지더라도 거의 동일한 수렴속

도를 보이는 것을 확인할 수 있다.
Fig. 6는 M = 0.1에 대한 첫 번째 수반변수의 해석해와의 

오차를 격자 간격에 따라 나타낸 것이다. 오차는 다음과 같이 

정의한다.






(29)

여기에서 은 격자수를 나타낸다. Fig. 6와 같이 개발된 해석

자는 격자 간격에 대하여 일정한 기울기를 보이며 그 기울기

는 약 1.7이다. 따라서 사용된 예조건화된 수반변수 수치기법

의 해가 해석해에 수렴함을 확인할 수 있다.
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Fig. 7 Objective function convergence history of 1-D nozzle

3.3 노즐의 역설계

예조건화된 수반변수 수치기법을 예조건화 수치기법을 노

즐의 역설계(inverse design) 문제에 적용하여 그 유용성을 검

증하였다. 역설계 문제는 노즐의 목적압력 분포가 정해졌을 

때 그 압력 분포를 생성하는 형상을 역으로 찾아가는 과정을 

말한다. 역설계를 통하여 개발된 수반변수법이 설계과정 중에 

얼마나 정확한 민감도 정보를 제공하는지 확인할 수 있다. 역
설계 문제에서 목적함수는 다음과 같다.

  







 (30)

여기에서 는 목적압력 분포를 나타낸다. 역설계를 수행하

기 위해 를 형상변수로 하는 다음의 노즐 형상을 고려하였

다.

    ≤ ≤  (31)

해석 조건은 Pin = 105 Pa, Tin = 104 K, Pex = 0.9247×105 Pa 
이다. 역설계 문제의 상세한 내용은 Reference[13]을 통해 확

인할 수 있다.
역설계를 위해 형상변수 는 계산된 민감도를 이용하여 1

차 설계 기법인 steepest descent 방법을 적용하여 변화시켰다. 
목적압력 는   = 0.6에서의 값으로 설정하고 양방향에서 

모두 목적압력 분포를 찾아가는지 확인하기 위해   = 0.4, 
0.6을 초기값으로 설정하여 역설계를 수행하였다. Fig. 7은 설

계과정 동안의 목점함수의 수렴성을 나타낸다. 두 초기 형상

변수에 대하여 8번의 설계과정을 통하여 10-7의 목점함수 값

을 얻을 수 있었다. Fig. 8은 설계과정 동안의 형상변수의 수

렴성을 보여준다. 두 초기 값에 대해서 모두   = 0.6으로 수

렴함으로써 역설계가 잘 수행되었음을 알 수 있다.
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Fig. 8 Design variable convergence of 1-D nozzle

4. 결  론

본 연구에서는 초음속에서 저 마하수에 이르는 유동 대해 

적용 가능한 수반변수 방정식의 예조건화기법을 유동방정식

의 예조건화기법으로부터 착안하여 적용하였다. 예조건화된 

수반변수 방정식은 준 이산화 노즐 방정식을 기반으로 유도 

되었으며 예조건화 행렬에 대한 그 어떠한 가정도 적용하지 

않았다. 또한, 수치유량 벡터의 수치점성항을 예조건화하기 

위하여 새로운 수치유량을 적용하였다. 개발된 기법을 해석해

가 존재하는 노즐 문제에 적용하여 그 정확성을 검증하였을 

뿐만 아니라 매우 낮은 마하수 유동에 대해서도 높은 수렴성

을 보이는 것을 확인하였다. 노즐의 역설계 문제를 해석하여 

형상설계에도 적용할 수 있음을 보였다.
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부  록 : modal matrix의 정의

자코비안 에 대한 modal matrix와 modal matrix의 역행

렬은 다음과 같이 정의된다.
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의 고유치는 다음과 같다. 
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