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요 약

Van der Pol 발진기는 비선형 제동 현상을 가진 비보존 발진기로서 높은 진폭에서의 에너지는 소산적이며 낮

은 진폭들에서는 생성되는 구조를 가진다. 본 논문에서는 분수 차수를 가지는 Van der Pol 발진기 모델에서 주

기적 외력을 인가하였을 경우 분수차수로 표현되는 미분 방정식에서 분수차수의 파라미터 변화에 따른 리미트 

사이클이 변화 상태를 확인하고자 한다. 

ABSTRACT

Van der Pol’s oscillators is non-conservative oscillator that having nonlinear damping phenomena. The energy of its system is 

dissipative at a high amplitude whereas its system creates the energy at low amplitude. This paper deals with the Van der Pol 

oscillator model with a fractional order when the external force apply into Van der Pol oscillator. This paper confirms the status of 

variation for the limit cycle according to the parameter variation of fractional order in the Van der Pol oscillator that can be 

represented by fractional differential equation.
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Ⅰ. 서 론

카오스 시스템으로 대표되는 비선형 시스템은 지난 몇 

십 년에 걸쳐 물리학[1], 수학[2], 생물학[3], 공학[4-11], 

사회과학[12-17] 등에서 많은 연구가 진행하고 있다.

비선형 시스템을 나타내는 시스템 중 하나인 Van 

der Pol 발진기는 비선형 제동 현상을 가진 비보존 

발진기[18-19]로서 에너지 생성과 에너지 소산 균형 

상태 부근에서 발진이 존재한다고 알려져 있으며 이

는 리미트 사이클로 나타난다. 
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약 300년 전에 수학자들에 의해 발표한 분수 대수

(fractional calculus)의 개념은 분수차수를 가진 미분 

방정식으로 표현한다.  일반적으로 미분방정식으로 표

현하는 차수는 정수차원이지만 분수 차수 미분 방정

식의 차수는 실수차원으로 표현한다[20-21].  

본 논문에서는 분수 차수를 가지는 Van der Pol 

발진기 모델에서 주기적 외력을 인가하였을 경우 분

수차수로 표현되는 미분 방정식에서 분수차수의 파라

미터 변화에 따른 리미트 사이클이 변화 상태를 확인

하고자 한다. 

Ⅱ. 주기적 외력을 가진 Van der Pol 방정식

일반적으로 Van der Pol 발진기는 식(1)과 같이 표

현하거니 등가적으로 식(2)과 같이 표현한다. 








  (1)




   









(2)

식(1)과 식(2)에 비선형 특성을 만들기 위해 식(3)

과 같이 주기적인 외력을 인가한 방정식을 표현한다. 








 (3)

여기서 주기적인 외력을 나타내는 는 

sin 또는 cos 로 주어질 수 있다. 

sin 와   로 놓았을 때 그림 1과 같이 시
계열과 리미트 사이클이라 부르는 위상공간을 얻는다.

(a) 시계열 데이터

(a) Time series

(b) 위상 공간

(b) Phase portrait

그림 1.   과 주기적 외력(sin  일 때 
시계열과 위상공간

Fig. 1 Time series and phase portrait when     
and periodic external with sin 

Ⅲ. 분수차수와 주기적 외력을 가진 Van der 
Pol 발진기에서의 분수차수 변화에 의한 

비선형 거동 해석 

본 논문에서는 Van der Pol 발진기를 변형한 실수 

차수의 fractional Van der Pol 발진기를 식(4)과 같이 

표시한다. 






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식(4)에서 



와 같이 표시되는 fractional 미

분방정식의 해는 Riemann과 Liouville[21]에 의하여 

식(5)과 같이 주어진다.


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(5)

본 논문에서는 식(4)을 풀기 위하여 식(5)의 방정식

을 이용하고 파라미터     로 정하고 값을 변화

시켰을 때 컴퓨터 시뮬레이션을 수행하였다.

2.1   일 때

식(4)에서   일 때의 시계열데이터와 위상공

간은 그림 2와 같은 리미트 사이클을 가짐을 알 수 

있다.
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(a) 시계열 데이터

(a) Time series

(b) 위상 공간

(b) Phase portrait

그림 2.   일 때 주기적 외력을 가진 시계열과 
위상공간

Fig. 2 Time series and phase portrait with periodic 
external force when     

2.2   일 때

식(4)에서   일 때의 시계열데이터와 위상공

간은 그림 3와 같은 리미트 사이클을 가짐을 알 수 

있다.

(a) 시계열 데이터

(a) Time series

(b) 위상 공간

(b) Phase portrait

그림 3.   일 때 주기적 외력을 가진 시계열과 
위상공간

Fig. 3 Time series and phase portrait with periodic 
external force when     

2.3   일 때

식(4)에서   일 때의 시계열데이터와 위상공

간은 그림 4와 같은 리미트 사이클을 가짐을 알 수 

있다.

(a) 시계열 데이터

(a) Time series

(b) 위상 공간

(b) Phase portrait

그림 4.   일 때 주기적 외력을 가진 시계열과 
위상공간

Fig. 4 Time series and phase portrait with periodic 
external force when   
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2.4   일 때

식(4)에서   일 때의 시계열데이터와 위상공간

은 그림 5와 같은 리미트 사이클을 가짐을 알 수 있다.

(a) 시계열 데이터

(a) Time series

(b) 위상 공간

(b) Phase portrait

그림 5.   일 때 주기적 외력을 가진 시계열과 
위상공간

Fig. 5 Time series and phase portrait with periodic 
external force when     

2.5   일 때

식(4)에서   일 때의 시계열데이터와 위상공간

은 그림 6과 같은 리미트 사이클을 가짐을 알 수 있다.

(a) 시계열 데이터

(a) Time series

(b) 위상 공간

(b) Phase portrait

그림 5.   일 때 주기적 외력을 가진 시계열과 
위상공간

Fig. 5 Time series and phase portrait with periodic 
external force when     

지금까지 주기적 외력은 인가한 Van Der Pol 발진

기를 분수 차수로 표현한 분수 미분방정식으로 표현하

고 여기에서 분수 미분 방정식의 파라미터   값의변

화에 따른 해를 시계열데이터와 위상공간을 이용하여 

살펴보았다. 값이 1에 근접해 감에 따라 어트렉터가 

더욱 복잡한 형상을 가지게 됨을 확인할 수 있다.

Ⅳ. 결론

본 논문에서는 분수차수 미분방정식으로 표현하는 

Van Der Pol 발진기에 주기적 외력을 인가하고 분수

차수의 파라미터 변화에 따른 리미트 사이클의 변화 

패턴이 어떻게 이루어지는지를 시계열과 위상공간으

로 확인하였다. 확인 결과  값이 1에 근접해 감에 

따라 어트렉터가 더욱 복잡한 형상을 가지게 됨을 확

인할 수 있다.
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