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ARTICLE INFO ABSTRACT
Article history: Teaching an industrial robot is still a dangerous and time-consuming process. It 

is expected that a robot can track a trajectory that is repeatedly taught by a human 
operator. Teaching a robot in joint space is easier than that in Cartesian space or 
a work space because the robot will never lose its stability when it is taught and 
operated in a joint space. However, it is very easy for a robot to lose its stability 
when it is taught in a work space. This is because of the singular points problem 
in kinematics for manipulators. Thus, experts should teach a given task to a robot 
in a careful manner. A new algorithm that avoids the problem of singular points 
is proposed. Using this proposed method, a user can freely teach a robot without 
the chance of instability in an entire work space.
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1. 서 론
산업용 로봇은 1960년대 개발된 이후 다양한 분야에 적용되어

생산성을 올리는데 큰 역할을 하고 있다. 특히 자동차 제조공정의

용접, 다양한 뿌리산업 분야에서의 고속 Pick & Place에 많이 쓰

이고 있다. 산업용 로봇은 사람과 달리 지능이 없기때문에, 정해진

동작을 반복하며, 이런 동작은 사람이 교시를 해야만 한다. 교시

자체가힘들기 때문에 최근에는 교시를편리하게 하기위한 다양한

방법이 연구되고 있다[1-3]. 하지만 이런 교시의 편의성을 중시하는

연구는 사용자의 교시 경로 입력을 편하게 하는 것에만 중점을 두

는 것이 대부분이었기 때문에, 기본적으로 궤적 혹은 위치를 교시

하는 방법론 자체가 변하지는 않았다. 
위치 교시에는 크게 두 가지 접근이 가능하다. 즉, 관절공간에서

위치를 교시하는 방법과 작업공간에서 위치를 교시하는 방법이 있

다. 일반적으로 관절공간에서 교시하는 것은 큰 어려움이 없지만, 
동작상에 어려움이 있다. 관절공간에서는 로봇의 말단을 작업공간

에서처럼 x, y, z 등의 좌표계 이동이 거의 불가능하다. 
작업공간에서의 움직임은 관절공간과는 비선형적인 복잡한 기구

학 관계로 결정된다. 작업의 특성에 따라 다르기는 하지만, 대부분

의 작업이 작업공간에서의 교시를 요구한다. 이는 교시자가직관적

으로이해하기 훨씬쉽기때문이다. 하지만, 이경우 교시자는작업

공간에서의 로봇의 동작에 대해서 알아야 한다. 즉, 특이점 때문에

작업공간에서의 로봇의 구동은많은 주의를 요한다. 일반적인 기구

학 구현에서 특이점 근처에서는 조금의 작업공간 움직임에 대해서

도 관절 속도가 급격히 증가하는 특징이 있다[4].
이런 문제에 대해서 기존에는 아예 제한이 없거나, 작업공간을

제한함으로써 로봇의 발산을 막았다. 작업공간을 제한하는 방법은

특이점 근처에서 로봇의 동작을 멈추는 방식으로 교시가 불편할
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뿐만 아니라, 로봇의 reachable space를 다 활용하지 못하는 단점

이 있다. 이런 단점을 해소하기 위해서 사용자의 작업공간 상의 어

떤 목적 값 명령에도 발산하지 않으며, reachable space를 충분히

활용하는 방법을 제안하고자 한다. 
제안하는 방법은 자코비안를 활용한 접근으로, 특이점 근처에서

각 관절별로 역자코비안 값을제한함으로써발산을 막는다. 2장 본

론에서는 제안하는 알고리즘에 대해서 설명하고, 3장에서는 일반

적인 상용 로봇을 활용하여 시뮬레이션을 수행한다. 4장 결론에서

는 내용을 정리한다. 
 

2. 본 론
2.1 Damped least square
자코비안을 이용하여 작업공간 상에서 로봇을 운용하는 방법은

기본적으로 속도기반이다. 로봇을 구동하는 것은 관절이기 때문에

작업공간의 명령을 관절공간으로 전환하는 과정이 필요하다. 
  
 

 (1)

 
 (2)

 
현재 작업공간에서의 목표 값 와 현재 값 에 대해서, 다음

제어주기에서이동해야할값 를 식 (2)와같이정의한다. 자코비

안 값을 이용해서 에서 를 알아내는 것이 목표이다. 현재 관절

값 에 를 더함으로써 다음 제어주기에의 목표 관절 값 를

식 (1)의 관계에서구할수 있게된다. 6축 로봇의 경우작업공간과

관절공간의 자유도가 일치하고 자코비안의 크기가 6×6 diagonal 
matrix여서 역자코비안의 계산이 쉽다. 하지만, 일반적으로 사용하

는 6축이상의 자유도를 가지는 로봇에서는 관절공간이 작업공간보

다 많기 때문에, pseudo inverse나 least square 등의 방법을 사용

하는 것이 일반적이다. 
DLS(damped least square) 방법을 사용할 경우 cost function

을식 (3)과같이정의하고이를최소화하는값 는식 (4)와같이
구해진다[5].

 





 (3)


 (4)

 
여기서 는 damping 상수로 크면 클수록 의 cost가 커지는 효과
가 있다. 하지만 상대적으로 정밀도가 떨어지는 속성도 있다. 식
(5)의 수식에 의해 식 (4)는 식 (6)으로 재정리된다. 

 
 † (5)


† (6)

 †를 관절별로 구별하기 위해서, 식 (7)과 같이 SVD(singular 
value decomposition)를 수행한다. 

 
  (7)
 
일반적으로 관절 자유도 , 작업공간에서 말단 자유도가 인

로봇에 대해서, 자코비안 는 × matrix로 표현되며, SVD를

통해  (×),  (×) 그리고  (×)로분해할수있다. 
와 는 orthogonal matrix이고 는 diagonal matrix이다.
에서 0이 아닌 값을 가지는 것은 고유값  뿐이다. 우리

가 다루는시스템은 ≤ 으로 가정하며, 일반적으로  ≥  ≥  
⋯≥  ≥  관계가성립한다. 자코비안 의 rank는  ≠ 를충

족하는  중 최대값이다. 의 열벡터 는 의 orthonormal 
basis를 형성하고,  ⋯ 은 자코비안의 nullspace의
orthonormal basis가 된다. 는 의 번째 행 번째 열 인자로, 
을 의 번째 행 번째 열 인자로 정의한다. 이를 정리하면 식

(8)과 같다. 
 
 

  




 

  




 (8)

 
자코비안 pseudo inverse는 식 (8)의 관계에서 식 (9)와 같이

표현된다. 
 
 †

  






 (9)

 
DLS의  † 또한 SVD를 이용하면 식 (10)과 같이 표현된다. 
 
 

  









 (10)

 
일반적으로 사용하는 pseudo inverse 방법과 DLS는 약식으로





와 같이 표현가능하다. 여기서 는 pseudo inverse에서

는 
이고, DLS에서는 

와 같다. Pseudo inverse 방
법은 가 0으로 가까이 갈수록 시스템을 불안정하게 하는 특징이

있다. 이를 방지하기 위해서 DLS에서는 damping 상수 를 통해

서 불안정성을 회피한다. 제안하는 방법은 를 가변적으로 선택하

도록 함으로써로봇의불안정한동작을없애고자 한다. 를가변적

으로 선택함으로써 도달 가능범위 밖의 교시 점을 도달 가능한 범

위의 목적값으로 변형하는 것이다. 

2.2 Adaptable damped least square 
DLS를 좀 더 살펴보면, damping 상수 에 의해서 로봇의 동작

이 결정된다. 너무 큰 는 목표 궤적에의 수렴 속도를 떨어뜨리기

때문에, 정밀도가 낮아지고, 너무 작은 는 damping 효과가 작아
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Fig. 1 WAM kinematics[5]

서 특이점 근처에서 관절 속도가 급격히 빨라지는 pseudo inverse
의 특성을 그대로 유지한다. DLS의 이런 단점을 극복하기 위해서

값을 가변으로두고조건에따라 설정하고자 한다. 제안하는 방법

은 별로 각각의 damping 상수 를 사용한다. 

작업공간목표변화값 에대해서, 식 (11)과같이표현가능하다.

 




 (11)

 
여기서  〈〉의 관계가 성립한다. 

 


  






  



 (12)

 
본 연구에서는 의 개별 요소별로 반응을 따로 구한다. 즉, 위

식에서 별로 변수를 따로 구한다. 를식 (13)과같이 의 번째

열의 합으로 정의한다. 
 
 

 



 (13)

 
번째 관절 값의 미소 변화에 따른 말단 위치의 미소변화량 를

식 (14)와 같이 정의한다. 
 
   (14)

 
에서 영이 아닌 번째 인자 에 대해서, 은 각 관절의 변화

에 따른 end effector의 전체 이동 거리의 추정치이다. 
 
 


 



 (15)

 
 인 경우는 관절의 운동이 end effector를 목표값의 반대

로 운동시키고 있는 경우이다. 이는 정상 상태에서도 발생할 수 있

지만, 특이점 근처에서는 그 빈도수가 급격히 증가한다. 
 
 min  ∙ max (16)

 
 는 의변화에따라최대관절값변화를제한한다. 기본적인

아이디어는 가 작을 경우 특이점 근처에서 오실레이션을 통

해서 관절값에 따른 의 변화가 실제 목표값과 반대인 경우가 빈
번한 경우이며, 이 경우 1차 자코비안 추정값이 실제와는 많이 틀

리다는 것을 의미한다. 
계산의 편의를 위해서 clamping 함수 를 아래 식 (17)과 같이

정의한다. 
 

 











 i f  ≤ 






(17)

은 L1-norm을 의미한다. 를 싯 (18)과 같이 정의했을 때, 

최종적으로 찾고자 하는 는 식 (19)와 같이 쉽게 결정된다. 
 
 

 (18)




max (19)

 
max는 디지털제어에서 최고 속도값이다. 즉매제어 주기마다

업데이트 할 수 있는 관절값이다. 

3. 시뮬레이션
3.1 시뮬레이션 설정
시뮬레이션을 위해서 상용 로봇인 Barrett사의 WAM의 CAD
모델을 사용하였다. WAM은 7 자유도를 가지는 보편적인매니퓰

레이터의 모습을 갖추고 있다. 7 자유도를 가지기 때문에 1개의

여유자유도를 가지고 있다[6]. 자세한 기구학 관계는 Fig. 1을참조

하면 된다. 
Fig. 2에서 관절 인덱스는 베이스로부터 1~7순으로 정의했다. 
초기값은 =(0,30,0,45,0,0,0)이고, 이는 기구학에 의해 작업공간

에서 =(0.65, 0, 0.9365)에 해당한다. 이에 대해서 x축 값

을 1 m 증가 이동하는 명령을내리고 관절각의 변화와작업공간에

서의 변화를측정하였다. ADLS와 DLS를 비교하는 시뮬레이션을

수행하였다. DLS는댐핑상수 를 0.001로 설정하였다. ADLS의
경우 max는 로실험에서설정하였다. Fig. 2에서 A점이목표
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Fig. 2 Simulation condition using WAM robot Fig. 3 Robot movement by user command. B is the final 
cartesian space position with ADLS

Fig. 4 Task space X position trajectory during simulation with 
ADLS

Fig. 5 Task space Z position trajectory during simulation with 
ADLS

값이다. 실제로는 작업공간 밖의 점이기 때문에, 도달하는 것이 불

가능하다. 일반적인 자코비안 pseudo inverse를썼을 경우에는 값

이 없는 영역이다. 그리고, 목표 A로 이동 중 관절 2, 4 ,6 등은

특이점에 도달하여 수학적으로 해가 없기 때문에, 제어 시스템에

malfuction이 발생하거나, 일부 제어적 안전장치를 했을 경우 해당

관절이 안전성을잃고 발산하게 되는 것이 일반적이다. 만약, DLS
를사용한다면댐핑상수 를적당히크게설정했을경우에는관절

값에서 오실레이션이 발생하거나 특이점 근처에서 위치 정밀도를

크게 잃고 회피하는 동작을 하게 된다. 

3.2 시뮬레이션 결과 
제안한 ALDS(adaptable damped least square)를 시뮬레이션

에 적용했을 경우, Fig. 3의 B점으로 연속궤적을 만들며 부드럽게

이동하였다. 이동 간 궤적을 보면 Figs. 4, 5와 같고, 작업공간에서

의 값을 보면 =(0.8623, 0, 0.6521)으로 이동하였다. y좌
표는 주어진 x 방향변화명령에대해서지속적으로변화없이 0이
다. x, z 축의 경우초기 위치 오차는 0이지만, 시간이 지남에 따라

바로특이점 조건에 따라 위치오차가발생하기 시작한다. 물리적으

로는 최종적으로 도달한 B점은 목적 값 A점에 가장 가까운

reachable space 상의 점이다. 따라서  평면에서 이동하기

때문에, 이동 간 x축 값뿐만 아니라, z축 변화도 발생한다. 다만, 
y축은 이동면에 대해서 normal 방향이므로 변화가 없다. 

ADLS에 대한 시뮬레이션 결과 관절궤적을 살펴보면, 관절 1, 
3, 5, 7은 0에서변함이없다. x축방향으로만움직이기때문에 y축
관련 관절값의 변화량은 없다. 최종 관절값 은 (0, 65.48, 0, 

13.21, 0, -3.915, 0)으로 수렴하였다. Figs. 6, 7, 8을 보면 관절

값 변화가 연속적이고부드러운데, 이는특이점에 도달하여 오실레

이션이 발생하는 영역 밖에서는 N, M의 관계 그리고 식 (19)의
clamping에 의해서 관절각 변화량이 제한되기 때문이다. 
반면, DLS는 Figs. 9, 10, 11을 보면 동일 명령에 대해서, 특이

점 근처에서 급격히 관절 변화량이 커지는 현상을 보이고 있다. 관
절 2의 6,000도나, 관절 4의 15,000도 같은 비현실적이고, 실제

로봇의 구동장치로는 추종할 수 없는 관절 명령이 존재한다. 시뮬
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Fig. 6 Joint 2 motion during simulation with ADLS

Fig. 7 Joint 4 motion during simulation with ADLS

Fig. 8 Joint 6 motion during simulation with ADLS

Fig. 9 Joint 2 motion during simulation with DLS

Fig. 10 Joint 4 motion during simulation with DLS

Fig. 11 Joint 6 motion during simulation with DLS

레이션이 아니고, 실제 로봇에서수행하는 실험이었다면, 225초이

전에 이미 로봇은 안전성을 잃고 발산하였을 것이다. 
시뮬레이션에서 의 값은 Figs. 12, 13, 14와 같다.  

4, 5, 6은 시뮬레이션 기간 동안 지속적으로 1 이하의 값을 유지하

면서 관절 변화를 제한하였고,  1, 2는 1 이상의 값을 유지하

면서 clamping에의해서 영향을주지 않았다.  3은 최소특이

점 이전에는 1 이하의 값을 가지면서, 관절값에 영향을 주지만, 이
후에는 1 이상의 값을 유지하면서 관절값에 영향을 주지 않았다. 
결국시뮬레이션에서  4, 5, 6이 지배적으로 관절값에 영향을

주면서, 작업공간 밖에서의 관절 및 말단의 행동을 결정하였다. 
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Fig. 12 N/M-1, 2 variation during simulation

Fig. 13 N/M-3, 4 variation during simulation

Fig. 14 N/M-5, 6 variation during simulation

4. 결 론
산업용 로봇을 작업공간에서 교시하는 것은 특이점 문제 때문에

주의를 요하는 힘든과정이다. 이를 해결하기 위해서 단순히 작업

공간을 제한하는 것은, 생산자 입장에서는, 로봇의 기구학 관계가

달라지면 공간 제한 설정을 다새로 해야 하는 큰 단점이 있고, 교
시자 입장에서는 특이점 근처에서의 교시는 불가능하다. 제안하는

방법을 사용할 경우, 일반적인 방법론을 통해서 기구학 관계에 상

관없이 특이점 근처에서의 안전한 동작을 할 수 있고, 특이점 근처

에서의 교시도 가능한 장점이 있다. 
향후에는 실제 산업용 로봇에 적용하여 제안하는 알고리즘의 우

수성을 보일 필요가 있다. 다만, 제안하는 알고리즘은 하드웨어와

상관없이 최종 관절 목표값을 제시하는 것이기 때문에 시뮬레이션

만으로도 그 우수성을 보이기에 충분하다. 
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